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Introduction

Le but de ce texte est d’exposer, aussi complètement que possible, les outils de la
théorie des équations différentielles p-adiques en vue de comprendre la démonstration
du théorème de Turrittin p-adique donnée dans [38]. On connait deux autres
démonstrations ([1] et [34]) de ce théorème qui est aussi parfois appelé “conjecture
de Crew” ou “théorème de monodromie p-adique”. Ces trois démonstrations sont de
natures assez différentes : la démonstration présentée ici est presque exclusivement
différentielle et constitue ainsi l’un des aboutissements de la théorie des équations
différentielles p-adiques. La démonstration de [1] est aussi basée fondamentalement
sur la théorie des équations différentielles p-adiques mais est de nature galoisienne.
La démonstration de [34] quant à elle exploite l’aspect φ-module (structure de
Frobenius forte dans la terminologie utilisée ici).

Cette présentation globale est destinée d’abord à éviter au lecteur la consultation
de nombreux articles avec des notations non homogènes, voire contradictoires. Elle
veut aussi donner de la cohérence à l’ensemble de la théorie en énoncant les résultats
intermédiaires sous la forme précise où ils seront utilisés dans la suite. Enfin elle
apporte quelques améliorations et simplifications.

La plupart des résultats exposés ont été publiés par ailleurs. L’essentiel vient
bien évidemment de [38] et de ses “préliminaires” [14], [15] et [16], mais on trou-
vera aussi des démonstrations de résultats “classiques” comme ceux de [36] ou plus
particuliers mais très utiles comme ceux de [19]. L’utilisation du critère de Mittag
Leffler topologique [29] évite d’avoir à introduire tous le formalisme de la géométrie
analytique rigide. Il permet ainsi d’étendre aux couronnes ouvertes des résultats con-
nus uniquement pour les couronnes fermées. Ce texte reprend plusieurs thèmes déjà
présents dans [17] en donnant les démonstrations qui étaient absentes de ce cours.

Classification mathématique par sujets (2000). — 12H25,14F30.
Mots clefs. — p-adic coefficients.
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En trois occasions : décomposition des matrices en facteurs singuliers, suppression
des singularités apparentes et existence d’une structure de Frobenius, ce texte contient
des démonstrations nouvelles. Les simplifications et clarifications qu’elles apportent
par rapport aux démonstrations publiées respectivement dans [9] et [13] permettent
une amélioration notable des résultats. En particulier, les restrictions techniques sur
l’existence d’un antécédent de Frobenius sont supprimées et on obtient le meilleur
résultat possible.

Même s’ils restent vrais dans un cadre plus général, les résultats ne sont démontrés
que dans le cas ultramétrique ceci afin d’éviter la pathologie liée à l’existence de séries
divergentes dont le terme général tend vers zéro.

En fait, le texte présente trois théories explicitant la structure des équations dif-
férentielles linéaires ordinaires dans trois contextes différents.

Dans la première, les coefficients sont dans un corps de séries formelles de car-
actéristique nulle. Ses résultats principaux sont les théorèmes de Fuchs (cas régulier)
et Turrittin “classique” (cas irrégulier). La démonstration présentée est essentielle-
ment due à Robba [43]. Elle repose sur un lemme de Hensel pour les opérateurs
différentiels. Sa présence à un but didactique : elle met en effet en jeu un mécanisme
qui sera repris dans la démonstration du théorème de Turrittin p-adique mais hors de
toutes les difficultés techniques qui peuvent alors le masquer.

Dans la deuxième, les coefficients sont dans le corps des éléments analytiques dans
le disque générique. Les résultats sont essentiellement dus à Dwork et Robba [22].
Dans un certain sens, le théorème de décomposition suivant les pentes, qui représente
une étape essentielle dans la démonstration du théorème de Turrittin p-adique, est
une version “en famille” de cette théorie.

Dans la troisième, les coefficients sont dans l’anneau de Robba. Ses résultats sont
étonnament proches de ceux de la théorie formelle. Toutefois, les démonstrations
sont beaucoup plus sophistiquées. La difficulté fondamentale est que, contrairement
à ce qui se passe dans le cas formel, le rayon de convergence des solutions d’une
équation différentielle ne se lit pas directement sur les coefficients de l’équation. On
surmonte cette difficulté grâce à l’existence d’une structure de Frobenius (faible). Déjà
dans le cas régulier, cela empêche de donner une définition simple des exposants et
contraint à utiliser un processus analytique compliqué pour les définir. Cette difficulté
est intrinsèque et due fondamentalement à l’existence de nombres de Liouville (trop
bien approchés par les entiers). Pour des raisons analogues, le cas irrégulier n’est
pas complètement accessible : les équations différentielles de pente à dénominateur
divisible par p sont irréductibles par Frobenius. Pour obtenir le théorème final, on
doit avoir recours à une astuce (due à Mebkhout) qui, malheureusement, oblige à se
limiter au cas des équations différentielles ayant une structure de Frobenius (forte).

Le Plessis Paté le 14/6/2007
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6. Théorie algébrique. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 68
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6.2. Modules différentiels. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 70
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CHAPITRE I

ELÉMENTS ANALYTIQUES

Nous introduisons dans ce chapitre les anneaux de fonctions (en une variable) qui
vont intervenir dans ce livre. Puisqu’il s’agit d’anneaux de fonctions analytiques, le
corps dans lequel se trouvent leurs coefficients (de Taylor) joue un rôle important. En
particulier, quand on considère ces anneaux comme des anneaux différentiels pour la
dérivation par rapport à la variable, ce corps est le corps des constantes.

1. Le corps des constantes

1.1. Corps ultramétriques. — Un corps K est dit valué s’il est muni d’une valeur
absolue non-archimédienne c’est-à-dire d’une application |·| deK dans [0,∞[ vérifiant

|x| = 0 ⇒ x = 0 , |xy| = |x| |y| , |x+ y| ≤ max
{
|x|, |y|

}
.
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Nous n’excluons pas le cas de la valeur absolue triviale (|x| = 0 pour x ̸= 0). Pour
chaque nombre ρ de l’intervalle ]0, 1[, on peut aussi considérer la valuation définie par

v(x)
déf
= − log1/ρ(x) = log(x)/ log(ρ).

Dans certaines situations l’utilisation de la valuation est plus naturelle et simplifie les
formules. Toutefois le passage de la valeur absolue à la valuation n’est pas toujours
facile en particulier parce qu’elle renverse les inégalités. Pour garder une certaine
unité dans ce livre nous n’utiliserons les valuations que de manière exceptionnelle.
Ceci nous conduira, par exemple, à tracer systématiquement les graphes des fonctions
en coordonnées logarithmiques. On note

• OK = {x ∈ K ; |x| ≤ 1} l’anneau de valuation de K,
• PK = {x ∈ K ; |x| < 1} son idéal maximal,
• k = OK/PK son corps des restes,
• p sa caractéristique résiduelle, c’est-à-dire la caractéristique du corps k.
• |K∗| = {|a| ; a ∈ K∗} son groupe des valeurs absolues. Ce groupe (multiplicatif)
est naturellement isomorphe au groupe (additif) v(K∗) = {v(a) ; a ∈ K∗} des
valuations de K.

Soit K un corps valué. Pour a dans K et r > 0, on pose

DK(a, r)
déf
= {x ∈ K ; |x− a| < r} , DK(a, r+)

déf
= {x ∈ K ; |x− a| ≤ r}.

Si aucune confusion n’est à craindre, on écrira D(a, r) (resp. D(a, r+)) pour DK(a, r)
(resp. DK(a, r+)). Le corps K est munit de la topologie définie par la valeur absolue
c’est-à-dire celle pour laquelle les disques D(a, r) forment une base de voisinage du
point a. La famille

{
D(a, r+)

}
r>0

est alors aussi une base de voisinage de a.
Lorsque le corps valué K est complet, sa valeur absolue se prolonge de manière

unique à sa clôture algébrique Kalg faisant de ce dernier un corps valué non complet

mais dont la complétion K̂alg est algébriquement close (et complète). Il résultera du

lemme 2.14 que |Kalg∗| =
√
|K∗| = {|a|1/n ; a ∈ K, n ∈ N}.

Exemple 1.1. — On notera Qp le complété de Q pour la valeur absolue p-adique
(en général normalisée par |p| = 1/p), Zp son anneau de valuation (complété de Z
pour la valeur absolue p-adique) et Cp le complété de la clôture algébrique de Qp.

Dans ce livre, K sera un corps valué et complet de caractéristique nulle,

on notera p la caractéristique de son corps résiduel.

En particulier, si p ̸= 0, le corps K contient un sous corps valué isomorphe à Qp.

Lemme 1.2. — Soit K un corps valué et soit σ : K → K un endomorphisme (de
corps) qui est continu pour la topologie définie par la valeur absolue. S’il existe un
élément u de K tel que 0 < |u| < 1 et σ(u) = u. Alors σ est une isométrie.

Preuve. — L’endomorphisme σ étant continu. Pour a dans K, on a :

|a| < 1 =⇒ lim
n→∞

an = 0 =⇒ lim
n→∞

σ(an) = 0 =⇒ |σ(a)| < 1.
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On en déduit que, pour a et b dans K,

|a| < |b| =⇒
∣∣∣a
b

∣∣∣ < 1 =⇒
∣∣∣σ(a

b

)∣∣∣ < 1 =⇒ |σ(a)| < |σ(b)|.

Par ailleurs, pour a dans K∗, il existe un entier n tel que |u|n−1 < |a| < |u|n+1. On
a alors |u|n−1 = |σ(u)|n−1 < |σ(a)| < |σ(u)|n+1 = |u|n+1. On en déduit que

|u|−2 =
|u|n−1

|u|n+1
<
|σ(a)|
|a|

<
|u|n+1

|u|n−1
= |u|2.

Cet encadrement étant valable pour tout nombre de K∗, il est aussi valable pour as

pour s entier. Il vient donc

|u|−2 <
∣∣∣σ(a)
a

∣∣∣s < |u|2
c’est-à-dire |u|−2/s <

∣∣∣σ(a)a

∣∣∣ < |u|2/s. Il suffit alors de faire tendre s vers l’infini pour

obtenir |σ(a)| = |a|.

Si la valeur absolue de K est triviale, tout endomorphisme injectif de K est
évidemment une isométrie. Lorsque la valeur absolue de K est non triviale, ce n’est
plus le cas comme le montre l’exercice 1.3. une hypothèse du genre “la valeur absolue
restreinte au sous-corps des invariants de σ n’est pas triviale” (qui est celle du lemme
1.2) est indispensable

Exercice 1.3. — Soit k un corps. On choisit un nombre ρ de l’intervalle ]0, 1[ et on
munit le corps K = k((x)) de la valeur absolue associée à la valuation “x-adique”∣∣∣ ∞∑

s=d

αs x
s
∣∣∣ = ρd si αd ̸= 0

Vérifier que l’application σ :f(x) 7→ f(x2) est un endomorphisme injectif de K mais
pas une isométrie.

Corollaire 1.4. — Si le corps valué K contient le corps Qp comme sous corps valué.
Tout endomorphisme (de corps) de K qui est continu pour la topologie définie par la
valeur absolue est une isométrie.

Preuve. — Pour tout endomorphisme σ deK et tout entier n, on a σ(n) = n. Comme
K ⊃ Qp, on a 0 < |p| < 1 et l’élément u = p satisfait l’hypothèse du lemme 1.2.

Définition 1.5. — On définit le nombre ω par la formule :

ω =

{
|p|1/(p−1) < 1 si p ̸= 0
1 si p = 0

Le corollaire 1.7 montre que ω est le rayon de convergence de la fonction exponentielle.
C’est l’une des raisons pour laquelle ce nombre va intervenir dans les calculs. Sa
définition introduit aussi une différence fondamentale entre le cas de la caractéristique
résiduelle nulle et celui de la caractéristique résiduelle non nulle.
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Lemme 1.6. — Pour p > 0, s ≥ 1 et la normalisation |p| = p−1, on a

ωs−1 ≤ |s!| ≤ ωs(s+ 1)

avec égalité respectivement pour s = ph et s = ph − 1.

Preuve. — On utilise la valuation normalisée par v(p) = 1 de telle sorte que

|x| = |p|v(x) = p−v(x) v(x) = − logp(|x|).

On note [x] la partie entière de x et on écrit l’entier s dans la base p : s =
∑h

i=0 sip
i

avec 0 ≤ si ≤ p− 1 et h = [logp(s)]. Il vient :

v(s!) =

∞∑
j=1

[s p−j ] =

h∑
j=1

h∑
i=j

sip
i−j =

h∑
i=1

si

i∑
j=1

pi−j

=

h∑
i=1

si
pi − 1

p− 1
=

1

p− 1

(
s−

h∑
i=0

si
)
.

D’une part, comme s ≥ 1, on a 1 ≤
∑h

i=0 si, avec égalité pour s = ph.
D’autre part, on va montrer que

1

p− 1

h∑
i=0

si ≤
h∑

i=0

logp(si + 1) ≤ logp(s+ 1).(1)

avec égalité pour s = ph+1 − 1. L’encadrement du lemme s’en déduit facilement.
Pour la première majoration de (1), on remarque que, pour 0 ≤ s ≤ p − 1, on a

s ≤ (p − 1) logp(s + 1), car la fonction s 7→ logp(s + 1) est concave sur l’intervalle
[0, p− 1] et prend les valeurs 0 et 1 aux extrémités de cet intervalle.

Pour la deuxième majoration de (1) on fait une récurrence sur h.
Pour h = 0, on a s = s0 et le résultat est évident.

Pour h > 0, on pose s̃ =
∑h−1

i=0 sip
i ≤ ph − 1. L’hypothèse de récurrence donne :

h∑
i=0

logp(si + 1) ≤ logp(s̃+ 1) + logp(sh + 1) = logp
(
(s̃+ 1)sh + s̃+ 1

)
≤ logp

(
phsh + s̃+ 1

)
= logp(s+ 1).

Corollaire 1.7. — On a ω = lim |s!|1/s.

Preuve. — C’est évident si p = 0 car alors |s!| = 1 pour tout entier s ̸= 0.
Si p > 0, c’est une conséquence facile du lemme 1.6.

Définition 1.8. — On dit que le corps K est à valuation discrète si le groupe |K∗|
est un sous-groupe discret de R∗. Dans ce cas, on appelle uniformisante du corps K
tout nombre ϖ de l’anneau de valuation OK dont la valeur absolue |ϖ| engendre le
groupe |K∗|, autrement dit tel que |ϖ| < 1 et |K∗| = |ϖ|Z.

Définition 1.9. — On dit que le corps K est sphériquement complet si, dans K,
toute suite de disques Dn = DK(αn, rn) = {x ∈ K ; |x − αn| ≤ rn} emboités (c’est-
à-dire tels que Dn+1 ⊂ Dn) a une intersection non vide.
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Remarque 1.10. — On dit que le corps K est maximalement complet s’il n’a pas
d’extension immédiate c’est-à-dire de corps le contenant strictement mais ayant le
même corps des restes et le même ensemble de valeurs absolues. On montre qu’un
corps est maximalement complet si et seulement s’il est sphériquement complet [32].

Selon les situations, nous devrons supposer que le corps K a certaines propriétés.
Malheureusement, celles-ci sont incompatibles. Par exemple, si le corps K est algébri-
quement clos, il n’est pas à valuation discrète. On peut le supposer sphériquement
complet et algébriquement clos, mais il est alors vraiment très gros ce qui entrâıne
aussi des difficultés. On arrive à contourner tous ces problèmes, mais il faudra
soigneusement préciser les hypothèses faites dans chaque théorème et éviter qu’elles
ne soient contradictoires.

Exercice 1.11. — Montrer qu’un corps à valuation discrète est sphériquement com-
plet si et seulement s’il est complet [on montrera que les suites de disques emboités
sont soit constantes soit ont une intersection réduite à un point].

Exercice 1.12. — Montrer que le corps Cp, complété de la clôture algébrique de
Qp, n’est pas sphériquement complet [en utilisant la dénombrabilité de l’ensemble des
nombres algébriques sur Q et le fait que ces nombres sont denses dans Cp, on montrera
que l’ensemble des disques de rayon r > 0 donné est dénombrable contrairement à
l’ensemble des intersections des suites de disques emboités dont le rayon tend vers r].

1.2. Espaces vectoriels topologiques. — UnK-espace vectoriel E est dit topolo-
gique s’il est muni d’une topologie pour la quelle les applications (x, y) 7→ x + y et
(λ, x) 7→ λx (respectivement de E × E et K × E dans E) sont continues.

Définitions 1.13. — Soit E un K-espace vectoriel topologique.
• Une partie V de E est dite absorbante si E =

⋃
λ∈K λV . Par exemple, tout

voisinage V de 0 dans un espace vectoriel topologique est une partie absorbante
(l’application λ 7→ λx est continue).
• Une partie B de E est dite bornée si, pour tout voisinage V de 0, il existe un nombre
λ du corps K tel que B soit contenue dans λV .
• Le dual (fort) E′ de E est le K-espace vectoriel des formes linéaires continues sur
E muni de la topologie de la convergence uniforme sur les parties bornées de E.
Autrement dit, une base de voisinages de 0 dans E′ est formée par les sous-ensembles

polaires Bo =
{
T ∈ E′ ; (∀x ∈ B) |T (x)| ≤ 1

}
des parties bornées B de E.

Dans le cadre ultramétrique, supposer le corps K localement compact (c’est-à-
dire à valuation discréte et avec un corps des restes fini) est une restriction souvent
trop contraignante. La démonstration “classique” du théorème 1.14 n’est donc pas
suffisante. Celle, plus générale, donnée ici se trouve dans [30] page 50. Le cas des
espaces normés est aussi traité dans [2] page 19 (réédition [3]) ou dans [11] page 3.

Théorème 1.14. — Le corps K étant supposé complet, tout K-espace vectoriel E
topologique séparé de dimension finie n est homéomorphe à Kn muni de la topologie
produit. En particulier, toutes les normes définies sur E sont équivalentes.
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Preuve. — On choisit une base
(
e1, . . . , en

)
de E et on montre que la bijection canon-

ique (λ1, . . . , λn) 7→
∑
λiei de Kn dans E est un homéomorphisme. Par définition

d’un espace vectoriel topologique, cette application est continue. Il reste à montrer
que son application réciproque est continue ce que l’on va faire par récurrence sur la
dimension n.

Pour n = 1, ε > 0 étant donné, il faut trouver un voisinage V de 0 dans E tel que
l’on ait |λ| < ε dès que λe1 appartient à V .
Construction de V : l’espace E étant séparé, il existe un voisinage V1 de 0 qui ne
contient pas e1. Par continuité de l’application (µ, x) 7→ µx, il existe α > 0 et un
voisinage W de 0 tels que µx appartient à V1 dès que |µ| < α et x appartient à W .
Choisissons un nombre c du corps K tel que 0 < |c| < αε et posons V = cW . C’est
un voisinage de 0 comme image réciproque de W par l’application x 7→ 1

cx.

V convient : soit λe1 dans V . Par définition de V , λ
c e1 appartient à W . Si |λ| ≥ ε,

on aurait |c| < αε ≤ α|λ| et donc e1 = c
λ

(
λ
c e1
)
appartiendrait à V1 ce qui n’est pas.

Pour n > 1, on montre que les formes linéaires ℓi :
∑
λiei 7→ λi sont continues ce

qui, d’après la définition de la topologie produit, suffit pour conclure.
Le noyau

⊕
j ̸=iKej de ℓi est un espace vectoriel de dimension n − 1. Muni de la

topologie induite, il est séparé donc homeomorphe à Kn−1 d’après l’hypothèse de
récurrence. En particulier, il est complet donc c’est un fermé de E. Il en résulte que
Kei = E/ ker(ℓi) muni de la topologie quotient est séparé. Comme c’est un espace
vectoriel de dimension 1, l’application λiei 7→ λi est continue. Mais, par définition de
la topologie quotient, l’application

∑
λjej 7→ λiei est continue. Donc l’application ℓi

est continue comme composée de deux applications continues.
Le cas des espaces normés se déduit du cas général.

Remarque 1.15. — L’hypothèse de complétude est indispensable dans le théorème

1.14. Supposons en effet le corps K non complet. Soit K̂ son complété et soit e un

élément de K̂ qui n’appartient pas à K. Le K-espace vectoriel engendré par {1, e}
dans K̂ est algébriquement isomorphe à K2. La topologie induite par celle de K̂ et
celle donnée par cet isomorphisme sont différentes : si (λn) est une suite de K qui

tend vers e dans K̂, la suite (λn− e) tend vers 0 pour la topologie de K̂ mais diverge
pour celle de K2.

Une semi-norme ultramétrique sur un K-espace vectoriel E est une application
de E dans R telle que

• pour x dans E et λ dans K : ∥λx∥ = |λ| ∥x∥,
• pour x et y dans E : ∥x+ y∥ ≤ max

(
∥x∥, ∥y∥

)
.

Une norme sur E est une semi-norme telle que ∥x∥ = 0 implique x = 0.
Deux normes ∥·∥1 et ∥·∥2 sont dites équivalentes si elles définissent la même topologie
c’est-à-dire s’il existe m > 0 et M tel que m∥x∥1 ≤ ∥x∥2 ≤M∥x∥1 pour tout x de E.

Définition 1.16. — Un K-espace localement convexe est un K-espace vectoriel
muni d’une topologie définie par une famille

{
∥ · ∥i}i∈I de semi-normes, c’est-à-dire

pour laquelle les intersections finies
{
x ∈ E ; (∀i ∈ J) ∥x∥i < ε

}
ε>0,J⊂I,J fini

forment

un système fondamental de voisinages de 0.
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Lorsque la famille de semi-normes est réduite à un élément qui est une norme, on
dit que l’espace est normé.

Un espace localement convexe est clairement un espace vectoriel topologique. Ceux
que nous aurons à considérer seront de l’un des types suivants

• espace de Banach c’est-à-dire espace normé complet,
• espace de Fréchet c’est-à-dire espace métrique complet,
• espace localement convexe séparé complet.

Pour préciser ces notions, rappelons rapidement les bases de la théorie des filtres.

Définitions 1.17. — Soit (Xi)i∈I une famille non vide de parties d’un espace
topologique E. On dit que la famille

1. est embôıtée si, pour i et j dans I, on a soit Xi ⊂ Xj soit Xj ⊂ Xi,
2. a des intersections finies non vides si, pour J partie finie de I,

⋂
i∈J Xi ̸= ∅,

3. est une base de filtre si les Xi sont non vides et si toute intersection Xi ∩ Xj

contient un élément de la famille.
4. est un filtre si c’est une base de filtre et si toute partie qui contient l’un des Xi

est elle-même dans la famille.

• Une famille embôıtée de parties non vides a des intersections finies non vides.
• Si la famille (Xi)i∈I a des intersections non vides, la famille formée par ces intersec-
tions est une base de filtre. En particulier une famille embôıtée est une base de filtre.
• Si la famille (Xi)i∈Iest une base de filtre, alors la famille formée par les parties X
de E qui contiennent l’un des Xi est un filtre.
• Par exemple l’ensemble V(x) des voisinages d’un point x de E est un filtre.

Un filtre (Xi) est dit plus fin que le filtre (Yj) si chaque Xi est l’un des Yj (cette
relation d’ordre n’est autre que l’inclusion dans l’ensemble P

(
P(E)

)
).

• Les filtres maximum pour cette relation d’ordre sont appelés ultrafiltres.
• On dit qu’un filtre converge vers x s’il est plus fin que le filtre V(x).
• On dit que le point x est adhérent à un filtre (Xi) s’il existe un filtre plus fin à la
fois que (Xi) et que V(x).
• Si l’espace est séparé les filtres V(x) sont des ultrafiltres.

Définition 1.18. — Un filtre (Xi)i∈I sur un espace localement convexe E est dit
de Cauchy si pour toute semi-norme ∥ · ∥ de la famille définissant la topologie de E et
tout ε > 0, il existe un indice i tel que ∥x− y∥ < ε pour x et y dans Xi. L’espace E
est dit complet (resp séquentiellement complet) si tout filtre de Cauchy (resp. toute
suite de Cauchy) converge.

Exemple 1.19. — Le filtre V(x) est de Cauchy car il contient les
{
y ; ∥y−x∥ < ε

}
.

Remarque 1.20. — Un espace localement convexe dont la topologie est séparée et
peut être définie par une famille dénombrable de semi-normes ∥ · ∥n est métrisable.
On peut en effet le munir de la distance d(x, y) =

∑
2−n min{1, ∥x−y∥n}. Un espace

métrique est complet si et seulement s’il est séquentiellement complet. C’est alors,
par définition un espace de Fréchet.
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Définitions 1.21. — Soit U une partie d’unK espace vectoriel (ou plus généralement
d’un OK-module) E. On dit que
• U est absolument convexe si c’est un sous-OK-module de E c’est-à-dire si, pour x
et y dans U et λ et µ dans OK , λx+ µy appartient à U ,
• U est convexe si c’est un translaté d’une partie absolument convexe c’est-à-dire si,
pour xi dans U et λi dans OK vérifiant

∑s
i=1 λi = 1, on a

∑s
i=1 λixi dans U .

Exercice 1.22. — On suppose que p > 2. Vérifier que U est convexe si, pour x et
y dans U et λ et µ dans OK tels que λ+ µ = 1, on a λx+ µy dans U .

Vérifier que les combinaisons linéaires de deux éléments ne suffisent pas assurer
la convexité dans le cas p = 2 mais que l’on peut alors se limiter à des combinaisons
linéaires de trois éléments.

Remarque 1.23. — A une partie absolument convexe et absorbante V d’un K es-
pace vectoriel E, on associe la semi-norme pV définie par

pV (x) = inf{|λ| ; λ ∈ K , x ∈ λV }.

Inversement, à une semi-norme p on peut associer les parties

V −p = {x ∈ E ; p(x) < 1} et V +
p = {x ∈ E ; p(x) ≤ 1}

qui sont absolument convexes et absorbantes. Quand le corps K est à valuation
discrète, l’application p 7→ V +

p est une bijection de l’ensemble des semi-normes à
valeurs dans |K| dans l’ensemble des parties absolument convexes et absorbantes.

Lorsque K n’est pas à valuation discrète, on a seulement V −pV
⊂ V ⊂ V +

pV
. Dans

tous les cas, on constate que la topologie de E est localement convexe si et seulement
si elle possède un système fondamental de voisinages de 0 formé de parties absolument
convexes (a priori fermées si on considère les V +, ouvertes si on considère les V − mais
en fait ouvertes et fermées dans les deux cas) ce qui justifie la terminologie.

Définition 1.24. — Un espace localement convexe E est dit tonnelé si toute partie
fermée, absolument convexe et absorbante de E est un voisinage de zéro.

Le théorème de Baire montre que tout espace de Fréchet est tonnelé.

1.3. Différentes notions de compacité. — En général, le corps K n’est pas
localement compact. La notion de compact n’est donc pas adaptée pour l’étude desK-
espaces vectoriels localement convexes. Toutefois, on a introduit plusieurs analogues
de la compacité. Dans ce paragraphe, nous définissons les trois plus importantes et
nous étudions leurs relations.

1.3.1. OK-module linéairement compact. — La première notion est définie par une
variante algébrique de la propriété de Borel-Lebesgue dans laquelle les convexes rem-
placent les fermés (mais la réunion de deux convexes n’est pas un convexe !).

Définition 1.25. — Un OK-module U est dit linéairement compact si toute famille
de parties convexes de U dont les intersections finies sont non vides a une intersection
non vide.
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Tout sous-module (resp. module quotient) d’un OK-module linéairement compact
est évidemment linéairement compact.

Proposition 1.26. — Un espace vectoriel F de dimension finie sur un corps K
sphériquement complet est linéairement compact.

Preuve. — On fait une démonstration par récurrence sur la dimension de F .
Si F est de dimension 1, les parties convexes de F sont des disques. Comme K

est ultramétrique, deux disques ayant une intersection non vide sont embôıtés. Une
famille de parties convexes de K est donc une famille embôıtée de disques. Seule une
infinité dénombrable de ces disques sont distincts et leur intersection est non vide car
le corps K est sphériquement complet.

Si F est de dimension n, on le décompose en somme directe G⊕H avec G et H de
dimension non nulle. Soit (Xi) une famille de convexe ayant des intersections finies
non vides. L’image d’un convexe par une application linéaire étant un convexe, si on
note p la projection de F sur H, la famille

(
p(Xi)

)
a des intersections finies non vides

donc, d’après l’hypothèse de récurrence, une intersection qui contient au moins un
point x. Maintenant, la famille de convexe

(
p−1(x) ∩Xi

)
est contenue dans l’espace

affine p−1(x), isomorphe à G, et a des intersections finies non vides. Elle a donc une
intersection non vide d’après l’hypothèse de récurrence. Ceci permet de conclure car⋂
Xi ⊃

⋂(
p−1(x) ∩Xi

)
̸= ∅.

Le lemme suivant n’est évidemment intéressant que pour les modules de torsion.

Lemme 1.27. — Dans un OK-module, λx = 0 et x ̸= 0 implique |λ| < 1.

Preuve. — Si |λ| = 1, λ est inversible dans OK et λx = 0 implique x = 1
λλx = 0.

On peut donner une sorte de réciproque de la proposition 1.26.

Proposition 1.28. — Un OK-module U linéairement compact contient un sous-
module M de type fini tel que, pour tout x ̸= 0 de U , OK x

⋂
M ̸= {0} (on dit

alors que U est une extension essentielle de M).

Preuve. — Supposons, a contrario, que, pour tout sous-module M de type fini de U ,
il existe un élément xM non nul de U tel que OK xM

⋂
M = {0}. On pourrait alors

construire par récurrence, une suite (xm) d’éléments non nuls de U en posant

M0 = {0} , xm = xMm avec Mm = OKx0 + · · ·+OKxm−1.

Par construction on aurait OKxm
⋂
Mm = {0} c’est-à-dire

xm ̸= 0 et
(
λi ∈ OK ;

m∑
i=0

λixi = 0
)
⇒ λmxm = 0.

Par récurrence descendante, on obtiendrait(
λi ∈ OK ;

n∑
i=0

λixi = 0
)
⇒ (∀i) λixi = 0 ⇒ (∀i) |λi| < 1.(2)

Or cette implication n’est pas toujours vraie. En effet, notons Xn le plus petit convexe
de U qui contient les xm pour m ≥ n : c’est l’ensemble des sommes

∑
m≥n λmxm
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avec λm dans OK presque tous nuls et
∑
λm = 1. La famille (Xn) est embôıtée.

L’intersection des Xn contient donc au moins un point x.
Comme x appartient à X0, on a x =

∑n
i=0 λixi avec λi dans OK et

∑n
i=0 λi = 1.

Mais comme x appartient à Xn+1, on peut aussi trouver des λi dans OK tels que

x =
∑N

i=n+1(−λi)xi (et
∑N

i=n+1(−λi) = 1). On en conclut que
∑N

i=0 λixi = 0. Mais
on a évidemment max |λi| = 1 ce qui contredit l’implication (2).

Corollaire 1.29. — Soit K un corps sphériquement complet et E un K-espace vec-
toriel. Une partie absolument convexe de E (c’est-à-dire un sous OK-module) est
linéairement compacte si et seulement si elle est contenue dans un sous-espace vecto-
riel de dimension finie.

Soit C un OK-module contenu dans un K-espace vectoriel A. Il n’est pas difficile
de prolonger une application OK-linéaire (morphisme de OK-module) de C dans un
K-espace vectoriel B (de dimension finie) en une application K-linéaire de A dans
B. La proposition suivante généralise cette situation à des modules éventuellement
de torsion.

Proposition 1.30. — Soit A et B deux OK-modules, C un sous-module de A et f
une application OK-linéaire de C dans B. On suppose que B est linéairement compact
et qu’il existe λ dans OK tel que

1. λx = 0 pour tout élément x de A,

2. pour z dans B et µ dans OK tel que |λ| < |µ| et λ
µ
z = 0, il existe y dans B tel

que µy = z (si λ = 0 on dit que B est divisible).

Alors f se prolonge (en général de manière non unique) en une application OK-

linéaire f̃ de A dans B.

Preuve. — Considérons l’ensemble des couples (Q, f̃) formés d’un sous-module Q de

A contenant C et d’une application OK-linéaire f̃ de Q dans B prolongeant f . C’est

un ensemble inductif pour la relation d’ordre “prolongement” : (Q, f̃) ≤ (R, g̃) si Q

est un sous-module de R et f̃ est la restriction de g̃ à Q. Notons (Q, f̃) un élément
maximal. Supposons qu’il existe x dans A mais pas dans Q. L’ensemble Ix des
scalaires µ de OK tels que µx appartienne à Q est un idéal de OK (éventuellement
réduit à 0.). Pour µ dans Ix, on considère l’ensemble

Dµ =
{
y ∈ B ; µy = f(µx)

}
.

On vérifie facilement que Dµ est convexe. C’est aussi une partie non vide de B :

• pour |µ| ≤ |λ|, on a µx = 0 donc f(µx) = 0 = µ 0 et 0 ∈ Dµ,

• pour |µ| > |λ|, posant z = f(µx), on a
λ

µ
z = f(λx) = 0. D’après l’ hypothèse

2, il existe y dans B tel que µy = z donc dans Dµ.

Pour |µ| ≥ |µ′|, la OK-linéarité de f montre que Dµ ⊂ Dµ′ . Donc la famille(
Dµ

)
µ∈Ix

est embôıtée. Comme B est linéairement compact, on peut choisir un

élément y dans l’intersection des Dµ. Par construction, on a µy = f(µx) dès que µx
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appartient à Q. On définit alors une application OK-linéaire g̃ de Q +OKx dans B
en posant, pour µ dans OK ,

g̃(z + µx) = f̃(z) + µy.

C’est un prolongement de f̃ ce qui contredit la maximalité de f̃ . Donc Q = A.

1.3.2. Parties c-compactes. — La proposition 1.28 et son corollaire montrent qu’un
produit infini de modules linéairement compacts n’est pas linéairement compact. Nous
devons introduire une notion plus topologique pour obtenir la stabilité par produit
quelconque. Nous nous limiterons à des OK-modules sans torsion, c’est-à-dire à des
parties absolument convexes d’un espace localement convexe.

Définition 1.31. — Une partie U d’un K-espace localement convexe E est dite c-
compacte si elle est absolument convexe et si toute famille de parties de U convexes
et fermées (pour la topologe induite), dont les intersections finies sont non vides, a
une intersection non vide.

Remarque 1.32. — Soit U une partie c-compacte d’un espace localement convexe
E, et soit V un ouvert absolument convexe de E. Alors le quotient U/V est un OK-
module linéairement compact. En effet, par construction, il est muni de la topologie
discrète. En particulier, ses parties convexes sont fermées et leurs relèvements dans
U sont des parties convexes et fermées de U .

Exercice 1.33. — Une conséquence de la remarque précédente est que V ∩U est un
ensemble fermé. Montrer directement qu’un ouvert absolument convexe est fermé.

Les définitions étant voisines, il n’est pas étonnant que les parties c-compactes
aient des propriétés analogues à celles des compacts.

Proposition 1.34. — Soit E un espace localement convexe.

1. toute partie V absolument convexe contenue et fermée dans une partie c-
compacte U de E est c-compacte.

Si E est séparé,

2. toute partie c-compacte de E est fermée,
3. toute intersection (resp. réunion finie) de parties c-compactes est c-compacte.

Preuve. — 1.– Les fermés convexes de V sont des fermés convexes de U .
2.– Soit x un point adhérent à U . La famille {V ∩U} indexée par les voisinages fermés
V de x a des intersections finies non vides. Par définition de la topologie induite, c’est
une famille de fermés. Comme U est c-compacte, elle a une intersection non vide.
L’espace localement convexe E étant séparé, l’intersection des voisinages (fermés) V
de x est réduite à {x}. Donc x appartient à U .
3.– Soit Ui une famille de parties c-compactes, donc fermées d’après 2. Leur intersec-
tion est fermée et contenue dans l’une d’entre elles, donc c-compacte d’après 1.
Soit U1, . . . , Un des parties c-compactes et soit Fi une famille de parties convexes
fermées contenues dans leur union et ayant des intersections non vides. Si, pour tout
1 ≤ j ≤ n il existait une intersection finie Gj de parties Fi telle que Uj ∩Gj = ∅, alors
F = ∩Gj aurait une intersection vide avec chacun des Uj donc serait vide, ce qui n’est
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pas. Donc il existe un indice j tel que les (fermés) Uj ∩Fi aient des intersections finies
non vides et donc une intersection non vide car Uj est c-compacte. L’intersection des
Fi n’est donc pas vide.

Définitions 1.35. — Soit (Xi)i∈I une famille non vide de parties d’un espace lo-
calement convexe E. On dit que la famille est

1. une base de filtre convexe si c’est une base de filtre et si les Xi sont convexes,
2. un filtre convexe si c’est un filtre engendré par une base de filtre convexe,
3. un filtre convexe maximal s’il n’existe pas de filtre convexe strictement plus fin.

• Si la famille de convexes (Xi)i∈I a des intersections non vides, alors la famille formée
par ces intersections est une base de filtre convexe.
• La base de filtre convexe engendrant un filtre convexe n’est pas unique.
• La famille V(x) des voisinages d’un point x est un filtre convexe.
• Un filtre convexe maximal possède un point adhérent si et seulement s’il converge.
Si l’espace E est séparé, il est alors de la forme V(x).

Proposition 1.36. —Unepartie absolument convexe Ud’unespace localement convexe
séparé est c-compacte si et seulement si tout filtre convexe maximal sur U converge.

Preuve. — Supposons que U est c-compacte. Soit (Xi)i∈I une famille de convexes
contenus dans U formant la base d’un filtre convexe maximal F . La famille (Xi)i∈I
des adhérences forme une famille de fermés convexes ayant des intersections finies non
vides. L’intersection des Xi est donc non vide et tout point de cette intersection est
un point adhérent de F . Ce filtre convexe étant maximal, il converge.

Supposons que tout filtre convexe maximal sur U converge. Soit (Xi)i∈I une
famille de convexes fermés contenus dans U ayant des intersections finies non vides.
La famille de ces intersections est la base d’un filtre convexe F . D’après le lemme de
Zorn, il existe un filtre convexe maximal plus fin que F . Ce dernier est de la forme
V(x) et xappartient à tous ses éléments. En particulier x appartient aux Xi.

Proposition 1.37. — Soient {Ei}I une famille d’espaces localement convexes et,
pour chaque indice i soit Ui une partie c-compacte de Ei. L’espace E =

∏
i∈I Ei est

localement convexe et la partie U =
∏

i∈I Ui est une partie c-compacte de E.

Preuve. — Notons pi la projection canonique E → Ei et, pour chaque indice i, choi-
sissons une famille (pi,j)j∈Ji de semi-normes sur Ei qui définissent la topologie. On
vérifie facilement que les semi-normes

(
pi,j◦pi

)
j∈Ji,i∈I

définissent la topologie produit

c’est-à-dire la moins fine rendant les projections pi continues.
Chacune des parties Ui étant absolument convexe, il en est de même de la partie U .
Soit F un filtre convexe maximal sur U . Pour chaque indice i, la famille pi(F) engen-
dre un filtre convexe maximal sur Ui. Puisque Ui est c-compacte, ce filtre converge
vers un point xi et on constate que le filtre F converge vers le point

∏
xi.

Exercice 1.38 (suites c-extraites [16]-1.3). — Soit (xn) une suite d’un K-es-
pace vectoriel E. On dit que la suite (yn) est c-extraite de la suite (xn) si, pour
tout n, yn appartient au plus petit convexe Un contenant les xi pour i ≥ n.
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1. Vérifier que yn =
∑N

i=n λi,nxi pour des λi,n dans OK tels que
∑N

i=n λi,n = 1.
En déduire qu’une suite extraite (au sens ordinaire) est c-extraite.

2. Montrer qu’une suite c-extraite d’une suite c-extraite est c-extraite.
3. On suppose que E est muni d’une topologie localement compacte et que la suite

(xn) est contenue dans une partie U c-compacte et bornée de E. Montrer qu’il
existe une suite (yn) c-extraite de la suite (xn) qui est convergente
[considérer les fermés Un].

4. On suppose que E = K et que K est sphériquement complet et on considère
une suite bornée (xn) de K. Montrer que l’ensemble des limites des suites
convergentes c-extraites de (xn) forment un disque non vide. En déduire que
“lim”xn (voir corollaire 1.45) est la limite d’une suite c-extraite de (xn).

1.3.3. Parties compactöıdes. — La notion de partie c-compacte est trés utile mais
rarement facile à vérifier. Nous introduisons la notion de partie compactöıde qui
est, en général, plus directement accessible. En fait, le théorème 1.41 dit que ces
deux notions sont très voisines. Ce résultat fondamental est apparu pour la première
fois dans [31]. D’autres démonstrations ont été proposées ([48] proposition 2.2, [39]
théorème 2.3.22,...) mais elles sont difficiles à se procurer. La démonstration que nous
en donnons reprend les idées suggérées dans [31] mais en les explicitant. Elles sont
beaucoup plus naturelles que ce qu’une première lecture peut laisser croire.

Définition 1.39. — Une partie U d’un K-espace localement convexe E est dite
compactöıde si, pour tout voisinage V de 0, il existe un OK-module de type fini G tel
que U soit contenue dans G+ V .

Lemme 1.40. — Soit E un espace localement convexe séparé et soit V un système
fondamental de voisinages de 0 dans E formé d’ouverts absolument convexes (voir
remarque 1.23). Chaque quotient E/V étant muni de la topologie discrète, on munit
le produit E =

∏
V ∈V E/V de la topologie (localement convexe) produit. L’application

f : E → E, construite à partir des projections E → E/V , est un homéomorphisme
de E avec une partie de E.

Preuve. — L’application f est linéaire par construction.
Soit x ̸= 0 dans E. L’espace E étant séparé, il existe, dans V, un voisinage V qui
ne contient pas x. Le point x a donc une image non nulle dans E/V et f(x) ̸= 0.
L’application f est injective et réalise un isomorphisme de E sur une partie de E .
Les projections E → E/V sont continues et l’application f est continue par définition
de la topologie produit. Notons pV la projection E → E/V . Pour V dans V l’ensemble
UV =

{
(x) ∈ E ; pV (x) = 0

}
est un ouvert de E . Donc f(V ) = UV ∩ f(E) est un

voisinage de 0 de f(E) pour la topologie induite. L’application f est ouverte.

Théorème 1.41. — Si le corps K est sphériquement complet, une partie U d’un K-
espace localement convexe E séparé et complet est c-compacte et bornée si et seulement
si elle est absolument convexe, compactöıde et fermée.

Preuve. — Soit U une partie de E absolument convexe, compactöıde et fermée.
La partie U est bornée : si V est un voisinage de 0, alors, par définition, il existe des
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point x1, . . . , xn de E tels que tout point de U soit de la forme x =
∑
µixi + y avec

|µi| ≤ 1 et y dans V . Comme V est absorbante, il existe, dans K, un nombre λ tel que
xi soit contenu dans λiV . On constate que U ⊂ λV pour |λ| ≥ max{1, |λ1|, . . . , |λ|n}
. Autrement dit, U est une partie bornée.
La partie U est c-compacte : Reprenons les notations du lemme 1.40. Comme E est
complet, l’image f(E) est un fermé de E (c’est le point clef de la démonstration). Mais
l’image f(U) est un fermé de f(E) donc un fermé de E . Par ailleurs, pour chaque V ,
il existe un OK-module de type fini GV tel que U ⊂ GV + V . Autrement dit, f(U)
est contenue dans

∏
V ∈V GV /V . Il résulte de la proposition 1.26 que les OK-modules

GV /V sont linéairement compacts c’est-à-dire c-compacts pour la topologie discrète.
D’après la proposition 1.37,

∏
V ∈V GV /V est c-compacte pour la topologie de E . La

partie f(U) est donc c-compacte car fermée dans une partie c-compacte (proposition
1.34-1). Il en est de même de U .

Réciproquement, soit U une partie de E c-compacte et bornée.
La partie U est fermée d’après la proposition 1.34-2.
La partie U est compactöıde : soit V un voisinage de zéro dans E. On peut supposer
que V est absolument convexe et ouvert (voir remarque 1.23).
Puisque U est c-compacte, le OK-module U/V , muni de la topologie discrète, est
linéairement compact. D’après la proposition 1.28, il existe un sous-moduleM de type
fini dont U/V est une extension essentielle. Soit x1, . . . , xn un système de générateurs
du module M , soit x1, . . . , xn des relèvements des xi dans U et soit F le K-espace
vectoriel (de dimension finie) qu’ils engendrent. Les OK- modules F/V et U/V sont
des sous-modules de E/V qui contiennent M (1).
D’après la proposition 1.26, l’espace vectoriel de dimension finie F est linéairement
compact. Il en est donc de même du OK-module F/V . Par ailleurs, ce module est
divisible : pour tout x de F/V et tout µ ̸= 0 de OK , il existe y dans F/V tel que
µy = x. On peut donc appliquer la proposition 1.30 avec A = U/V , B = F/V ,
C = M et f l’application identité. On en déduit qu’il existe un homomorphisme
de U/V dans F/V qui est l’identité sur M . Le noyau de f est un sous-OK-module
de U/V dont l’intersection avec M est réduite à 0. Comme U/V est une extension
essentielle de M (proposition 1.30), ce noyau est réduit à 0 et f est une injection.
Comme U est une partie bornée, il existe λ dans OK tel que λU soit contenu dans V .
On a alors λx = 0 pour tout x dans U/V et donc λy = 0 pour tout y dans f(U/V )
et en particulier λxi = 0.
Notons W le OK-module engendré par les yi = λ−1xi et considérons les OK-modules
A =W/V ⊂ F/V , B =

(
λ−2U

)
/(V ∩U) ⊃ U/V (2), C = f(U/V ) et l’application f−1

de C dans U/V ⊂ B. Comme U est c-compacte, il en est de même de λ−2U et donc
B est linéairement compact. Pour x dansW/V , on a, par construction, λx dansM et

λ2x = 0. Soit maintenant µ dans OK , tel que |λ2| < |µ|, et z dans B tel que
λ2

µ
z = 0.

(1)Dans la terminologie de [31] F/V est une “enveloppe injective” de M .
(2)U et V sont des parties absolument convexes donc U ∩ V est un OK -module.
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Si nous choisissons un relèvement z de z dans λ−2U , cela signifie que
λ2

µ
z appartient

à V ∩ U donc, en particulier, à U . Alors y =
1

µ
z appartient à λ−2U et µy = z.

On peut donc appliquer la proposition 1.30 et on obtient une application g de W/V
dans

(
λ−2U

)
/(V ∩U) dont la restriction à f(U/V ) est f−1. On constate, maintenant,

d’une part que U/V est contenu dans l’image g(W/V ) et d’autre part que le module
g(W/V ) est de type fini car engendré par les g(yi). Autrement dit, le module U est
contenu dans G+V où G est le OK-module de type fini engendré par des relèvements
des g(yi).

Remarque 1.42. — Un sous-OK-module de type fini d’un espace localement con-
vexe E est évidemment contenu dans un sous-K-espace vectoriel de dimension finie et
il est facile de voir que c’est une partie bornée. Inversement, une partie bornée d’un
K-espace vectoriel de dimension finie, disons de base {e1, . . . , en}, est contenue dans
le OK-module engendré par les λei pour λ assez grand. Toutefois, lorsque le corps
K n’est pas de valuation discrète, il existe des OK-modules contenus et bornés dans
un espace vectoriel de dimension finie qui ne sont pas de type fini. La boule unité
“ouverte” de K en est un exemple et c’est essentiellement le seul : on peut montrer
que tout OK-module contenu et borné dans un espace vectoriel de dimension finie est
une somme finie de OK-modules de rang un (qui sont donc isomorphes à un disque
“ouvert” ou “fermé” de K). On ne sait pas si on peut choisir ces modules en somme
directe.

Exercice 1.43. — On suppose le corps K sphériquement complet, on note E le
K espace vectoriel des suites de K qui tendent vers 0. On munit E de la norme
∥u∥ = supi∈N |ui| et on note E0 le sous espace vectoriel des suites n’ayant qu’un
nombre fini de termes non nuls. Pour chaque n ≥ 0, on considère les parties

D =
{
u = (u0, u1, . . .) ∈ E ; |ui| ≤ |p|i pour 0 ≤ i

}
.

Dn =
{
u = (u0, u1, . . .) ∈ E0 ; ui = pi pour 0 ≤ i < n

}
.

1. Montrer que D est une partie absolument convexe, bornée, compactöıde (utiliser
la base de voisinage Vε =

{
u ; ∥u∥ < ε

}
) et fermée.

2. Montrer que les Dn ∩ D sont des parties convexes de D formant une famille
embôıtée dont l’intersection est vide.

3. En déduire que D est c-compacte mais pas linéairement compacte.

1.4. Limites banachiques. — La plupart des résultats de la théorie des espaces
vectoriels topologiques “classique”, c’est-à-dire sur R ou C, restent valides dans le
cas ultramétrique. C’est le cas pour le théorème de Baire, déjà rencontré, et ses
conséquences : théorème de la borne uniforme, de l’application ouverte et de l’inverse
continu. Il y a cependant une exception importante : le théorème de Hahn-Banach
n’est vrai que si le corps K est sphériquement complet. C’est l’une des raisons qui
imposent de travailler avec un corps sphériquement complet.
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Théorème 1.44 (Hahn-Banach). — Soit K un corps sphériquement complet, soit
V un K-espace de Banach et soit U un sous-espace vectoriel de V . Toute forme
linéaire f définie et continue sur U se prolonge en une forme linéaire f̃ définie et
continue sur V telle que ∥f̃∥ ≤ ∥f∥.

Preuve. — La démonstration se fait par récurrence transfinie comme dans le cas
classique. La difficulté est de prolonger la forme linéaire f à un élément x de V − U .
Pour cela, il est nécessaire (et suffisant) de trouver un élément f̃(x) dans K tel que :

|f̃(x− y)| déf= |f̃(x)− f(y)| ≤ ∥f∥ ∥x− y∥

pour tout élément y de U . Posons

Dy = D
(
f(y), ∥f∥ ∥x− y∥+

)
=
{
X ∈ K ; |X − f(y)| ≤ ∥f∥ ∥x− y∥

}
,

on cherche un élément f̃(x) qui appartiennent à l’intersection
⋂

y∈U Dy. Il faut donc
montrer que cette intersection est non vide.

Soit y et z deux éléments de U et supposons que ∥x− z∥ ≤ ∥x− y∥. Alors

|f(z)− f(y)| ≤ ∥f∥ ∥z − y∥ ≤ ∥f∥ max
(
∥z − x∥, ∥x− y∥

)
= ∥f∥ ∥x− y∥

et f(z) appartientà Dy. Donc Dz ⊂ Dy. La famille
{
Dy

}
y∈U est emboitée. Comme le

corps K est sphériquement complet, elle a une intersection non vide [si on choisit une
suite yn dans U telle que la suite ∥x−y∥n soit décroissante et tende vers infy∈U ∥x−y∥,
alors on constate que

⋂
y∈U Dy =

⋂
nDyn

].

Une conséquence du théorème de Hahn-Banach nous sera particulièrement utile.

Corollaire 1.45 ([47]). — A toute suite bornée
(
un
)
d’un corps K sphériquement

complet, on peut associer une limite banachique,, notée “lim”un ou “lim”
n→∞

un s’il peut

y avoir confusion, qui a les propriétés suivantes :

1. si la suite
(
un
)
est convergente alors “lim”un = limun,

2. si les suites
(
un
)
et
(
vn
)
sont bornées et si λ est dans K, alors

“lim”(λun + vn) = λ “lim”un + “lim” vn,
3. si la suite

(
un
)
est bornée, alors | “lim”un| ≤ lim sup |un|.

Preuve. — Le K-espace vectoriel des suites bornées de K est un espace de Banach
si on le munit de la norme ∥

(
un
)
∥ = sup |un|. L’application linéaire lim, définie

sur le sous-espace vectoriel des suites convergentes, est continue et de norme 1. On
peut appliquer le théorème de Hahn Banach pour la prolonger. La propriété 1) est
vraie par construction. La propriété 2) exprime la linéarité du prolongement. A
priori le fait que l’application prolongée soit de norme 1 se traduit par la propriété
| “lim”un| ≤ sup |un|. Considérons les suites bornées vN définies par vN,n = un pour
n < N et vN,n = 0 pour n ≥ N . On trouve “lim”

n→∞
vN,n = limn→∞ vN,n = 0 d’où

| “lim”un| = | “lim”(un − vN,n)| ≤ supN≤n |un|. Comme cette majoration a lieu pour
tout entier N , la propriété 3) est démontrée.
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Remarque 1.46. — La limite banachique n’est pas unique. Elle n’est en fait unique
que pour les suites convergentes. Nous allons cependant faire le choix d’un prolonge-
ment qui sera fixé une fois pour toutes.

2. Fonctions analytiques dans une couronne

2.1. Polygone de Newton et polygone de valuation. — Nous allons travailler
avec les intervalles I contenus strictement dans [0,∞]. Nous les munirons de la topolo-
gie induite. En particulier I sera dit fermé s’il est de la forme [α, β]. Pour les propriétés
qui vont nous occuper, les intervalles ouverts (de la forme ]α, β[, [0, β[ ou ]α,∞]) et
semi-ouverts ([α, β[, ]α, β]) se comportent de la même manière. Nous dirons donc
parfois abusivement “ouvert” pour “non fermé” .

A tout intervalle I contenu dans [0,∞], on associe la couronne

C(I) = {x ; |x| ∈ I}.

Plus précisément, C(I) est le sous-espace analytique de la droite projective surK dont
les points à valeur dans un surcorps valué Ω de K sont les nombres x de Ω∪{∞} tels
que |x| appartienne à I. On notera CΩ(I) = {x ∈ Ω ; |x| ∈ I} l’ensemble des points
de C(I) à valeur dans Ω. Les points de CKalg(I) seront appelés points géométriques
de C(I).

Puisque le corps K est complet, il résultera du corollaire 2.22 que tout conjugué
xσ sur K du point géométrique x de C(I) vérifie |xσ| = |x| et est donc aussi un point
géométrique de la couronne C(I). L’ensemble des points fermés de C(I) est l’ensemble
des points géométriques de C(I) à conjugaison près. A un point fermé de C(I) est
donc associé, de manière unique, le polynôme unitaire irréductible de K[x] dont les
racines sont les points géométriques qu’il contient. Plus précisément, le lemme 2.14
montre qu’il y a bijection entre les points fermés de C(I) et les polynômes de K[x]
qui sont irréductibles, unitaires et ρ-extrémaux avec ρ dans I.

Les anneaux de fonctions analytiques dans un disque ou une couronne sont fonda-
mentaux dans ce livre. Nous commençons par donner celles qui correspondent à un
disque ou une couronne centrée en 0. Le cas des disques non centrés en 0 sera abordé
dans le paragraphe 3.3

Définition 2.1. — Soit I un intervalle contenu dans [0,∞], on note A(I) l’ensemble
des fonctions analytiques à coefficients dans K qui convergent dans la couronne C(I)

A(I) =
{∑

s∈Z
as x

s ; as ∈ K, (∀ρ ∈ I) lim
s→±∞

|as|ρs = 0
}
.

Lorsque 0 appartient à I, la couronne est un disque et on a

A
(
[0, ρ]

)
=
{ ∞∑

s=0

as x
s ; as ∈ K, lim

s→∞
|as|ρs = 0

}
A
(
[0, ρ[

)
=
{ ∞∑

s=0

as x
s ; as ∈ K, (∀r < ρ) lim

s→∞
|as|rs = 0

}
.
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Nous laissons au lecteur le soin d’écrire les définitions correspondantes dans le cas où
∞ appartient à I. Remarquons juste que f appartient à A

(
(ρ,∞]

)
si et seulement si

f(1/x) appartient à A
(
[0, 1/ρ)

)
.

En fonction du contexte, nous utiliserons des notations plus précises ou simplifiées.

Notations 2.2. —

1. S’il y a besoin de préciser le corps K, on écrira AK(I) au lieu de A(I),
2. on écrira A([ρ]) pour A([ρ, ρ]),
3. on écrira parfois A pour A([0, 1[),

Si la fonction
∑

s∈Z as x
s appartient àA(I) et si ρ appartient à l’intervalle I∩]0,∞[,

par définition on a lims→±∞ |as|ρs = 0 et l’application s 7→ |as|ρs est bornée. Plus
précisément elle est identiquement nulle ou bien a un maximum qu’elle atteint en un
nombre fini d’indices s. Ceci justife les définitions suivantes.

Définitions 2.3. — Soit ρ un nombre de I∩]0,∞[

1. On définit la ρ-norme de Gauss sur l’anneau A(I) par :∣∣∣∑
s∈Z

as x
s
∣∣∣
ρ
= max

s∈Z
|as| ρs.

2. Si f(x) =
∑

s∈Z asx
s est une fonction non nulle de A(I) on notera nρ(f) (resp.

Nρ(f)) le plus petit (resp. le plus grand) entier s rendant le nombre |as|ρs
maximum (c’est à dire égal à |f |ρ). En particulier on a nρ(f) ≤ Nρ(f).

Contrairement à son nom, la ρ-norme de Gauss est en fait une valeur absolue.

Lemme 2.4. — Soit f et g deux fonctions non nulles de A(I). On a

|fg|ρ = |f |ρ|g|ρ , Nρ(fg) = Nρ(f) +Nρ(g) et nρ(fg) = nρ(f) + nρ(g).

Preuve. — Posons f =
∑
asx

s, g =
∑
bsx

s et fg =
∑
csx

s. On constate que

|fg|ρ = max
s∈Z
|cs| ρs ≤ max

i,j∈Z
|aibj |ρi+j = |f |ρ|g|ρ.

Maintenant, par définition, pour i (resp. j), on a

|ai|ρi ≤ aNρ(f)ρ
Nρ(f) = |f |ρ (resp. |bj |ρj ≤ bNρ(g)ρ

Nρ(g) = |g|ρ ),

et, pour i > Nρ(f) (resp. j > Nρ(g)), on a

|ai|ρi < aNρ(f)ρ
Nρ(f) (resp. |bj |ρj < bNρ(g)ρ

Nρ(g)),

si bien que, dans la somme

|cNρ(f)+Nρ(g)| =
∣∣∣ ∑
i+j=Nρ(f)+Nρ(g)

aibj

∣∣∣ ≤ ρ−Nρ(f)−Nρ(g) max
i+j=Nρ(f)+Nρ(g)

|ai|ρi|bj |ρj

le terme aNρ(f)bNρ(g) a une valeur absolue strictement supérieure à celle des autres
termes. On en déduit que

|fg|ρ ≥ |cNρ(f)+Nρ(g)|ρ
Nρ(f)+Nρ(g) = |aNρ(f)bNρ(g)|ρ

Nρ(f)+Nρ(g) = |f |ρ|g|ρ.
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En particulier, on a |fg|ρ = |cNρ(f)+Nρ(g)|ρNρ(f)+Nρ(g).
Pour s > Nρ(f) + Nρ(g), un calcul analogue montre que |cs|ρs < |f |ρ|g|ρ. Donc
Nρ(fg) = Nρ(f) +Nρ(g).

On montrerait de même que |fg|ρ = |cnρ(f)+nρ(g)|ρnρ(f)+nρ(g) et que, pour s < nρ(f)+
nρ(g)), on a |cs|ρs < |f |ρ|g|ρ ce qui achève la démonstration du lemme.

Définition 2.5. — On note F(I) le corps des quotients de l’anneau A(I). Ses
éléments sont appelés fonctions méromorphes dans la couronne C(I).

Corollaire 2.6. — La ρ-norme de Gauss est une valeur absolue ultramétrique sur
l’anneau A(I) et se prolonge en une valeur absolue du corps F(I).

Preuve. — On vient de voir que |fg|ρ = |f |ρ|g|ρ. Il suffit donc de vérifier que |f |ρ = 0
implique f = 0 et que |f + g|ρ ≤ max(|f |ρ, |g|ρ) ce qui est immédiat.

La formule |f/g|ρ = |f |ρ/|g|ρ permet maintenant de prolonger la ρ-norme de Gauss
au corps F(I).

Définition 2.7. — On dit qu’une fonction f a logarithmiquement une propriété sur
l’intervalle I de R+ si la fonction g(x) = log(f(ex)) a cette propriété sur l’intervalle
log(I). Remarquons que, dans ces conditions, le graphe de g est le graphe de f en
coordonnées logarithmiques.

Exercice 2.8. — Soit f =
∑

s∈Z as x
s une fonction de A(I). Pour chaque entier s

on pose Is = {ρ ∈ I ; |f |ρ = |as| ρs}.
1. Montrer que I =

⋃
Is et que Is est un intervalle (éventuellement vide) fermé

dans I.
2. Montrer que la fonction ρ 7→ |f |ρ est logarithmiquement affine par morceaux,

logarithmiquement de pente entière sur chaque morceau, et logarithmiquement
convexe sur I.

Définition 2.9. — Soit f =
∑

s∈Z as x
s une fonction de A(I). On appelle polygone

de Newton de la fonction f l’enveloppe convexe de l’ensemble des points (s,− log(|as|))
auxquels on ajoute éventuellement le point (0,∞).

On vérifie facilement que l’ordonnée du point d’intersection de la droite de pente
log(ρ) s’appuyant sur le polygone de Newton de la fonction f a une ordnonnée égale
à − log(|f |ρ) = mins∈Z{− log(|as|)− s log(ρ)}.

Définition 2.10. — Soit f =
∑

s∈Z as x
s une fonction de A(I). On appelle polygone

de valuation de la fonction f le graphe, en coordonnées logarithmiques, de la fonction
ρ 7→ |f |ρ .

Exemple 2.11. — On considère la fonction log(1 + x) = x − 1
2x

2 + 1
3x

3 · · · et on
prend p = 3. On obtient les graphes des figures 1 et 2.

On remarquera que chaque coté fini du polygone de valuation (figure 2) a une hauteur
égale à 1, en effet, le coté infini a une pente égale à 1 et le n-ème coté fini a une pente

égale à pn et se projette sur l’intervalle
] −1
pn−1(p− 1)

,
−1

pn(p− 1)

[
.
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Figure 1. Polygone de Newton de la fonction log(1 + x).
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Figure 2. Polygone de valuation de la fonction log(1 + x).

Lemme 2.12. — Soit P =
∑d

i=0 aix
i un polynôme de K[x]tel que a0 ad ̸= 0. Les

valeurs absolues des racines de P appartiennent à l’intervalle [α, β] si et seulement si
|ai| ≤ min

{∣∣a0|α−i, |ad|βd−i} pour 0 ≤ i ≤ d (resp. |ai| ≤ |ad|βd−i si α = 0).

Preuve. — Supposons que |ai| ≤ min
{∣∣a0|α−i, |ad|βd−i} pour 0 ≤ i ≤ d et soit ζ un

nombre de la clôture algébrique Kalg.

• Si α > 0 et |ζ| < α, alors |aiζi| < |a0| pour i > 0 et |P (ζ)| = |a0| ≠ 0
• Si |ζ| > β > 0, alors |aiζi| < |adζd| pour i < d et |P (ζ)| = |adζd| ≠ 0.

Donc les racines de P ont des valeurs absolues comprises dans l’intervalle [α, β].
Inversement, si les racines {ζ1 . . . ζd} de P (avec répétition des racines multiples)

ont des valeurs absolues dans l’intervalle [α, β], on trouve |a0| = |ad|
∏

j |ζj | et

• |ai| = |ad|
∣∣∣∑j1<···<jd−i

∏d−i
k=1 ζjk

∣∣∣ ≤ |ad|βd−i,

• |ai| = |a0|
∣∣∣∑j1<···<jd−i

∏
j ̸=jk

ζ−1j

∣∣∣ ≤ |a0|α−i.
Définition 2.13. — Un polynôme P de K[x] tel que nρ(P ) = 0 et Nρ(P ) = deg(P )
est dit ρ-extrémal . Autrement dit, le polynôme P est ρ-extrémal si, et seulement
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si son poygone de Newton a un seul coté (non vertical) et si ce coté est de pente
(logarithmique) lnp(ρ).

Lemme 2.14. — Un polynôme P de K[x] est ρ-extrémal si et seulement si toutes
ses racines (dans le corps Kalg) sont de valeur absolue ρ.

Preuve. — C’est une traduction immédiate du lemme 2.12 dans le cas α = β = ρ.

Lemme 2.15 (division par un polynôme). — Soit f une fonction de A(I) et
soit P un polynôme non constant de K[x] dont toutes les racines ont une valeur
absolue contenue dans I. Il existe, de manière unique, une fonction g de A(I) et un
polynôme R de K[x] tels que : f = g P +R et deg(R) < deg(P ).
Si les racines de P ont une valeur absolue contenue dans l’intervalle [α, β] ⊂ I avec
α ≤ β, on a, |R|α ≤ |R|β ≤ max

{
|f |α, |f |β

}
. En particulier, si P est ρ-extrémal, on

a α ≤ ρ ≤ β, |R|ρ ≤ |f |ρ et |g|ρ ≤ |f |ρ|P |−1ρ .

Preuve. — Pour l’unicité, on remarque que la relation gP + R = 0 impose au
polynôme R d’avoir au moins deg(P ) racines (distinctes ou confondues) parmi les
points géométriques de la couronne C(I) ce qui est impossible pour un polynôme non
nul de degré strictement inférieur à deg(P ).

Pour montrer l’existence, on fait une division suivant les puissances croissantes
pour les indices positifs et une division suivant les puissances décroissantes pour les
indices négatifs L’une des deux opérations est sans objet si 0 ou ∞ appartient à I et
nous laissons au lecteur le soin d’adapter la suite de la démonstration à ces deux cas.

Plus précisément, posons P =
∑d

i=0 aix
i et notons α (resp. β) la plus petite (resp.

plus grande) des valeurs absolues des racines du polynôme P . D’après le lemme 2.12,
on a |ai| ≤ min

{∣∣a0|α−i, |ad|βd−i} pour 0 ≤ i ≤ d et il vient :

pour s ≤ 0 xs =
xs

a0
P (x)−

d∑
i=1

ai
a0
xi+s avec

∣∣∣− d∑
i=1

ai
a0
xi+s

∣∣∣
α
≤ αs = |xs|α

pour s ≥ d xs =
xs−d

ad
P (x)−

d−1∑
i=0

ai
ad
xi−d+s avec

∣∣∣− d−1∑
i=0

aix
i

adxd
xs
∣∣∣
β
≤ βs = |xs|β

ce qui montre le résultat, par récurrence, pour f = xs. Le cas général s’obtient en
décomposant f en somme de monômes car, par hypothèse, α et β appartiennent à I.

On a |R|α ≤ |f |α (resp. |R|β ≤ |f |β) si f =
∑

s<0 asx
s (resp. f =

∑
s≥d asx

s). Le

résultat annoncé s’en déduit si on remarque que |R|α ≤ |R|β . Le cas d’un polynôme
ρ-extrémal est celui où α = β = ρ.

2.2. Un lemme de Hensel général. — Le lemme de Hensel “classique” (corollaire
2.19) donne des conditions pour qu’une racine approchée d’un polynôme à coefficients
dans un corps valué K se relève en une racine exacte. En élargissant très légérement
ce point de vue, on voit qu’il s’agit en fait de relever une factorisation approchée
dans l’anneau K[X] en une factorisation exacte (corollaire 2.18). En remplaçant les
polynômes par des séries entières, on obtient un lemme de Hensel qui s’apparente au
théorème de préparation de Weierstass (proposition 2.24). Ces résultats restent vrais
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dans le cas (non commutatif) des polynômes différentiels lorsque la dérivation n’est
pas trop grosse (propositions 7.12 et 7.13). Le lecteur attentif constatera que ce cas
correspond à celui du “petit rayon de convergence” du corollaire 8.7 dans lequel le
rayon de convergence générique des solutions se lit directement sur les coefficients du
polynôme différentiel.

Toutes ces variantes vont se déduire d’un “lemme de Hensel général”. Il restera,
dans chacun des cas particuliers, à vérifier que les hypothèses sont bien satisfaites ce
qui, pour l’essentiel, sera un problème de division euclidienne.

On trouvera dans la littérature des formes encore plus générales du lemme de
Hensel ([40] par exemple). Dans tous les cas, la démonstration repose sur un théorème
du point fixe. Le lemme de Hensel classique lui-même est une variante de la méthode
de Newton, c’est-à-dire un théoréme du point fixe (dans un cas où cet algorithme est
particulièrement performant).

Proposition 2.16. — Soit U , V et W trois sous-groupes additifs d’un anneau A
valué (c’est-à-dire muni d’une valeur absolue ultramétrique) et soient a,b et c trois
éléments de A. On suppose que :

1. U et V sont complets pour la topologie induite de celle de A,
2. U V ⊂W ,
3. a b− c ∈W ,
4. |a b− c| < |c|,
5. l’application ℓ : U × V →W , définie par ℓ(u, v) = a v + u b, est une bijection,
6. |ℓ(u, v)| = max(|a v|, |b u|) pour tout (u, v) ∈ U × V .

Alors il existe un unique (x, y) de U×V tel que |x| < |a|, |y| < |b| et c = (a−x)(b−y).

Preuve. — On cherche (x, y) tel que c − ab − xy = −ay − xb = −ℓ(x, y). Comme ℓ
est une bijection, cela est équivalent à : (x, y) = ℓ−1(ab− c+xy) que l’on va résoudre
par une méthode de point fixe.

On munit l’ensemble U × V de la norme ∥(u, v)∥ = max(|a v|, |b u|) = |ℓ(u, v)| de
telle sorte que ℓ soit une isométrie. On considère l’application f : U × V → U × V
définie par (u, v) = ℓ−1(ab− c+ uv). Si ∥(u, v)∥ ≤ |ab− c| < |c| = |a||b|, on a :

|uv| ≤ |ab− c|
|b|

|ab− c|
|a|

< |ab− c|

et par suite ∥f(u, v)∥ = |ℓ(f(u, v))| = |ab − c + uv| = |ab − c|. Par ailleurs, si
∥(u, v)∥ ≤ |ab− c| et ∥(s, t)∥ ≤ |ab− c|, comme l’application ℓ est additive, on trouve

∥f(u, v)− f(s, t)∥ = |ℓ(f(u, v))− ℓ(f(s, t))| = |uv − st|
≤ max(|u||v − t|, |u− s||t|)

≤ max

[
|ab− c|
|b|

∥(u, v)− (s, t)∥
|a|

,
∥(u, v)− (s, t)∥

|b|
|ab− c|
|a|

]
≤ ∥(u, v)− (s, t)∥ |ab− c|

|c|
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Autrement dit l’application ℓ est une contraction de la boule ∥(u, v)∥ ≤ |ab − c| de
l’ensemble complet U × V . Son unique point fixe (x, y) vérifie :

ab− c+ xy = ℓ(x, y) = ay + bx

c’est à dire c = (a− x)(b− y).

2.3. Lemme de Hensel pour les polynômes. — Le lemme de Hensel général
permet de retrouver facilement le lemme de Hensel “classique”. Il donne une condi-
tion pour qu’une factorisation dans l’anneau k[x] se relève en une factorisation dans
l’anneau K[x]. Les résultats de ce paragraphe seront très peu utilisés dans ce cours.

Si a est un élément du corps K tel que |a| ≤ 1, on note a son image dans le corps
des restes k et si P =

∑
aix

i est un polynôme de K[x] tel que |P |1 ≤ 1, on note
P =

∑
aix

i son image dans l’anneau k[x]. Précisons l’anneau quotient

k[x]ρ = {P ∈ K[X] ; |P |ρ ≤ 1}/{P ∈ K[X] ; |P |ρ < 1}

• Lorsque ρ appartient au groupe |K∗| des valeurs absolues du corps K, en choisissant
un élément α de K tel que |α| = ρ et en posant Pα(x) = P (αx), on constate que
|P |ρ = |Pα|1. Il en résulte que l’anneau quotient k[x]ρ est alors isomorphe, via
l’identification X = αx à k[X]1 = k[x].

• Lorsque ρ appartient au groupe
√
|K∗| des valeurs absolues du corps Kalg, en

choisissant un entier d > 0 minimum tel que ρd appartienne à |K∗| et en choisissant
un élément α de K tel que |α| = ρd, on constate que l’anneau quotient k[x]ρ est
isomorphe à k[X] via l’identification X = αxd.

• Finalement, lorsque ρ n’appartient pas au groupe
√
|K∗|, on constate que l’anneau

quotient k[x]ρ est isomorphe à k car, pour s > 0, l’inégalité |a| ≤ ρ−s implique
|a| < ρ−s et donc les termes de degré non nul s’annulent par passage au quotient.

Si P est un polynôme de K[x] tel que |P |ρ ≤ 1, on note P
ρ
l’image de P dans k[x]ρ.

Proposition 2.17. — Soit K un corps ultramétrique complet, ρ > 0 et P un
polynôme de K[x] tel que |P |ρ ≤ 1. S’il existe deux polynômes q et r de k[x]ρ,

premiers entre eux, tels que q r = P
ρ
, alors il existe deux polynômes Q et R de K[x]

tels que P = QR, q = Q
ρ
, r = R

ρ
et deg(Q) = deg(q).

Preuve. — Munissons l’anneau K[x] de la valeur absolue | · |ρ et posons

• U = {u ∈ K[x] ; deg(u) < deg(q)} ,
• V = {v ∈ K[x] ; deg(v) ≤ deg(P )− deg(q)},
• W = {u ∈ K[x] ; deg(u) < deg(P )}
• c=P et a (resp. b) un relèvement de q (resp. r) tels que deg(a b− c) < deg(P )

Les hypothèses 1 à 4 de la proposition 2.16 sont évidentes.
Soit u dans U et v dans V . Quitte à les multiplier par une même constante, on
peut supposer que max(|u|, |v|) = 1. On note alors u et v leur image (coefficient par
coefficient) dans l’anneau k[x]. Les polynômes q et r étant premiers entre eux, si on
avait q v + r u = 0 le polynôme q diviserait u. Mais comme deg(u) ≤ deg u < deg(q)
on aurait u = 0, et donc aussi v = 0) car r n’est pas nul, ce qui contredit l’hypotèse
max(|u|, |v|) = 1 . Donc |a v + b u| = max(|u|, |v|) et l’hypothèse 2.16-6 est vérifiée.



28 GILLES CHRISTOL

Maintenant, on constate que l’application ℓ de la proposition 2.16 est une injection.
Comme dimK U +dimK V = dimK W, c’est en fait une bijection et l’hypothèse 2.16-6
est vérifiée.
La proposition 2.16, ayant toutes ses hypothèses satisfaites, permet de conclure.

Dans le cas de la 1-norme de Gauss, on obtient le résultat suivant.

Corollaire 2.18. — Soit K un corps ultramétrique complet et P =
∑
ai x

i un
polynôme de K[x] tel que |ai| ≤ 1. S’il existe deux polynômes q et r de k[x], pre-
miers entre eux, tels que q r =

∑
ai x

i, alors il existe deux polynômes Q =
∑
bi x

iet
R =

∑
ci x

i de K[x] tels que P = QR, q =
∑
bi x

i, r =
∑
ci x

i et deg(Q) = deg(q).

Corollaire 2.19 (lemme de Hensel classique). — Soit K un corps ultramétrique
complet, de corps des restes k, et soit P =

∑
ai x

i un polynôme de K[x] tel que
max |ai| = 1. Si le polynôme P =

∑
ai x

i (image de P dans l’anneau k[x]) a une
racine simple α dans le corps k, alors le polynôme P a, dans le corps K, une racine
(simple) α qui relève α.

Preuve. — On applique le corollaire 2.18 à la décomposition P = (x− α) r(x).

2.4. Fonctions analytiques dans une couronne fermée. — Dans ce para-
graphe, J = [α, β] est un intervalle fermé contenu strictement dans [0,∞] (3). On mu-
nit l’anneau A(J) de la topologie définie par la famille de valeurs absolues

{
| · |ρ

}
ρ∈J .

La fonction ρ 7→ | · |ρ étant logarithmiquement convexe (voir exercice 2.8.2), cette
topologie est aussi définie par la norme

(3) ∥ · ∥C(J)
déf
= max

ρ∈J
| · |ρ = max(| · |α, | · |β)

Il est facile de voir que l’anneau A(J) est le complété, pour la norme ∥ · ∥C(J), de
l’anneau K[x, x−1] (resp. K[x] si α = 0, et K[x−1] si β =∞).

Par exemple, pour ρ > 0, l’anneau A([0, ρ]) est le complété de l’anneau K[x] pour
la valeur absolue | · |ρ et l’anneau A([ρ]) est le complété de l’anneau K[x, x−1] (et
donc aussi des anneaux A(I) pour ρ dans I) pour la valeur absolue | · |ρ.

Remarque 2.20. — La couronne fermée C(J) est un ensemble affinöıde connexe
particulier. On désigne ainsi, avec nos notations, les complémentaires dans la droite
projective, C

(
[0,∞]

)
d’un nombre fini de disques “ouverts”D(ai, ri). Les résultats que

nous allons montrer pour la couronne C(J) se généralisent aux ensembles affinöıdes
connexes sans difficulté mais au prix d’un alourdissement des notations.

Lemme 2.21. — Soit ρ un nombre de l’intervalle ]0,∞[ et soit f une fonction ana-
lytique de A

(
[ρ]
)
. Il existe un polynôme P ρ-extremal de K[x], un entier n et une

fonction g de A
(
[ρ]
)
tels que f = xnP (1 + g), |g|ρ < 1 et deg(P ) = Nρ(f)− nρ(f).

(3)Le cas de A([0,∞]) = K n’est pas très difficile à étudier !
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Preuve. — Si nρ(f) = Nρ(f) = n, on a f(x) = anx
n + h avec |h|ρ < |f |ρ. On en

déduit que f est inversible dans l’anneau complet A([ρ]). La proposition est alors
vérfiée avec P = an et g = x−nh/an.

Supposons maintenant que Nρ(f) = nρ(f) + d avec d > 0. Posons n
déf
= nρ(f) et

appliquons la proposition 2.16 avec A = A
(
[ρ]
)
muni de la valeur absolue | · |ρ,

U = {u ∈ K[x] ; deg(u) < d} , V =W = A
(
[ρ]
)
, a =

d∑
i=0

an+i x
i , b = xn, c = f.

Par construction, on a nρ(a) = 0, Nρ(a) = d et nρ(b) = Nρ(b) = n. Pour u dans U et
v dans V , le lemme 2.4 donne :

Nρ(av)− nρ(av) = Nρ(v)− nρ(v) + d ≥ d > Nρ(u)− nρ(v) = Nρ(bv)− nρ(bv).

On constate que les termes donnant la valeur de la norme de Gauss dans les deux pro-
duits av et bu ne peuvent être tous les mêmes et qu’il ne peut y avoir de compensation
totale quand on fait leur somme. Il en résulte que |au+ bv|ρ = max(|au|ρ, |bv|ρ). En
particulier, l’application ℓ(u, v) = a v + b u est une injection de U × V dans W .

Montrons maintenant que l’application ℓ est surjective. Les K-espaces vectoriels
U × V et W n’étant pas de dimension finie, nous devons travailler un peu plus que
dans le cas des polynômes.
En appliquant le lemme 2.15 à la fonction x−nw et au polynôme a, on obtient une
décomposition x−n w = a v + u avec u dans U et v dans V . Autrement dit, on a
w = a (xnv) + u b avec u dans U et xnv dans V . Les hypothèses du lemme de Hensel

général 2.16 sont vérifiées. Celui-ci montre qu’il existe un (unique) couple (u, h) formé
d’un polynôme u, de degré d− 1, et d’une fonction analytique h, de A

(
[ρ]
)
, vérifiant

f = (a− u) (xn − h) , |u|ρ < |a|ρ , |h|ρ < |xn|ρ = ρn(4)

Le lemme est démontré avec g = x−nh et P = a− u =
∑d

i=0 λi x
i : comme

|λ0| = |an − u(0)| = |an| = |an+d| ρd = |λd| ρd = |f |ρρ−n

|λi| ρi ≤ max
{
|ai|ρi, |u|ρ

}
≤ |f |ρρ−n (1 ≤ i < d).

le polynôme P est en effet ρ-extrémal.

Dans le cas particulier des polynômes, on obtient le corollaire suivant.

Corollaire 2.22. — Si P =
∑d

i=0 aix
i est un polynôme irréductible de K[x], alors

toutes ses racines ont la même valeur absolue ρ = |a0/ad|d et il est ρ-extrémal.

Lemme 2.23. — Soit J un intervalle fermé, ρ un nombre de J∩]0,∞[, P un poly-
nôme ρ-extrémal et f une fonction de A

(
[ρ]
)
tels que Pf appartienne à A(J). Alors

f appartient à A(J).

Preuve. — Pour g =
∑

s∈Z bsx
s dans A

(
[α, β]

)
, on pose g+ =

∑
s≥0 bsx

s. C’est une

fonction de A
(
[0, β]

)
et la fonction g−

déf
= g−g+ =

∑
s<0 bsx

s appartient à A
(
[α,∞]

)
.

Définissons alors des nombres cs de K par

Pg+ − (Pg)+ = −P (g − g+) +
(
Pg − (Pg)+

)
=
∑

csx
s.
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La première représentation montre que cs = 0 pour s < 0, la deuxième que cs = 0
pour s ≥ deg(P ). Autrement dit, Pg+ − (Pg)+ est un polynôme de degré au plus
deg(P )− 1.

On va montrer que f+ appartient à A
(
[0, ρ] ∪ J

)
. Si J ⊂ [0, ρ], c’est évident.

Sinon l’intervalle ]ρ,∞] ∩ J est non vide. Par hypothèse, le polynôme P n’a pas de
racine dans la couronne C

(
]0,∞[

)
. Il existe donc une fonction h de A

(
]ρ,∞]

)
telle que

hP = 1 (c’est le développement de Taylor de la fraction 1/P au voisinage de l’infini).
Par construction, la fonction g = h(Pf) appartient à A

(
]ρ,∞] ∩ J

)
et Pg = Pf

(ces deux fonctions sont définies sur la couronne C
(
]ρ,∞] ∩ J

)
mais les fonctions f

et g, elles, sont a priori définies sur deux couronnes d’intersection vide !). Le calcul
précédent montre que

Q = Pg+ − Pf+ = Pg+ − (Pg)+ − Pf+ + (Pf)+

est un polynôme de degré au plus deg(P )− 1. Si Q ̸= 0, la fraction rationnelle Q/P ,
a au moins un pôle et celui-ci est de valeur absolue ρ d’après le corollaire 2.14. Elle
ne peut donc être égale à la fonction g+ − f+ de A

(
[0, ρ]

)
. Donc Q = 0 et f+ = g+

appartient à A
(
[0, ρ] ∪ J

)
.

Selon le même principe, on montre que f− = f−f+ appartient à A
(
[ρ,∞]∪J

)
.

Proposition 2.24 (Lemme de Hensel pour les fonctions analytiques)
Soit J ⊂ [0,∞[ un intervalle fermé et soit f une fonction de A(J). Il existe un
polynôme P de K[x] dont toutes les racines sont dans C(J) et une fonction g inversible
de A(J) tels que f = P g. Si J = [α, β], on a deg(P ) = Nβ(f)− nα(f).

Preuve. — D’après les lemmes 2.21 et 2.23, pour chaque nombre ρ de l’intervalle
J , il existe une fonction gρ de A(J), un entier nρ et un polynôme Pρ tels que f =
Pρ x

nρ(1 + gρ) et |g|ρ < 1.
Par continuité de la norme de Gauss en ρ, la dernière majoration reste valable

pour ρ dans un sous intervalle ouvert Jρ de J . La fonction gρ est alors inversible dans
la couronne C(Jρ) et donc n’y a aucun zéro. Comme le polynôme Pρ ne s’annule,
dans la couronne C(Jρ), qu’en un nombre fini de fermés, il en est de même pour f .
L’intervalle compact J peut être recouvert par un nombre fini d’intervalles Jρ et on
constate que la fonction f ne s’annule qu’en un nombre fini de points (fermés) dans
la couronne C(J) qui sont, outre éventuellement une racine d’ordre r en 0, les racines
des polynômes Pρi (1 ≤ i ≤ ν).

En appliquant successivement les lemmes 2.21 et 2.23 avec les nombres ρi, on
trouve que f = Pg où P = λxr

∏
i=1ν Pρi

est un polynôme de K[x] ayant comme
racines les zéros de f dans la couronne C(J) et où g est une fonction de A(J) qui ne
s’annule pas dans couronne C(Jρ).

D’après le lemme 2.21, g n’ayant pas de zéro dans la couronne C(J), on a nρ(g) =
Nρ(g) pour tout ρ dans J . Si J = [α, β], on en déduit que Nβ(g) = nα(g) = n. En
regardant le polygone de Newton de g, on constate alors que g = xnbn(1 + h) avec
∥h∥C(J) < 1 ce qui montre que g est inversible dans l’anneau complet A(J).
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Corollaire 2.25. — Si l’intervalle J est fermé, l’anneau A(J) est principal et tout
idéal est engendré par un polynôme dont les racines (dans une clôture algébrique du
corps K) sont dans la couronne C(J).

Corollaire 2.26. — Soit I ⊂ [0,∞] un intervalle. Une fonction
f

g
du corps des

fractions F(I) de l’anneau A(I) appartient à A(I) si et seulement si, pour tout point
géométrique ζ de la couronne C(I), l’ordre du zéro de f en ζ est supérieur à l’ordre
du zéro de g en ζ.

Preuve. — Si
f

g
= h appartient à A(I) alors, pour tout point géométrique ζ de la

couronne C(I), l’ordre du zéro de f en ζ est égal à la somme des ordres du zéro de h
et de celui de g en ζ. Il est donc supérieur à ce dernier.

D’après la proposition 2.24, pour tout intervalle fermé J contenu dans I, il existe
des polynômes PJ , QJ ayant toutes leurs racines dans la couronne C(J) et des fonc-
tions f̃ et g̃ inversibles dans C(J) tels que f = PJ f̃ et g = QJ g̃. Une fonction inversible
dans A(J) n’a pas de zéro dans la couronne C(J). Si pour tout point géométrique ζ de
la couronne C(J), l’ordre du zéro de f en ζ, donc celui de PJ , est supérieur à l’ordre

du zéro de g en ζ, donc celui de QJ , alors QJ divise PJ et
f

g
=

PJ

QJ

f̃

g̃
appartient à

A(J). Autrement dit,
f

g
appartient à la réunion des A(J) c’est-à-dire à A(I).

Corollaire 2.27. — Soit I un intervalle et soit α < β des nombres de l’intérieur de
I. Le nombre de zéros, comptés avec multiplicité, d’une fonction f de A(I) qui sont
dans la couronne C([α, β]) est égal à dlog+|f |ρ(β)− dlog−|f |ρ(α) où s = dlog+|f |ρ(r)
(resp. dlog−|f |ρ(r)) désigne la pente logarithmique de la fonction ρ 7→ |f |ρ à droite
(resp. gauche) du point r (|f |ρ = |f |r (ρr )

s pour ρ proche de et plus grand que r).

Preuve. — Il s’agit juste de la traduction du corollaire 2.24 en terme de polygone de
valuation en remarquant que, dans ce lemme, la fonction f et le polynôme P ont les
mêmes zéros.

Corollaire 2.28. — Soit I ⊂ [0,∞] un intervalle. Une fonction f de l’anneau A(I)
est inversible si et seulement si elle n’a pas de zéro dans la couronne C(I). Dans ces
conditions, il existe un nombre λ de K∗, un entier d et une fonction g de l’anneau
A(I) tels que f = λxd(1 + g) et |g|ρ < 1 pour tout ρ dans I.

Preuve. — Si f est inversible, elle n’a évidemment pas de zéro dans la couronne C(I).
Inversement, si f n’a pas de zéros dans la couronne C(I), alors 1/f appartient à A(I)
d’après le corollaire 2.26.

Si f n’a pas de zéro dans la couronne C(I), d’après le corollaire 2.27, pour tout

[α, β] ⊂ I, on a Nβ(f) − nα(f) = 0. On constate que d
déf
= nρ(f) = Nρ(f) est

indépendant de ρ. Le résultat se lit alors sur le polygone de Newton de f .

Lorsque l’intervalle I contient 0 ou ∞, on a d = 0.
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Exercice 2.29. — Soit f = 1 +
∑∞

s=1 asx
s dans A

(
[0, r[

)
et soit (rn)n≥1 la suite

croissante image par l’application ζ 7→ |ζ| de l’ensemble des zéros de f .

1. A l’aide du corollaire 2.27 vérifier que la fonction ρ 7→ |f |ρ a une pente loga-
rithmique égale à n sur l’intervalle ]rn, rn+1[ (si cet intervalle est non vide !).

2. En examinant les polygones de valuation puis de Newton de la fonction f (voir
figure 3), montrer que |as| =

∏s
i=1 ri pour s ≥ 1.
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Figure 3. Polygones de Newton et de valuation de la fonction f .

3. Éléments analytiques

Les anneaux de fonctions utilisés dans ce cours contiennent presque tous l’anneau
K[x]. Ce dernier est l’anneau des fonctions sur la couronne C

(
[0,∞[

)
(espace affine de

dimension un sur K) ayant une singularité méromorphe à l’infini. Par définition, ses
points de Berkovich sont les semi-normes multiplicatives définies sur K[x]. Celle-ci
comprennent les points fermés

Nous construisons maintenant des corps Eρ (complété du corps K(x) pour une
norme de Gauss) tels que chaque fonction considérée soit contenue dans au moins l’un
de ces corps (pour un anneau de fonctions donné, le nombre ρ n’est pas nécessairement
le même pour toutes les fonctions qu’il contient). Ces anneaux de fonctions sont munis
de la dérivation D = d

dx et vérifieront donc la majoration (7) de la proposition 3.4
ci-dessous pour les nombres ρ correspondants.

3.1. Éléments analytiques dans le disque générique. — Soit ρ > 0 un nombre
réel. La ρ-norme de Gauss, restreinte à l’anneau K[x] est une valeur absolue et se
prolonge donc au corps K(x) par la formule |P/Q|ρ = |P |ρ/|Q|ρ.

Définition 3.1. — On note Eρ le (corps) complété de K(x) pour la ρ-norme de
Gauss. Les éléments du corps Eρ sont appelés éléments analytiques en précisant
éventuellement “dans le disque générique de rayon ρ”.

La justification de cette terminologie sera donnée au paragraphe 3.3.

Théorème 3.2 (Mittag-Leffler). — On suppose le corps K algébriquement clos et
on choisit un système Kρ de représentants dans K de l’ensemble quotient
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{α ∈ K ; |α| ≤ ρ}/{α ∈ K ; |α| < ρ}.
Tout élément f de Eρ s’écrit de manière unique sous la forme

f(x) =
∑

α∈Kρ

∞∑
s=1

λα,s
(x− α)s

+

∞∑
s=0

λ∞,s x
s(5)

où les coefficients λα,s appartiennent à K et tendent vers 0 sur le filtre des complémen-

taires des parties finies de (Kρ ∪ {∞})× N. On a de plus :

|f |ρ = max
α∈(Kρ∪{∞})

|fα|ρ avec |fα|ρ = max
1≤s
|λα,s| ρ−s(6)

(resp. |f∞|ρ = max
0≤s
|λ∞,s| ρs )

Preuve. — On va démontrer que toute fraction rationnelle f de K(x) possède une
décomposition (5) satisfaisant la majoration (6). Grâce à celle-ci la décomposition et
la majoration se prolongeront sans difficulté aux fonctions fde la complétion Eρ du
corps K(x). L’unicité de la décomposition résultera de la formule (6) (car elle montre
que la fonction 0 n’a qu’une seule décomposition).

Etant donné une fraction rationnelle f de K(x), on la décompose en éléments
simples (dans K(x) car K est algébriquement clos) et on développe chacun des termes
de cette décomposition en utilisant les formules suivantes :

• pour |a| ≤ ρ, α étant l’unique élément de Kρ tel que |a− α| < ρ, on écrit

1

(x− a)n
=

∞∑
s=n

(
s− 1

n− 1

)
(a− α)s−n

(x− α)s
,

• pour |a| > ρ, on écrit
1

(x− a)n
= (−1)n

∞∑
s=0

(
s+ n− 1

n− 1

)
xs

an+s
.

On obtient ainsi une décomposition (5).
Supposons maintenant que f est non nulle et montrons la formule (6).

• Si ρ = 1, quitte à multiplier f par une constante, on peut supposer que

max
(α,s)∈K1×{1,...}∪{∞}×{0,...}

|λα,s| = 1.

Par passage au corps des restes, la décomposition (5) donne une décomposition de
la fraction rationnelle f = P/Q en éléments simples dans le corps k(x). Cette
décomposition n’est pas nulle et on en déduit que f ̸= 0 c’est-à-dire |f |1 = 1.
• S’il existe λ dans K tel que ρ = |λ|, on se ramène au cas ρ = 1 en considérant
la fraction rationnelle g(x) = f(λx) et en remarquant que K1 = {α/λ}α∈Kρ

est un

système de représentants du corps des restes k.
• Si le nombre ρ n’est pas la norme d’un élément de K, l’ensemble Kρ a un seul
élément (on pourrait le prendre égal à 0). Les réels |λα,s| ρ−s et |λ∞,s| ρs sont tous
différents (si deux d’entre eux étaient égaux, ρ aurait une puissance dans |K∗| et donc
serait dans |K∗| car K est algébriquement clos). Dans la décomposition (5) il y a
donc un seul terme de valeur absolue maximale d’où la formule (6).
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Remarque 3.3. — Si K n’est pas algébriquement clos, tout élément analytique de
Eρ est aussi un élément analytique sur la clôture algébrique Kalg de K et a donc,

une fois choisi l’ensemble de représentants K
alg

ρ , une (unique) décomposition du type

(5) avec des coefficients λα,s dans Kalg. Si on choisit l’ensemble K
alg

ρ stable par les

automorphismes de Kalg/K, les coefficients λα,s seront permutés de manière évidente
par ces automorphismes.

Proposition 3.4. — La dérivation D = d
dx se prolonge au corps Eρ de telle sorte

que, pour tout élément analytique f dans le disque générique de rayon ρ et pour tout
entier n, on ait :

|Dn(f)|ρ ≤ |n!||f |ρρ−n.(7)

Preuve. — On a en effet∣∣∣∣ 1n!Dn

(
1

(x− α)s

)∣∣∣∣
ρ

=

∣∣∣∣(s+ n− 1

n

)
1

(x− α)s+n

∣∣∣∣
ρ

≤
∣∣∣∣ 1

(x− α)n

∣∣∣∣
ρ

∣∣∣∣ 1

(x− α)s

∣∣∣∣
ρ

= ρ−n
∣∣∣∣ 1

(x− α)s

∣∣∣∣
ρ

on montre de même que ∣∣∣∣ 1n!Dn (xs)

∣∣∣∣
ρ

≤ ρ−n |xs|ρ

et on conclut en utilisant la décomposition de Mittag-Leffler (théorème 3.2).

Remarque 3.5. — Si K est un corps de caractéristique nulle muni de la valeur
absolue triviale, le théorème de Mittag-Leffler montre que :

Eρ =

 K(x) muni de la valeur absolue triviale si ρ = 1
K((x)) muni de la valuation x-adique si ρ < 1
K((x−1)) muni de la valuation x−1-adique si ρ > 1

Le cas de ρ < 1 nous servira à étudier les équations différentielles formelles près de 0.
Celui ρ > 1 correspondrait aux équations différentielles formelles près de l’infini.

3.2. Fonctions analytiques bornées et éléments analytiques. — Si l’intervalle
I n’est pas fermé, l’anneau A(I) n’est plus un K-espace vectoriel normé mais seule-
ment un espace métrique complet (Frechet). Si on veut travailler dans un espace de
Banach (normé complet), il faut se limiter à un sous-anneau de A(I). Nous donnons
dans ce paragraphe deux exemples classiques et souvent utiles de tels sous-anneaux.

Définition 3.6. — Soit I un intervalle. On note B(I) (resp B(I, λ)) l’ensemble des
fonctions analytiques bornées (resp. bornées par λ) dans la couronne C(I) :

B(I, λ) = {f ∈ A(I) ; (∀ρ ∈ I) |f |ρ ≤ λ} B(I) =
⋃
λ>0

B(I, λ).
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L’anneau B(I) est muni de la norme “sup” définie par :∥∥∥∑
Z
asx

s
∥∥∥
C(I)

= sup
x∈C(I)

∣∣∣∑
s∈Z

asx
s
∣∣∣ = sup

ρ∈I

∣∣∣∑
s∈Z

asx
s
∣∣∣
ρ

(8)

et est complet pour cette norme.
Une fraction rationnelle appartient à A(I) si et seulement si elle n’a pas de pôle

dans la couronne C(I). Elle appartient alors en fait à B(I).

Définition 3.7. — L’anneau H(I) des éléments analytiques dans la couronne C(I)
est le complété, pour la norme ∥ · ∥C(I), définie dans la formule (8), de l’anneau des
fractions rationnelles de K(x) sans pôle dans la couronne C(I) .

Si l’intervalle J est fermé, on a H(J) = B(J) = A(J). Par contre, si l’intervalle
I n’est pas fermé, les inclusions H(I) ⊂ B(I) ⊂ A(I) sont strictes. La proposition
3.8 et l’exercice 3.10, qui se généralisent très facilement au cas de n’importe quelle
couronne ouverte, précisent cette situation.

Proposition 3.8. — Soit I un intervalle borné (c’est-à-dire contenu dans un inter-
valle [α, β] avec 0 < α ≤ β <∞) et soit f une fonction de A(I) qui n’a qu’un nombre
fini de zéros dans la couronne C(I). Alors f appartient à B(I).
Si le corps K est à valuation discrète et si I =]α, β[ avec α et β dans |Kalg∗| =

√
|K∗|,

la fonction f appartient à B(I) si et seulement si elle a un nombre fini de zéros dans
la couronne C(I).

Preuve. — Si la fonction f n’a qu’un nombre fini de zéros dans la couronne C(I),
d’après le corollaire 2.27 la pente logarithmique de la fonction ρ 7→ |f |ρ est comprise
entre deux valeurs m et M (finies) telles que M − m soit égal au nombre de zéros
(avec multiplicité) de la fonction f dans la couronne C(I). Cette fonction est donc
bornée sur l’intervalle borné I.

Si la fonction f =
∑

s∈Z asx
s a un nombre infini de zéros, son polygone de Newton

New(f) contient une infinité de cotés (d’après la proposition 2.24, chaque coté corre-
spond à une factorisation de la fonction par un polynôme et ne donne qu’un nombre
fini de zéros). Si I =]α, β[, on peut supposer que New(f) a une infinité de cotés quand

ρ tend vers β. Puisque β appartient à
√
|K∗|, quitte à faire une extension finie du

corps K, ce qui conserve le caractère discret de la valuation, on peut supposer que β
appartient à |K∗| et même, quitte à faire une homothétie, que β = 1. Il existe une
suite ρn strictement croissante et tendant vers β = 1 (avec ρ0 > α) telle que, pour
ρn ≤ ρ ≤ ρn+1, on ait |f |ρ = |as(n)| ρs(n). Les entiers s(n) sont les pentes logarith-
miques des cotés du polygone de valuation de f . Ils forment une suite strictement
croissante, qui tend donc vers l’infini. Par ailleurs, ces cotés sayant une extrémité
commune, on a

|f |ρn+1 = |as(n)| ρ
s(n)
n+1 = |as(n+1)| ρ

s(n+1)
n+1 .

Comme ρn+1 < 1, on en déduit que la suite
(
|as(n)|

)
est strictement croissante. Or

c’est une suite d’éléments du groupe discret |K∗|. Elle tend donc vers l’infini et

lim
ρ→β=1

|f |ρ ≥ lim
n→∞

|as(n)| ρs(n)n = lim
n→∞

|as(n)| =∞.
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La fonction f n’est pas bornée.

Remarques 3.9. — Une fonction analytique bornée peut avoir une infinité de zéros
dans son disque de convergence quand l’une des deux conditionsK à valuation discrète
et β dans

√
|K∗| n’est pas vérifiée. En voici des exemples :

3.9-1.— Lorsque le corps K n’est pas à valuation discrète, il existe des suites (as)
d’éléments de K tels que la suite |as| soit croisssante et bornée. On constate que la
fonction

∑∞
s=0 asx

s est bornée mais a une infinité de zéros dans la couronne C([0, 1[).
3.9-2.— Supposons que le corpsK est à valuation discrète et soitϖ une uniformisante
du corps K (voir définition 1.8). Soit β = |ϖ|λ avec λ irrationnel (autrement dit, β

n’appartient pas à
√
|K∗| = |ϖ|Q). Le demi plan d’équation y < x log β contient

une suite (s(n),m(n) log |ϖ|) de points du réseau Z × log |ϖ|Z telle que la suite
s(n) log β − m(n) log |ϖ| =

(
s(n)λ − m(n)

)
log |ϖ| soit strictement décroissante et

tende vers 0 (considérer, par exemple, la suite m(n)
s(n) donnée par le développement

de λ en fraction continue). On constate que la fonction f(x) =
∑∞

n=0ϖ
m(n)xs(n)

appartient à B([0, β[, 1) et a une infinité de zéros dans la couronne C([0, β[).
3.9-3.— Dans les situations 3.9-1 (avec β = 1) et 3.9-2, on a, pour tout entier s,

|as|βs < sup
(
|as|βs

)
=
∥∥∥∑ asx

s
∥∥∥
C(I)

.

Autrement dit, l’image de
∑
asx

s dans l’anneau résiduel de B(I) muni de la norme
∥ · ∥C(I) est non nulle mais n’appartient pas à k[[x]].

Exercice 3.10. — Montrer qu’une fonction
∑∞

s=0 asx
s est un élément analytique de

H([0, 1[) ((c’est-à-dire est limite uniforme d’une suite de fractions rationnelles sans
pôle dans le disque “ouvert” D(0, 1) = C([0, 1[) = {x ; |x| < 1}) si et seulement si la
suite as est bornée et presque périodique c’est-à-dire vérifie la propriété suivante :

(∀ϵ > 0) (∃nϵ) s ≥ nϵ ⇒ |as+nϵ
− as| < ϵ.

3.3. Fonctions analytiques dans le disque générique. —

Définition 3.11. — Pour a dans K et ρ > 0, on note Aa(ρ) l’anneau des fonctions
analytiques dans le disque D(a, ρ), à coefficients dans K :

Aa(ρ) =
{ ∞∑

s=0

as (x− a)s ; as ∈ K, (∀r < ρ) lim
s→∞

|as|rs = 0
}
.

et Ba(ρ) le sous-anneau des fonctions analytiques bornées :

Ba(ρ) =
{ ∞∑

s=0

as (x− a)s ; as ∈ K, (∃M) |as|ρs ≤M
}
.

Lorsqu’il y aura besoin de préciser le corps K, on écrira Aa,K(ρ) ou Ba,K(ρ). On
a ainsi cinq notations pour le même objet, à utiliser selon le contexte :

A = A([0, 1[) = AK

(
[0, 1[

)
= A0(1) = A0,K(1).

Un nombre réel ρ > 0 étant donné, nous aurons besoin d’un corps valué complet
qui contient K, dont le groupe des valeurs absolues contient ρ et dont le corps des
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restes est transcendant sur celui de K. Le corps Eρ est, presque par définition, le plus
petit des corps qui satisfait ces conditions. Mais, la plupart du temps, nous voulons
pouvoir faire varier le nombre ρ sans changer de corps. Par ailleurs, travailler avec
un très gros corps présente peu d’inconvénients.

Nous choisissons donc, une fois pour toutes, un corps Ω complet, algébriquement
clos, dont le groupe des valeurs absolues |Ω∗| est R+ et dont le corps des restes est
transcendant sur celui de K. On pourra aussi supposer que Ω est sphériquement
complet si nécessaire.

Définition 3.12. — Soit ρ > 0 un réel et a dans Kalg. Un point générique (au bord
du disque D(a, ρ)) est un élément ta,ρ de Ω tel que |ta,ρ − a| = ρ et tel que le disque
DΩ(ta,ρ, ρ) ne contienne pas de point de Kalg. Le nombre ρ s’appelle le rayon du
point générique et est notéρ(t). C’est la distance de t à Kalg.
A isomorphisme continu de Ω/K près, il n’y a qu’un seul point générique au bord du
disque D(a, ρ).

On écrira tρ pour t0,ρ (point générique au bord du disque D(0, ρ))

Remarque 3.13. — Un point de Berkovich de l’espace affine sur K est, par
définition, une semi-norme multiplicative (c’est-à-dire telle que |fg| = |f | |g|) sur
l’anneau K(x).
A chaque t dans Ω est associé le point de Berkovich | · |t definie par |f |t = |f(t)| pour
f in K(x). Il est remarquable que tous les points de Berkovich puissent être obtenus
de cette façon. Plus précisément, étant donnée une semi-norme multiplicative | · |,
on considère l’idéal premier I = {f ∈ K(x) ; |f | = 0}. La semi-norme | · | est une
norme sur le corps K(x)/I. Comme on a choisi Ω suffisamment gros, il contient un
sous-corps valué isomorphe à K(x)/I. On vérifie alors que | · |t = | · | où t est l’image
de x dans le plongement K(x)→ K(x)/I → Ω. En fait il y a deux possibilités :
• I ̸= {0} alors t appartient à Kalg et est défini à conjugaison près (point fermé).
• I = {0} alors t est un point générique et les autres points génériques u donnant
le même point de Berkovich sont contenus dans le disque “fermé” DΩ

(
t, ρ(t)+

)
. Ce

sont les points de ce disque qui sont “loin” de Kalg c’est-à-dire n’appartenant pas à
une union de disques “ouverts” DΩ

(
ai, ρ(t)

)
centrés en des points ai de Kalg. On

distingue trois situations :

• DΩ

(
t, ρ(t)+

)
contient au moins un point de Kalg et ρ(t) appartient au groupe√

|K∗|. Il y a une infinité de disques DΩ

(
ai, ρ(t)

)
(indexée par le corps des

restes de Kalg).
• DΩ

(
t, ρ(t)+

)
contient au moins un point de Kalg et ρ(t) n’appartient pas au

groupe
√
|K∗|. Il y a un unique disque DΩ

(
a, ρ(t)

)
.

• DΩ

(
t, ρ(t)+

)
∩Kalg = ∅. Il n’y a pas de disque DΩ

(
ai, ρ(t)

)
.

Dans le dernier cas, l’intersection
⋂

r>ρ(t)DΩ

(
t, r
)
∩Kalg de disques (non vides) de

Kalg est vide. Le corps Kalg n’est donc pas sphériquement complet.

Notations 3.14. — Pour 0 < r ≤ ρ, on utilisera les notations simplifiées

Atρ(r)
déf
= Atρ,Ω(r) , Btρ(r)

déf
= Btρ,Ω(r).
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Ainsi la fonction
∑∞

s=0 as(x−tρ)s appartient à Atρ(r) (resp. Btρ(r)) si les coefficients

as appartiennent à Ω et si lim sups→∞ |as|1/s ≤ 1/r (resp. si les |as|rs sont bornés).

Soit f dans K(x) et soit ρ > 0. Par définition du point générique tρ, la fraction
rationnelle f n’a ni pôle ni zéro dans le disque D(tρ, ρ) (car ceux-ci sont dans K

alg).
La valeur absolue |f(x)| est constante dans ce disque et |f |ρ = maxx∈D(tρ,ρ) |f(x)| =
|f(tρ)|. Ainsi le corps valué K(x) se plonge isométriquement dans l’anneau valué
Btρ(ρ). En passant au complété, on trouve, pour 0 < r < ρ, les inclusions strictes

K(x) ⊂ Eρ ⊂ Btρ(ρ) ⊂ Atρ(ρ) ⊂ Btρ(r) ⊂ Atρ(r).

Parmi les fonctions bornées dans le disque D(tρ, ρ), les éléments analytiques de Eρ

sont caractérisés par une propriété de “presque périodicité” (exercice 3.10).

CHAPITRE II

FONCTIONS ANALYTIQUES

4. Fonctions analytiques dans une couronne quelconque

Si l’intervalle I n’est pas fermé, les structures topologique et algébrique de l’anneau
A(I) sont beaucoup plus subtiles. Leur topologie reste relativement facile à compren-
dre. Par contre, pour mettre leur structure algébrique en évidence, nous aurons besoin
de plusieurs préliminaires (annulation du premier groupe de cohomologie et théorème
de Lazard). Pour les démontrer nous allons introduire une théorie des faisceaux sur
la couronne C(I), version simplifiée de la cohomologie rigide.

4.1. Propriétés topologiques des anneaux A(I). — Lorsque I n’est pas un
intervalle fermé, A(I) n’est pas unK-espace vectoriel normé mais seulement un espace
métrique complet (Fréchet) :
La topologie de A(I) est définie par les valeurs absolues

{
| · |ρ

}
ρ∈I . En particulier,

les ensembles Uρ,ε =
{
f ∈ A(I) ; |f |ρ < ε

}
avec ρ dans I∩]0,∞[ et ε > 0, sont des

ouverts et leurs intersections finies forment une base de voisinages de 0.
En fait, on peut définir la topologie en ne considérant qu’une famille dénombrable{
| · |ρn

}
de valeurs absolues à condeition de choisir une suite (ρn) de points de I ayant

un point d’accumulation à chacune des extrémités ouvertes de I. La topologie de
A(I) est donc métrisable (remarque 1.20).
On vérifie qu’une suite converge (resp. est de Cauchy) dans A(I) si et seulement s’il
en est ainsi dans A(J) pour tout intervalle fermé J ⊂ I. Donc A(I) est complet.

Proposition 4.1. — Soit m une application de I dans ]0,∞[.

L’ensemble Bm
déf
=
{
f ∈ A(I) ; |f |ρ ≤ m(ρ) (∀ρ ∈ I)

}
est borné dans A(I).

Réciproquement, toute partie bornée de A(I) est contenue dans Bm pour une fonction
m continue, logarithmiquement convexe et ayant des pentes logarithmiques entières.
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Preuve. — Tout ouvert U de A(I) contient une intersection finie
⋂

i Uρi,εi . Soit λ un
nombre de K tel que |λ| < mini εi/m(ρi). Alors Bm ⊂ λU . Donc Bm est une partie
bornée de A(I).

Pour ρ dans I, l’ensemble Uρ,1 est un ouvert. Si B est une partie bornée, il existe
λρ tel que B ⊂ λρUρ,1 = Uρ,|λρ|. On constate donc que B est contenue dans Bm pour
m(ρ) = |λρ|.
On a évidemment B ⊂ Bm̃ avec m̃(ρ) = supf∈B |f |ρ et on sait maintenant que cette
borne supérieure est finie pour tout ρ dans I. Mais comme les fonctions ρ 7→ |f |ρ sont
continues, logarithmiquement convexes et ont des pentes logarithmiques entières. Il
en est de même de la fonction m̃.

Proposition 4.2. — Soit I un intervalle ouvert de [0,∞[. Alors toute partie bornée
de A(I) est compactöıde dans A(I). Autrement dit, A(I), qui est tonnelé car
métrisable et complet, est un espace de Montel.

Preuve. — Soit B une partie bornée et V un voisinage de 0 dans A(I). D’après la
proposition 4.1, B est contenue dans un Bm. Par ailleurs, V contient une intersection
finie

⋂
i Uρi,εi . Comme I est ouvert, il existe r et R dans I tels que r < ρi < R pour

tout indice i. Soit f =
∑

s∈Z asx
s une fonction de B ⊂ Bm. On a

|asxs|ρi
= |asxs|R

(ρi
R

)s
≤ |f |R

(ρi
R

)s
≤ m(R)

(ρi
R

)s
.

On a la même majoration avec r au lieu de R. Il existe un entier relatif Ni (resp. ni)

tel que m(R)
(

ρi

R

)s
< εi (resp. m(r)

(
ρi

r

)s
< εi) pour s < Ni (resp. s > ni). Posons

N = maxNi (resp. n = minni). La fonction f −
∑N

s=n asx
s appartient alors à V et

B ⊂ EV + V où est EV un OK-module de rang N − n+ 1, par exemple celui qui est
engendré par les monômes

{
αsx

s
}
n≤s≤d avec αs tel que |αs| ≥ m(R)R−s. Autrement

dit, B satisfait la condition pour être compactöıde.

Pour comprendre la topologie de R, nous utiliserons une autre base de voisinages
de 0 de A

(
[α, 1[

)
. Les cas d’un intervalle semi-ouvert général [α, β[ ou d’un intervalle

ouvert I =]α, β[ se traitent de manière analogue. L’intérêt principal de cette famille
de voisinage est décrit dans la remarque 4.3–1 ci-dessous.

Pour f =
∑

s∈Z as x
s, posons f+ =

∑
s>0 as x

s et f− =
∑

s≤0 as x
s . On obtient

la décomposition (rappelons que A = A
(
[0, 1[

)
)

A
(
[α, 1[

)
= xA⊕A

(
[α,∞]

)
.(9)

Comme |f |ρ = max{|f+|ρ, |f−|ρ}, la topologie sur A
(
[α, 1[

)
est la topologie produit.

• L’espace A
(
[α,∞]

)
est muni de la topologie définie par la norme | · |α. C’est un

espace de Banach et un système fondamental de voisinages de 0 est donné par les
disques “ouverts” de rayon ε :

D∞α (ε) =
{
f ∈ A

(
[α,∞]

)
; |f |α < ε

}
(ε > 0).

• La topologie de l’espace xA est définie par les normes
{
| · |ρ
}
ρ<1

. C’est un espace de

Fréchet (métrisable complet) et un système fondamental de voisinages de 0 est donné
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par les disques “ouverts” de rayon ε pour l’une de ces normes :

D0
ρ(ε) =

{
f ∈ xA ; |f |ρ < ε

}
(0 ≤ ρ < 1 ; ε > 0).

• Il en résulte qu’un système fondamental de voisinages de 0 dans A
(
[α, 1[

)
est donné

par les ensembles produit

D0
ρ(ϵ+)⊕D∞α (ϵ−) =

{
f ∈ A

(
[α, 1[

)
; |f+|ρ < ε+, |f−|α < ε−

}
avec ρ ∈ [0, 1[ et ε± ∈]0,∞] : les cas particuliers ε+ = ∞ et ε− = ∞ donnent
respectivement les voisinages D0

ρ(ε+)⊕A
(
[α,∞]

)
et xA⊕D∞α (ε−).

Remarques 4.3. — L’application α 7→ |f−|α (resp. ρ 7→ |f+|ρ) est décroissante
(resp. croissante). Ceci a plusieurs conséquences :
4.3-1.– Pour α ≤ ρ, on a max

{
|f+|ρ, |f−|α

}
= max

{
|f |ρ, |f |α

}
= maxα≤|x|≤ρ |f(x)|.

En particulier, D0
ρ(1) ⊕ D∞α (1) n’est autre que la boule unité pour la norme de la

convergence uniforme sur la couronne C
(
[α, ρ]

)
. La décomposition en somme directe

permet d’introduire le voisinage D0
ρ(1)⊕D∞α (1) dans le cas où ρ < α.

4.3-2.– Pour α < α′ < 1, on a D∞α (ε) ⊂ D∞α′ (ϵ). Ceci a une conséquence importante.
Soit ε(α) une fonction définie sur l’intervalle [r, 1[. Posons ε̃(α) = supα≤ρ<1 ε(ρ).

Comme ε(α) ≤ ε̃(α) on a D∞α
(
ε(α)

)
⊂ D∞α

(
ε̃(α)

)
. Inversement, si f appartient à

D∞α
(
ε̃(α)

)
, il existe ρ dans [α, 1[ tel que |f |α < ε(ρ) et alors |f |ρ ≤ |f |α < ε(ρ).

Autrement dit, on a D∞α
(
ε̃(α)

)
⊂
⋃

α≤ρ<1D
∞
ρ

(
ε(ρ)

)
. On a donc montré⋃

r≤α<1

D∞α
(
ε(α)

)
=

⋃
r≤α<1

D∞α
(
ε̃(α)

)
et on constate que, dans une telle réunion, on peut remplacer la fonction quelconque
ε par la fonction décroissante ε̃.
4.3-3.– Pour ρ < ρ′ < 1, on a D0

ρ(ε) ⊃ D0
ρ′(ϵ).

4.2. Théorème de Mittag-Leffler. —

Définition 4.4. — Soit J un ensemble ordonné. On dit qu’il est filtrant si, pour J
et J ′ dans J, il existe J ′′ vérifiant J ≤ J ′′ et J ′ ≤ J ′′. Un système cofinal dénombrable
de J est alors une suite Jn strictement croissante de J telle que, pour tout J dans J,
il existe n vérifiant J ≤ Jn.

Définition 4.5. — On appelle système projectif (XJ , fJ,J ′)J les données suivantes

• un ensemble J ordonné filtrant,
• pour chaque J dans J, un ensemble XJ ,
• pour J ≤ J ′, une application fJ,J ′ : XJ′ → XJ satisfaisant, pour J ≤ J ′ ≤ J ′′,

la relation fJ,J ′′ = fJ,J ′ ◦fJ′,J′′ . On suppose en outre que fJ,J est l’identité.

On note alors lim
←−

XJ , et on appelle limite projective du système, l’ensemble des

éléments (xJ) du produit
∏

J∈JXj vérifiant fJ,J ′(xJ′) = xJ pour J < J ′.

Par construction, pour chaque J0 dans J, il y une application canonique fJ0
de

lim
←−

XJ dans XJ0
définie par fJ0

(
xJ
)
= xJ0

.
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Lemme 4.6. — Soit (Xn, fn,m)n∈N un système projectif indexé par les entiers. On
suppose que

1. Chaque ensemble Xn est non vide et muni d’une distance ultramétrique dn pour
laquelle il est complet.

2. Les applications fn,n+1 sont uniformément continues pour les distances dn et
dn+1.

3. L’image fn,n+1(Xn+1) est dense dans Xn.

Alors la limite projective X = lim
←−

Xn est non vide.

Preuve. — On commence par construire une suite double
(
v(n,m)

)
n≥0,m>0

par la

récurrence sur n suivante :

• v(0,m) = 1
m .

• Le nombre v(n,m) étant connu, comme l’application fn,n+1 est uniformément
continue, il existe ηnm > 0 tel que

dn+1(x, y) ≤ ηnm ⇒ dn
(
fn,n+1(x), fn,n+1(y)

)
≤ v(n,m) ;

on pose alors v(n+ 1,m) = min( 1
m , ηnm).

On a donc tout fait pour avoir les deux propriétés suivantes :

• v(n,m) ≤ 1
m .

• dn+1(x, y) ≤ v(n+ 1,m)⇒ dn
(
fn,n+1(x), fn,n+1(y)

)
≤ v(n,m).

Maintenant, on choisit x0 dans X0. Comme fm,m+1(Xm+1) est dense dans Xm, on
peut choisir, par récurrence, un point xm dans chacun des Xm de telle sorte que

dm
(
fm,m+1(xm+1), xm

)
≤ v(m,m).

Pour n ≤ m, une récurrence décroissante sur n montre que :

dn
(
fn,m+1(xm+1), fn,m(xm)

)
= dn

(
fn,n+1◦fn+1,m+1(xm+1), fn,n+1◦fn+1,m(xm)

)
≤ v(n,m) ≤ 1

n
.

Pour n ≤ p ≤ q, on trouve alors :

dn
(
fn,q(xq), fn,p(xp)

)
≤ max

p≤m<q
dn
(
fn,m+1(xm+1), fn,m(xm)

)
≤ max

p≤m<q

1

n
=

1

p
.

Autrement dit, pour chaque n, la suite fn,m(xm) est de Cauchy dans Xn donc con-
vergente. Notons yn sa limite. On trouve :

yn = lim
m→∞

fn,m(xm) = lim
m→∞

fn,n+1◦fn+1,m(xm)

= fn,n+1

(
lim

m→∞
fn+1,m(xm)

)
= fn,n+1(yn+1)

et on constate que l’élément (yn) de
∏

n∈NXn appartient à lim
←−

Xn.

On trouve la définition suivante dans Bourbaki [8]

Définition 4.7. — Nous dirons que le système projectif (XJ , fJ,J ′)J satisfait la con-
dition de Mittag-Leffler si
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1. Chaque ensemble XJ est non vide et muni d’une distance ultramétrique dJ pour
laquelle il est complet.

2. Les applications fJ,J ′ sont uniformément continues pour les distances dJ et dJ′ .
3. Pour J dans J, il existe J ′ ≥ J tel que, pour tout J ′′ > J ′, l’image fJ,J ′′(XJ′′)

est dense dans l’image fJ,J ′(XJ′).

Si la condition 4.7-3 est satisfaite, on peut y remplacer l’indice J ′ par n’importe
quel indice plus grand. Nous utiliserons aussi la version, un peu plus contraignante,
de cette condition dans laquelle on impose J ′ = J .

Définition 4.7 (forte). — Nous dirons que le système projectif (XJ , fJ,J ′)J satis-
fait la condition de Mittag-Leffler forte s’il satisfait les conditions 4.7-1, 4.7-2 et

3F. Pour J dans J et J ′ > J , l’image fJ,J ′(XJ′) est dense XJ .

Lemme 4.8. — Soit (XJ , fJ,J ′)J un système projectif indexé par un ensemble J con-
tenant un système cofinal dénombrable et satisfaisant la condition de Mittag-Leffler.
Alors la limite projective X = lim

←−
XJ est non vide.

Preuve. — Choisissons un système cofinal dénombrable Jn de J. D’après la condi-
tion de Mittag-Leffler 4.7-3, nous pouvons construire par récurrence une application
strictement croissante φ de N dans N telle que

• φ(0) = 0,
• pourm ≥ φ(n+1), l’image fJφ(n),Jm

(Xm) est dense dans fJφ(n),Jφ(n+1)
(Xφ(n+1)).

Posons :

• Yn = adhérence de fJφ(n),Jφ(n+1)
(Xφ(n+1)) dans Xφ(n),

• gn,m = restriction à Ym de fJφ(n),Jφ(m)
,

• dn = dJφ(n)
,

de telle sorte que l’on ait :

• chaque ensemble Yn est muni de la distance (ultramétrique) dn pour laquelle il
est complet,
• les applications gn,n+1 sont uniformément continues pour les distances dn et
dn+1.
• l’image gn,n+1(Yn+1), qui contient

fJφ(n),Jφ(n+1)

(
fJφ(n+1),Jφ(n+2)

(Xφ(n+2))
)
= fJφ(n),Jφ(n+2)

(Xφ(n+2)),

est dense dans fJφ(n),Jφ(n+1)
(Xφ(n+1)) donc dans Yn.

Autrement dit, le sous système projectif (Yn, gn,m)N satisfait les hypothèses du lemme
4.6 et lim

←−
Yn est non vide.

Soit (yn) un élément de la limite projective lim
←−

Yn. Pour J dans J, on choisit un

entier n tel que J ≤ φ(n) et on pose xJ = fJ,Jφ(n)
(yn). Pour n < m, on a :

xJ = fJ,Jφ(n)
(yn) = fJ,Jφ(n)

(
gn,m(ym)

)
= fJ,Jφ(n)

◦fJφ(n),Jφ(m)
(ym) = fJ,Jφ(m)

(ym)

et xn ne dépend pas de l’entier n qui a servi à le définir. Par ailleurs la relation :

fJ,J ′(xJ′) = fJ,J ′ ◦fJ′,Jφ(n)
(yn) = fJ,Jφ(n)

(yn) = xJ
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montre que (xJ) est un élément de lim
←−

XJ .

Corollaire 4.9. — Soit (XJ , fJ,J ′)J un système projectif indexé par un ensemble J
contenant un système cofinal dénombrable et satisfaisant la condition de Mittag-Leffler
forte. Alors, pour chaque indice J0, l’image fJ0

(
lim
←−

XJ

)
est dense dans XJ0 .

Preuve. — Il faut montrer que tout disque fermé non videD deXJ0 contient au moins
un point de l’image fJ0

(
lim
←−

XJ

)
. Pour cela nous considérons le système projectif(

f−1J0J
(D), fJJ ′

)
J≥J0

. Il satisfait la condition de Mittag-Leffler car

• f−1J0J
(D) est contenu dans XJ et muni de la distance ultramétrique dJ .

• Par restriction les applications fJ,J ′ restent uniformément continues.

• La condition 4.7.3F pour le système XJ , assure que les ensembles f−1J0J
(D) sont

non vides (en fait d’après la condition 4.7.2, il contiennent même un disque).
• D étant fermé, son image réciproque f−1J0J

(D) est un fermé de l’espace complet
XJ . C’est donc un espace complet pour la distance dJ .

• PourJ ′ > J ≥ J0, fJ,J ′(XJ′) est dense dans XJ donc

fJ,J ′
(
f−1J0J′(D)

)
= fJ,J ′(XJ′)

⋂
f−1J0J

(D)

est dense dans f−1J0J′(D).

D’après le lemme 4.9, la limite projective lim
←−

f−1J0J
(D) contient (au moins) un élément

(xJ)J≥J0
. Ceci définit les xJ pour J ≥ J0. Pour J dans J avecJ ̸≥ J0, on choisit

J ′ dans J tel que J ′ > J0 et J ′ > J et on pose xJ = fJJ ′(xJ′). Cet élément
est indépendant du choix de J ′ et on obtient un élément (xJ) de lim

←−
XJ tel que

fJ0(xJ) = xJ0 appartient à D.

Remarque 4.10. — Si (Jn) est un système cofinal dénombrable du système projectif
(XJ , fJ,J ′) alors le sous-système (XJn , fJm,Jn) est projectif (et indexé par les entiers)
et, à la fin de la démonstration du lemme 4.8, nous avons implicitement vérifié que
lim
←−

XJ = lim
←−

XJn
. En particulier, la limite projective peut se calculer en utilisant

n’importe quel système cofinal dénombrable.

Etant donné un ensemble ordonné filtrant J, nous définissons la catégorie des
systèmes projectifs indexés par J.

Définition 4.11. — Un morphisme (XJ , fJ,J ′)J
u−→(YJ , gJ,J ′)J entre deux systèmes

projectifs indexés par J est la donnée, pour chaque J de J, d’une application XJ
uj−→YJ

satisfaisant uJ ◦fJ,J ′ = gJ,J ′ ◦uJ′ . Dans ces conditions, on a une application canonique
(lim
←−

uJ) : lim←−
XJ −→ lim

←−
YJ définie par (lim

←−
uJ)
(
(xJ)

)
=
(
uJ(xJ)

)
.

Si les ensembles XJ sont des groupes commutatifs (resp. des espaces vectoriels)
et les applications fJ,J ′ des morphismes de groupes (resp. des applications linéaires)
on parlera de système projectif de groupes (resp. d’espaces vectoriels). Les applica-
tions uJ définissant les morphismes de cette sous-catégorie seront des morphismes de
groupes (resp. des applications linéaires).
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Définition 4.12. — La suite 0−→(XJ , fJ,J ′)
u−→(YJ , gJ,J ′)

v−→(ZJ , hJ,J ′)−→ 0 de sys-
tèmes projectifs de groupes (indexés par le même ensemble J) est dite exacte si, pour

chaque J de J, la suite 0−→XJ
uJ−→YJ

vJ−→ZJ −→ 0 est exacte.

Si (XJ , fJ,J ′)J
u−→(YJ , gJ,J ′)J est un morphisme de systèmes projectifs de groupes,

on constate que (keruJ , fJ,J ′) et (cokeruJ , gJ,J ′) sont des systèmes projectifs de
groupes appelés noyau et coimage du morphisme u.

Si la suite 0−→(XJ , fJ,J ′)
u−→(YJ , gJ,J ′)

v−→(ZJ , hJ,J ′)−→ 0 de systèmes projectifs de
groupes est exacte, l’élément (yJ) de lim←−

YJ , appartient au noyau de v si et seulement

si vJ(yJ) = 0 pour tout J , c’est-à-dire s’il existe un unique élément (xJ) de
∏
XJ tel

que yJ = u(xJ) pour tout J . Comme

uJ ◦fJ,J ′(xJ′) = gJ,J ′ ◦uJ′(xJ′) = gJ,J ′(yJ′) = yJ

on a fJ,J ′(xJ′) = xJ et (xJ) appartient en fait à lim
←−

XJ . On constate donc que la

suite

0−→ lim
←−

XJ

(lim
←−

uJ)
−−−−−→ lim

←−
YJ

(lim
←−

vJ)
−−−−−→ lim

←−
ZJ

est exacte. Mais, en général, l’application lim
←−

vJ n’est pas surjective.

Théorème 4.13 (Mittag-Leffler). — Soit J un ensemble ordonné contenant un
système cofinal dénombrable, et soit

0−→(XJ , fJ,J ′)
u−→(YJ , gJ,J ′)

v−→(ZJ , hJ,J ′)−→ 0

une suite exacte de systèmes projectifs de groupes indexés par J. Si le système
(XJ , fJ,J ′) satisfait la condition 4.7 de Mittag-Leffler, alors on a une suite exacte

0−→ lim
←−

XJ

(lim
←−

uJ)
−−−−−→ lim

←−
YJ

(lim
←−

vJ)
−−−−−→ lim

←−
ZJ −→ 0

Preuve. — Il faut montrer que l’application lim
←−

vJ est surjective.

Soit (zJ) un élément de lim
←−

ZJ . Par hypothèse, les applicationsvJ sont surjectives.

Pour chaque indice J , les ensembles v−1J (zJ) sont donc non vides. Si vJ′(yJ′) = zJ′ ,

on a vJ ◦gJ,J ′(yJ′) = hJ,J ′(zJ′) = zJ . Autrement dit, gJ,J ′

(
v−1J′ (zJ′)

)
est contenu

dans v−1J (zJ) et
(
v−1J (zJ), gJ,J ′

)
est un système projectif. Montrons qu’il satisfait la

condition de Mittag-Leffler. D’après le lemme 4.8, il existera un élément (yJ) dans
la limite projective de ce système, donc dans lim

←−
YJ , et dont l’image par lim

←−
vJ sera

(zJ).
Si on prend deux éléments yJ et ỹJ de v−1J (zJ), on a vJ(yJ−ỹJ) = zJ−zJ = 0. Donc il
existe un unique xJ dans XJ tel que uJ(xJ) = yJ − ỹJ . On définit alors une distance

sur v−1J (zJ) en posant d̃J(yJ , ỹJ) = dJ(xJ , 0). En fait, si on fixe ỹJ , l’application

xJ 7→ ỹJ + uJ(xJ) est une bijection de XJ dans v−1J (zJ) qui, par définition de la
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distance, est une isométrie. Donc, muni de la distance d̃J , v
−1
J (zJ) est complet.

Si J ′ > J , on a

gJ,J ′(yJ′ − ỹJ′) = gJ,J ′ ◦uJ′(xJ′) = uJ ◦fJ,J ′(xJ′)

donc, pour ε > 0, il existe η tel que, si d̃J′(yJ′ , ỹJ′) = dJ′(xJ′ , 0) < η on a

dJ
(
gJ,J ′(yJ′), gJ,J ′(ỹJ′)

)
= dJ

(
fJ,J ′(xJ′), 0

)
< ε.

Autrement dit, l’application gJ,J ′ est uniformément continue.
Pour J fixé, soit J ′ tel que, pour J ′′ > J ′, fJ,J ′′(XJ′′) est dense dans fJ,J ′(XJ′) et soit

ỹJ = gJ,J ′(ỹJ′) un élément de gJ,J ′
(
v−1J′ (zJ′)

)
. Fixons un élément ỹJ′′ de v−1J′′ (zJ′′) et

définissons l’élément x̃J′ de XJ′ tel que :

uJ′(x̃J′) = gJ′,J′′(ỹJ′′)− ỹJ′ .

On trouve alors uJ ◦fJ,J ′(x̃J′) = gJ,J ′
(
ỹJ′ − gJ′,J′′(ỹJ′′)

)
= ỹJ − gJ,J ′′(ỹJ′′). Pour

tout ε > 0, il existe xJ′′ dans XJ′′ tel que dJ
(
fJ,J ′′(xJ′′), fJ,J ′(x̃J′)

)
< ε. Alors

yJ′′ = ỹJ′′ + uJ′′(xJ′′) appartient à v−1J′′ (zJ′′) et vérifie

d̃J
(
gJ,J ′′(yJ′′), ỹJ

)
= d̃J

(
gJ,J ′′(yJ′′ − ỹJ′′), ỹJ − gJ,J ′′(ỹJ′′)

)
= dJ

(
fJ,J ′′(xJ′′)− fJ,J ′(x̃J′), 0

)
< ε

ce qui montre que gJ,J ′′
(
v−1J′′ (zJ′′)

)
est dense dans gJ,J ′

(
v−1J′ (zJ′)

)
4.3. Faisceautisation. — Un bon point de vue est de considérer A(I) comme
l’intersection des anneaux A(J) pour J parcourant l’ensemble des intervalles fermés
contenus dans I. L’exercice suivant traduit cette remarque d’une manière un peu
pédante mais qui va faire le lien avec le paragraphe précédent.

Exercice 4.14. — Soit I un intervalle ouvert contenu dans ]0,∞[. On note J l’en-
semble des intervalles fermés contenus dans I ordonné par l’inclusion.

1. Vérifier que J est filtrant et contient un système cofinal dénombrable.
2. Pour J ⊂ J ′ on note I J,J ′ l’injection canonique de A(J ′) dans A(J) et on con-

sidère le système projectif (A(J), I J,J ′)J. Vérifier que lim
←−
A(J) est isomorphe

à A(I).

Définition 4.15. — Un faisceau M sur C(I) est la donnée,

1. pour chaque intervalle fermé J contenu dans I, d’un groupe abélienM(J),

2. Pour J ⊂ J ′, d’un homomorphisme de groupeM(J ′)
fM,J,J′
−→ M(J)

Ces données vérifiant les conditions suivantes :

3.
(
M(J), fM,J,J ′

)
est un système projectif :

pour J ⊂ J ′ ⊂ J ′′ on a fM,J,J ′′ = fM,J,J ′ ◦fM,J′,J′′ et fM,J,J est l’identité,
4. Si J = J ′ ∪ J ′′ et si m′ et m′′ appartiennent respectivement àM(J ′) etM(J ′′)

et vérifient fM,J′∩J′′,J′(m′) = fM,J′∩J′′,J′′(m′′) alors il existe m dansM(J) tel
que m′ = fM,J′,J(m) et m′′ = fM,J′′,J(m).
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Remarque 4.16. — La couronne C(I) est un “espace analytique rigide”. En parti-
culier il est muni d’une topologie de Grothendieck pour laquelle les familles de sous-
couronnes fermées

{
C(Ji)

}
, avec I =

⋃
Ji, sont des recouvrements admissibles (voir

[27] page 26 et suivantes par exemple). La condition 4.15-3 définit un préfaisceau et
la condition 4.15-4 assure que ce préfaisceau est un faisceau. Cette seconde condition
assure que tout faisceau est localement acyclique pour les recouvrements admissibles.
Autrement dit, les groupes de cohomologie d’un faisceau peuvent se calculer comme
groupes de cohomologie de Čech associé à n’importe lequel de ces recouvrements.
Toutefois, nous définissons les groupes de cohomologie en utilisant uniquement des
recouvrements par une famille dénombrable et croissante d’intervalles fermés (voir
[27] lemme 1.8.2). Pour ces recouvrements, la condition 4.15-4 est vide et celle-ci
n’apparâıtra donc jamais dans les démonstrations. En fait, notre définition s’applique
aux préfaisceaux et calcule alors la cohomologie du faisceau associé.
On pourrait aussi introduire les groupes de cohomologie comme foncteurs dérivés du
foncteur lim

←−
(dans la démonstration de la proposition 4.21, on montre implicitement

que la catégorie des faisceaux a suffisamment d’injectifs).

A un faisceauM sur C(I) et à un système cofinal dénombrable de J, c’est-à-dire
à une suite (Jn)n∈N d’intervalles fermés tels que Jn+1 ⊃ Jn et

⋃
Jn = I, on associe

l’application :

δ :
∏
n∈N
M(Jn) −→

∏
n∈N
M(Jn) δ

(
mn

)
=
(
fM,Jn,Jn+1

(mn+1)−mn

)
Proposition 4.17. — Le noyau et le conoyau de l’application δ sont indépendants
du choix de la suite (Jn).

Preuve. — On constate facilement que ker δ = lim
←−
M(Jn). Or, comme on l’a vu dans

la remarque 4.10, cette limite projective est indépendante du système cofinal (Jn)
choisi et est la limite projective lim

←−
M(J) du système complet.

Pour traiter le cas du conoyau, on commence par montrer que le conoyau ne
change pas si on remplace la famille (Jn) par une famille extraite Jud

où (ud) est une
suite strictement croissante. Pour cela nous définissons deux applications h0 et h1 de∏

n∈NM(Jn) dans
∏

d∈NM(Jud
) en posant

h0
(
(mn)

)
= (mud

) , h1
(
(mn)

)
=
( ud+1−1∑

n=ud

fM,Jud
,Jn

(mn)
)

et nous établissons leurs principales propriétés :

• Un élément (sd) de
∏

d∈NM(Jud
) étant donné, on pose mud

= sd et mn = 0 si

ud < n < ud+1. On consate alors que h0
(
(mn)

)
= h1

(
(mn)

)
= (sd). Autrement dit,

les applications h0 et h1 sont surjectives.

• L’endomorphisme δu de
∏

d∈NM(Jud
) étant défini par

δu
(
(mud

)
)
=
(
fM,Jud

Jud+1
(mud+1

)−mud

)
,

on constate que :
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h1◦δ
(
(mn)

)
=

( ud+1−1∑
n=ud

fM,Jud
,Jn+1

(mn+1)− fM,Jud
,Jn

(mn)
)

=
(
fM,Jud

,Jud+1
(mud+1

)−mud

)
= δu◦h0

(
(mn)

)
Autrement dit h1◦δ = δu◦h0.

• Soit (sn) un élément de kerh1 c’est-à-dire tel que

ud+1−1∑
n=ud

fM,Jud
,Jn

(sn) = 0 pour tout

d. Alors l’élément mn = −
ud−1∑
k=n

fM,Jn,Jk
(sk) deM(Jn) est indépendant du nombre d

dès que ud > n. On vérifie immédiatement que fM,Jn,Jn+1
(mn+1)−mn = sn et que

h0(mn) = 0. Autrement dit, (sn) = δ(mn) et kerh1 ⊂ δ(kerh0).
On résume ces propriétés dans le diagramme suivant :

ker δ −−→ ker δuy y
kerh0 −−→

∏
n∈NM(Jn)

h0−−→
∏

d∈NM(Jud
) −−→ 0y δ

y δu
y y

kerh1 −−→
∏

n∈NM(Jn)
h1−−→

∏
d∈NM(Jud

) −−→ 0y y y y
0 −−→ coker δ −−→ coker δu −−→ 0

et on constate que coker δu est isomorphe à coker δ.
Maintenant, à partir de deux suites cofinales (Jn) et (J

′
n), on en construit facile-

ment une troisième de la forme (. . . , Jun
, J ′vn , . . .) qui a une suite extraite en commun

avec chacune des deux suites initiales. Ceci suffit à assurer que les conoyaux des
applications δ cöıncident.

Définition 4.18. — SoitM un faisceau sur C(I), on pose : ,

H0
(
C(I),M

)
= ker δ , H1

(
C(I),M

)
= coker δ

Définition 4.19. — Un morphisme (resp. une suite exacte) de faisceaux sur C(I)
est un morphisme de systèmes projectifs de groupes indexés par les intervalles fermés
contenus dans I (définitions 4.11 et 4.12).

Proposition 4.20. — A toute une suite exacte 0−→N −→M−→Q−→ 0 de faisceaux
sur C(I) est associée la suite exacte longue

0−−→H0
(
C(I),N

)
−−→H0

(
C(I),M

)
−−→H0

(
C(I),Q

)
−−→H1

(
C(I),N

)
−−→H1

(
C(I),M

)
−−→H1

(
C(I),Q

)
−−→ 0.

Preuve. — Il s’agit d’une application facile du lemme du serpent [6].
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Ce résultat signifie que, pour tout faisceaux M sur C(I), on a Hi
(
C(I),M

)
= 0

pour i ≥ 2. Le théorème de Mittag-Leffler traite le cas du H1.

Corollaire 4.21 (de 4.13). — Soit N un faisceau sur C(I). Si le système projectif(
N (J), fM,JJ ′

)
satisfait la condition de Mittag-Leffler, alors H1

(
C(I),N

)
= 0.

Preuve. — Le théorème 4.13 et la suite longue 4.20 montrent que, si 0−→N −→M est
une suite exacte de faisceaux, la suite 0−→H1

(
C(I),N

)
−→H1

(
C(I),M

)
est exacte.

Il suffit donc de trouver un faisceauM “contenant N” et tel que H1
(
C(I),M

)
= 0.

On peut, par exemple, définirM par

M(J) =
∑
J′⊂J

N (J ′) , fM,J′′,J

(∑
nJ′

)
=
∑

J′⊂J′′

nJ′ +
∑

J′ ̸⊂J′′

fN ,J′′∩J′,J′(nJ′).

Comme l’équation mn+1 −mn = vn a la solution évidente mn =
∑n

k=0 vk, on vérifie
facilement queM a les propriétés requises.

4.4. Théorème de Lazard. —

Définition 4.22. — On appelle diviseur Z sur la couronne C(I), une application de
l’ensemble des points géométriques de C(I) dans Z qui vérifie les conditions suivantes

1. Pour tout intervalle J fermé contenu dans I, l’ensemble des points géométriques
ζ de C(J) tels que Z(ζ) ̸= 0 est fini,

2. Pour tout K-automorphisme σ de Kalg, on a Z
(
σ(ζ)

)
= Z(ζ).

Le diviseur est dit effectif si Z(ζ) ≥ 0 pour tout point géométrique ζ.

La somme de deux diviseurs est définie comme la somme des applications. On note
D(I) (resp. D+(I)) le groupe des diviseurs (resp. des diviseurs effectifs) sur la
couronne C(I). Pour décrire un diviseur, on utilise une notation qui met en valeur
cette structure de groupe :

Z =
∑

ζ points géométriques de C(I)

Z(ζ) ζ =
∑

ζ∈supp(Z)

Z(ζ) ζ

où supp(Z) désigne le support de Z c’est-à-dire l’ensemble des points géométriques ζ
de C(I) tels que Z(ζ) ̸= 0.

Définition équivalente 4.23. — Soit Z un diviseur (resp. un diviseur effectif) sur
la couronne C(I). Pour chaque intervalle fermé J ⊂ I, le produit

PZ(J)(x) =
∏

ζ∈C(J)

(
x− ζ

)Z(ζ)
est, d’après 4.22-1, une fraction rationnelle (resp. un polynôme) qui appartient à
K(x) (resp. K[x]) d’après 4.22-2. Pour J ⊂ J ′, le rapport PZ(J′)/PZ(J) n’a ni zéro ni
pôle dans la couronne C(J). C’est donc un élement inversible de A(J). On constate
que le système

(
Z(J), I J,J ′

)
, où Z(J) = PZ(J)A(J) et I J,J ′ est l’injection canonique

de F(J ′) dans F(J), est un faisceau sur C(I). Le corollaire 2.25 montre que l’on
obtient ainsi un isomorphisme entre le groupe (additif) D(I) (resp. D+(I)) et le
groupe (multiplicatif) des faisceaux d’idéaux fractionnaires (resp. d’idéaux) sur C(I).
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On note A∗(I), A̸=0(I) et F∗(I) les groupes multiplicatifs des fonctions inversibles
de A(I), des fonctions non nulles de A(I) et des fractions non nulles de F(I).

A une fonction f de A̸=0(I) on associe le diviseur (effectif) div(f) de f pour lequel
div(f)(ζ) est l’ordre du zéro de f au point ζ. Cette définition s’étend aux fractions de

F∗(I) en posant div
(f
g

)
= div(f) − div(g). Le corollaire 2.26 montre que les suites

suivantes sont exactes

0−−→A∗(I)−−→F∗(I) div−−→D(I)(10)

0−−→A∗(I)−−→A ̸=0(I)
div−−→D+(I)(11)

Le but de ce paragraphe est d’étudier la surjectivité de l’application div. Pour cela
nous “faisceautisons” la situation.

Pour J ⊂ J ′, on note resJ,J ′ l’application de D(J ′) dans D(J) “multiplication
par la fonction caractéristique de C(J)”. Les systèmes D :=

(
D(J), resJ,J ′

)
et D+

:=
(
D+(J), resJ,J ′

)
sont des faisceaux (de groupes additifs) sur la couronne C(I) et

les systèmes A∗ :=
(
A∗(J), I J,J ′

)
, A̸=0 :=

(
A̸=0(J), I J,J ′

)
et F∗ :=

(
F∗(J), I J,J ′

)
)

sont des faisceaux (de groupes multiplicatifs) sur la couronne C(I). SiM est l’un de
ces faisceaux, on aM(I) = H0

(
C(I),M

)
. Lorsque H1

(
C(I),A∗

)
= 0, la proposition

4.20 montre que l’application div est surjective, dans chacun des cas (10) ou (11).

Exercice 4.24. — Montrer que H1
(
C(I),D

)
= H1

(
C(I),D+

)
= 0.

[vérifier que D et D+ satisfont la condition de Mittag-Leffler]

Proposition 4.25. — Si K est sphériquement complet et si l’intervalle I est un
ouvert de [0,∞], on a H1

(
C(I),A∗

)
= 0.

Pour démontrer cette proposition nous avons besoin d’étendre la notion de limite
banachique (corollaire 1.45) aux anneaux A(I).
Soit I un intervalle et soit fn =

∑
s∈Z an,sx

s une suite bornée de fonctions de A(I)
c’est-à-dire telle que, pour ρ dans I∩]0,∞[, la suite |fn|ρ soit bornée. Pour s fixé, la
suite |an,s| est alors bornée par ρ−s sup |fn|ρ pour chaque ρ dans I∩]0,∞[.

Définition 4.26. — Soit fn =
∑

s∈Z an,sx
s une suite bornée de A(I). Si le corps K

est sphériquement complet, on définit la limite banachique de la suite fn par

“lim”
n→∞

fn : =
∑
s∈Z

“lim”
n→∞

an,sx
s.

On écrira aussi “lim” fn si cela ne prête pas à confusion.

Remarque 4.27. — L’idée d’obtenir le théorème de Lazard comme corollaire de la
proposition 4.25 se trouve dans [27]. La notion de limite banachique d’une suite
bornée de fonctions analytiques fn avait été introduite par Robba dans [47]. On
montre facilement que cette limite est indépendante du choix de la limite banachique
dans K si et seulement si la suite fn converge dans A(I).

Si I est un intervalle, nous noterons
o

I l’intérieur de I c’est-à-dire le plus grand
(intervalle) ouvert contenu dans I.
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Lemme 4.28. — Soit I un intervalle non réduit à un point, soit
(
fn
)
et
(
gn
)
deux

suites bornées de fonctions de A(I) et soit g une fonction de A(
o

I). Alors

1. la limite banachique “lim” fn appartient à A
( o

I
)
,

2. |“lim” fn|ρ ≤ lim sup |fn|ρ pour ρ dans
o

I,
3. “lim”(fn + gn) = “lim” fn + “lim” gn,
4. “lim”(gfn) = g “lim” fn.

Preuve. — D’après le corollaire 1.45-3, on a, pour tout ρ dans I∩]0,∞[

(12)
∣∣ “lim”
n→∞

an,s
∣∣ ≤ lim sup

n→∞
|an,s| ≤ ρ−s lim sup |fn|ρ

Pour ρ dans
o

I ∩]0,∞[, il existe r < 1 tel que rρ et r−1ρ appartiennent à I. Il vient∣∣ “lim”
n→∞

an,s
∣∣ρs ≤ min

(
r−s lim sup |fn|rρ, rs lim sup |fn|r−1ρ

)
donc lims→±∞

∣∣ “lim”
n→∞

an,s
∣∣ρs = 0 et “lim” fn appartient à A(

o

I).

La propriété 2 est maintenant une conséquence de la majoration (12).

Si g =
∑
finie

bsx
s appartient à K[x, 1x ], la linéarité de “lim” (corollaire 1.45-2) donne

“lim”(g fn) =
∑
s∈Z

“lim”
(∑

finie

bian,s−i

)
xs =

∑
s∈Z

(∑
finie

bi “lim” an,s−i

)
xs = g “lim” fn.

Considérons maintenant une fonction quelconque g =
∑

s∈Z bsx
s de A(

o

I). Comme

l’intervalle I n’est pas réduit à un point, l’intervalle
o

I ∩]0,∞[ est non vide. Choisissant
ρ dans cet intervalle et posant gm =

∑m
s=−m bsx

s, on a lim
m→∞

|g − gm|ρ = 0. Or gm

appartient à K[x, 1x ] et on trouve∣∣g “lim”
n→∞

fn − “lim”
n→∞

(gfn)
∣∣
ρ

≤
∣∣(g − gm) “lim”

n→∞
fn + gm “lim”

n→∞
fn − “lim”

n→∞
(gfn)

∣∣
ρ

=
∣∣(g − gm) “lim”

n→∞
fn + “lim”

n→∞

(
(gm − g)fn

)∣∣
ρ

≤ max
{
|g − gm|ρ sup |fn|ρ, sup |(gm − g)fn|ρ

}
≤ |g − gm|ρ sup |fn|ρ.

En faisant tendre m vers l’infini, on constate que g “lim” fn = “lim”(gfn).

Remarque 4.29. — Il y a une subtilité dans ce lemme : l’anneau A([ρ]) n’est pas
stable par la limite banachique (alors qu’il est stable pour la limite de la norme | · |ρ).
La limite banachique est en effet une généralisation de la limite simple alors que la
limite pour la norme | · |ρ est une limite uniforme.

Preuve de la proposition 4.25. — L’intervalle I étant ouvert, on peut choisir une suite

d’intervalles fermés Jn tels que Jn ⊂
o

Jn+1 et
⋃
Jn = I. Revenant à la définition
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4.18 et tenant compte du fait que les groupes sont multiplicatifs, on doit montrer que
l’application (fn) 7→ (fn/fn+1) de

∏
A∗(Jn) dans lui-même est surjective. Autrement

dit, étant donné une fonction gn de chaque A∗(Jn), on doit trouver une fonction fn
dans chaque A∗(Jn) telle que gn = fn/fn+1.

D’après le corollaire 2.28, on a gn = λnx
sn(1 + g̃n) avec ∥g̃n∥C(Jn) < 1. Posons

f̃n = “lim”
k→∞

k∏
i=1

(
1 + g̃n+i

)
D’après le résultat 4.28-1, cette limite banachique appartient àA(

o

Jn+1) donc àA(Jn).
Plus précisément, pour ρ dans

o

Jn+1, on a∣∣∣1− k∏
i=1

(
1 + g̃n+i

)∣∣∣
ρ
≤ max

0≤i≤k

∣∣g̃n+i

∣∣
ρ
< 1.

A l’aide des propriétés 4.28-2 et -3 on en déduit que
∣∣1 − f̃n∣∣ρ < 1. L’intervalle Jn

étant fermé, on constate que
∥∥1 − f̃n∥∥C(Jn)

< 1. Il en résulte que fn appartient en

fait à A∗(Jn). Par ailleurs, la propriété 4.28-4 montre que f̃n = (1 + g̃n+1)f̃n+1. Il

est maintenant facile de vérifier que la fonction fn = (1 + g̃n)f̃n

n−1∏
i=0

(
λix

si
)−1

appartient à A∗(Jn) et satisfait la relation fn/fn+1 = gn.

Corollaire 4.30 (Théorème de Lazard [36]). — Si le corps K est sphériquement
complet, pour tout diviseur Z (resp. diviseur effectif) de la couronne C(I), il existe
(au moins) une fonction f de F(I) (resp. A(I)) telle que div(f) = Z.

Preuve. — Si l’intervalle est fermé c’est un résultat élémentaire (voir corollaire 2.25)
et il n’y a pas besoin de supposer le corps sphériquement complet.
Si l’intervalle I est ouvert c’est une conséquence immédiate de la proposition 4.25 et
de la suite exacte (10) (resp. (11)).
Si l’intervalle I est semi-ouvert de la forme [α, β[ (resp. ]α, β]), on se ramène au cas
d’un intervalle ouvert en remarquant qu’un diviseur sur la couronne C(I) est aussi un
diviseur sur la couronne C

(
[0, β[

)
(resp. C

(
]α,∞]

)
).

Lorsque le corps K n’est pas sphériquement complet, la proposition 4.44 montrera
que le théorème de Lazard est faux pour la plupart des couronnes C(I).

4.5. Faisceaux cohérents. — Les résultats de ce paragraphe montrent que la
couronne C(I) a des propriétés analogues à celle d’un espace de Stein c’est-à-dire
vérifie les fameux théorèmes A et B de Cartan (théorème 4.35). Ils sont essentiellement
démontrés dans [35].

Définition 4.31. — Un faisceauM sur C(I) est dit cohérent (resp. localement libre) si

1. pour tout J ⊂ I fermé ,M(J) est un A(J)-module de type fini (resp. libre),
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2. pour J ⊂ J ′, l’application fM,J,J ′ est A(J ′)-linéaire et l’application A(J)-
linéaire f̃M,J,J ′ : A(J) ⊗A(J′)M(J ′) → M(J) définie par f̃M,J,J ′(a ⊗ m) =
afM,J,J ′(m) est un isomorphisme.

Soit J un intervalle fermé et soit M un A(J)-module de type fini. Pour chaque

système de générateurs e deM , on a une présentation A(J)de
θe−→M −→ 0 pour laquelle

e est l’image par θe de la base canonique. On munit le K-espace vectoriel A(J)de de
la norme ∥∥ de∑

i=1

aiei
∥∥ = max

1≤i≤de

∥ai∥C(J).

et le K-espace vectoriel M de la semi-norme quotient :∥∥m∥∥
e
= inf

θe(m)=m
∥m∥.

Lemme 4.32. — Soit M un A(J)-module de type fini. Si e et f sont deux systèmes
de générateurs, les semi-normes ∥ · ∥e et ∥ · ∥f sont équivalentes. En fait ces semi-
normes sont des normes pour lesquelles M est un espace de Banach homéomorphe à
A(J)r ⊕Ks. Le couple {r, s} sera appelé signature du module M .

Preuve. — On a fi = Aijej avec Aij dans A(J) d’où un diagramme commutatif :

A(J)de
θe−−→ M −−→ 0

h
y id

y
A(J)df

θf−−→ M −−→ 0

dans lequel l’application linéaire h est donnée par la matrice
(
Aij

)
. On a clairement

∥h∥ = max ∥Aij∥C(J). Pour m dans M , il existe m dans A(J)de tel que θe(m) = m et
∥m∥ ≤ 2∥m∥e. Comme m = θf◦h(m), on trouve :

∥m∥f ≤ ∥h(m)∥ ≤ ∥h∥ ∥m∥ ≤ 2∥h∥ ∥m∥e.
Les deux systèmes de générateurs jouant un rôle symétrique, les deux semi-normes
sont équivalentes.

L’anneau A(J) est un anneau principal dont chaque idéal strict est engendré par
un polynôme non constant ayant ses racines dans la couronne C(J) (corollaire 2.25).
D’après [7] VII 3.4 théorème 2, M est isomorphe à A(J)r

⊕s
i=1A(J)/PiA(J) pour

des polynômes Pi non constants ayant leurs racines dans la couronne C(J) (on peut
supposer que Pi+1 divise Pi). Pour conclure, il suffit de montrer que A(J)/PA(J)
muni de la norme ∥f∥{1} = infh=f+Pg ∥h∥C(J) est homéomorphe à Kdeg(P ).

D’après le lemme 2.15, pour f dans A(J), il existe un unique polynôme R tel que
deg(R) < deg(P ) et f = R+ Pg avec g dans A(J). L’application f 7→ R donne donc
une bijection de A(J)/PA(J) dans KdegP . Soit ζ une racine d’ordre r de P . C’est
un point géométrique de C(J) donc, pour 0 ≤ i < r et h dans f + P A(J), on a∣∣ζi di

dxi
R(ζ)

∣∣ = ∣∣ζi di
dxi

h(ζ)
∣∣ ≤ |h||ζ| ≤ ∥h∥C(J).

Il en résulte que
∣∣ζi di

dxiR(ζ)
∣∣ ≤ ∥f∥{1}.
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Quitte à faire un changement de variable x 7→ x− a avec a suffisamment petit, on

peut supposer P (0) ̸= 0. On constate alors que ∥f∥{1} = 0 implique di

dxiR(ζ) = 0 pour
toute racine ζ de P et pour tout entier i strictement plus petit que l’ordre de cette
racine. Ceci signifie que P divise R. Mais comme deg(R) < deg(P ) cela implique
R = 0 et f dans P A(J). Ainsi ∥ · ∥{1} est une norme sur KdegP donc équivalente à
la norme canonique (théorème 1.14).

Lemme 4.33. — Soit I un intervalle, J l’ensemble ordonné filtrant des inter-
valles fermés J ⊂ I et M un faisceau cohérent sur C(I). Le système projectif
(M(J), fM,J,J ′) vérifie alors la condition de Mittag-Leffler 4.7-forte.

Preuve. — On choisit, pour chaque J , un système de générateur eJ deM(J).

1. L’ensemble M(J) est non vide, car il contient 0, et il est muni de la distance
dJ(m,n) = ∥m− n∥e pour laquelle il est complet d’après le lemme 4.32.

2. Pour J ⊂ J ′ d’après 4.31-2, fM,J,J ′(eJ′) est un système générateur de M(J) et,
d’après le lemme 4.32, il existe une constante C telle que ∥m∥eJ ≤ C∥m∥fM,J,J′ (eJ′ )

pour tout m dans M(J). Par ailleurs, pour f dans A(J ′), on a ∥f∥C(J) ≤ ∥f∥C(J′)

(voir formule (3)). Il en résulte que l’on a ∥fM,J,J ′(m)∥fM,J,J′ (eJ′ ) ≤ ∥m∥eJ′ pour

tout m dansM(J ′) car toute décomposition m =
∑
aieJ′,i donne une décomposition

fM,J,J ′(m) =
∑
aifM,J,J ′(eJ′,i) (il peut exister des décompositions de fM,J′,J(m)

dans la base eJ′ qui ne sont pas de ce type). On a donc, pour tout m dansM(J ′)

∥fM,J,J ′(m)∥eJ ≤ C∥fM,J,J ′(m)∥fM,J,J′ (eJ′ ) ≤ C∥m∥eJ′ .

L’application (linéaire) fM,J,J ′ est (uniformément) continue.

3. Pour J ⊂ J ′, l’anneau A(J ′), qui contient K[x, 1x ], est dense dans A(J) pour
la topologie de la norme ∥ · ∥C(J). On en déduit facilement que le A(J ′)-module

fM,J,J ′
(
M(J ′)

)
est dense dans le A(J)-moduleM(J) qu’il engendre.

Lemme 4.34. — Soit J un intervalle fermé et soit M un A(J)-module libre de type
fini. Tout sous-A(J)-module N de M est libre et fermé pour la topologie de M . En
particulier, si N est partout dense dans M , alors N =M .

Preuve. — Comme l’anneau A(J) est principal, le fait que N soit libre est un résultat
classique. Plus précisément ([7] VII 3.3 théorème 1), si M est de rang µ, il existe une
base e de M , un nombre ν ≤ µ et des polynômes non nuls Pi de K[x] ayant toutes
leurs racines dans la couronne C(J) tels que {Piei}1≤i≤ν soit une base de N .
Soit maintenant mn =

∑ν
i=1 ai,nPiei une suite d’éléments de N qui converge dans M

et soit m =
∑µ

i=1 aiei sa limite. Par définition de la topologie de M , c’est-à-dire de
la norme ∥ · ∥e, on a limn→∞ ∥ai − ai,nPi∥C(J) = 0. En particulier ai = 0 pour i > ν.
Il reste à voir que ai est divisible par Pi.

Soit ζ une racine d’ordre r de Pi. Pour 1 ≤ j < r, on trouve∣∣xjdj
djx

(ai)(ζ)
∣∣ = ∣∣xjdj

djx
(ai − ai,nPi)(ζ)

∣∣ ≤ ∥∥xjdj
djx

(ai − ai,nPi)
∥∥
C(J) ≤ ∥ai − ai,nPi

∥∥
C(J)
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Si ζ ̸= 0, en faisant tendre n vers l’infini, on obtient dj

djxai(ζ) = 0. Le cas ζ = 0 n’est
à considérer que lorsque C(J) est un disque. Il se traite en faisant un changement
d’origine.

Théorème 4.35. — Soit I un intervalle contenu dans ]0,∞[ et soitM un faisceau
cohérent sur C(I). Alors on a :

A.– H1
(
C(I),M

)
= 0.

B.– L’ensembleM(I)
déf
= H0

(
C(I),M

)
des sections globales est un A(I)-module et,

pour J ⊂ I fermé, l’image fM,J

(
M(I)

)
engendre le A(J)-moduleM(J).

Preuve. — Résultat A : c’est une conséquence du corollaire 4.21 et du lemme 4.33.
RésultatB : les relations a(mJ)+(m′J) = (amJ+m

′
J) munissentM(I) d’une structure

de A(I)-module. Comme le système projectif (M(J), fM,J,J ′)J vérifie la condition de
Mittag-Leffler forte, le corollaire 4.9 montre que, pour tout J , l’image fM,J

(
M(I)

)
est dense dansM(J). A plus forte raison, le A(J)-module engendré par cette image
est dense et donc égal àM(J) d’après le lemme 4.34.

Remarque 4.36. — Le théorème 4.35-B signifie aussi que l’applicationA(J)-linéaire
f̃M,J : A(J)⊗A(I)M(I)→M(J) définie par f̃M,J(a⊗m) = afM,J(m) est surjective.
Par contre on va voir (exemples 4.37 et 4.49) qu’elle n’est pas injective en général.
En fait le point clef est de savoir siM(I) est de type fini.

L’application fM,J étant surjective, un système de générateurs du A(I)-module
M(I) donne, pour tout intervalle fermé J ⊂ I, un système de générateurs du A(J)-
moduleM(J). Dans l’exemple suivant, le nombre minimum de générateurs des mod-
ulesM(J) n’est pas borné et doncM(I) n’est pas de type fini. On vérifie aussi que
l’application fM,J n’est pas injective.

Exercice 4.37. — Soit a un nombre de K tel que |a| < 1. Pour 1 ≤ m ≤ n, on pose
Pm,n(x) =

∏n
i=m(xi − a).

1. On pose rn = |a|1/n. Vérifier que les racines du polynôme Pm,n se trouvent
dans la couronne C

(
[rm, rn]

)
. En déduire que, pour ℓ > n,

A
(
[0, rn]

)
/Pm,ℓA

(
[0, rn]

)
= A

(
[0, rn]

)
/Pm,nA

(
[0, rn]

)
et en particulier que ce module est réduit à {0} pour m > n.

2. Montrer que M
(
[0, rn]

)
=
⊕n

m=1A
(
[0, rn]

)
/Pm,nA

(
[0, rn]

)
est un A

(
[0, rn]

)
-

module de signature
(
0, 16n(n + 1)(2n + 1)

)
(lemme 4.32) et ne peut pas être

engendré par moins de n éléments (il est déjà sous forme canonique).
3. Montrer que lesM

(
[0, rn]

)
définissent un faisceau cohérentM sur la couronne

C
(
[0, 1[

)
. Montrer queM

(
[0, 1[

)
n’est pas de type fini.

On va maintenant se limiter au cas des faisceaux cohérents localement libres. Pour
un tel faisceau M, la propriété 4.31-2 implique que le rang r du A(J)-module libre
M(J) est indépendant de J . Autrement dit, pour tout J , le module M(J) est de
signature (r, 0). On dit que r est le rang deM.
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Définition 4.38. — On dit que le faisceau cohérent M sur la couronne C(I) est
libre siM(I) est un A(I)-module libre de type fini et siM(J) = A(J)⊗A(I)M(I),
les applications fM,J,J ′ étant les injections canoniques.

Lemme 4.39. — Si le corps K est sphériquement complet, tout faisceau cohérent
M localement libre de rang 1 sur la couronne C(I) est libre.

Preuve. — Par hypothèse, on a M(J) = A(J) eJ . D’après le théorème 4.35-B, il
existe m = a ej dans l’image fM,J

(
M(I)

)
tel que ∥a−1∥C(J) < 1. Alors a appartient

à A(J)∗. Autrement dit, m est aussi une base de A(J). On peut donc, et on va,
supposer que eJ est lui-même dans fM,J

(
M(I)

)
.

Pour chaque intervalle fermé J ⊂ I, on choisit un élément ẽJ tel que fM,J(ẽJ) =
eJ . Pour J ⊂ J ′, on a fM,J,J ′(eJ′) = aJ,J ′eJ avec aJ,J ′ dans A(J). D’après 4.15-
3, pour J ⊂ J ′ ⊂ J ′′, on a aJ,J ′′ = aJ,J ′aJ′,J′′ . La condition 4.31-2 assure que
fM,J,J ′(eJ′) est une base deM(J). Donc aJ,J ′ appartient à A∗(J).

Par ailleurs, on a fM,J′(ẽJ) = bJ,J ′eJ′ avec bJ,J ′ dans A(J ′) et, pour J ′ ⊃ J , on
trouve

eJ = fM,J,J ′ ◦fM,J′(ẽJ) = bJ,J ′aJ,J ′eJ .

Donc bJ,J ′aJ,J ′ = 1 et aJ,J ′ appartient à F∗(J ′).
Nous fixons maintenant un intervalle fermé J0 ⊂ I. Pour J0 ⊂ J ⊂ J ′, on a

div(aJ0,J′) = div(aJ0,J) + div(aJ,J ′) et, d’après le corollaire 2.28, les restrictions des
diviseurs div(aJ0,J′) et div(aJ0,J) à la couronne C(J) sont égales. Nous pouvons donc
définir un diviseur Z sur C(I) en demandant que sa restriction à la couronne C(J)
soit égale au diviseur div(aJ0,J′) pour n’importe quel intervalle J ′ ⊃ J ⊃ J0.

Puisque le corps K est sphériquement complet, il existe a dans F∗(I) tel que
div(a) = Z. A priori, a/aJ0,J est un élément de F∗(J). Mais, par construction, cette
fonction n’a ni pôle ni zéro sur la couronne C(J). Donc c’est une fonction de A∗(J).

Soit maintenant m un élément de M(I). Pour chaque intervalle fermé J ⊂ I, il

s’écrit m =
(
bJ

a

aJ0,J
eJ

)
J⊃J0

avec bJ dans A(J). Pour J0 ⊂ J ⊂ J ′, on trouve

bJ
a

aJ0,J
eJ = fM,J,J ′

(
bJ′

a

aJ0,J′
eJ′

)
= bJ′

a

aJ0,J′
aJ,J ′eJ = bJ′

a

aJ0,J
eJ

et on constate que bJ = bJ′ . Autrement dit, bJ est indépendant de J ⊃ J0. On va le
noter b.

Considérons maintenant l’élément e
déf
=
( a

aJ0,J
eJ

)
J⊃J0

de M(I) =. On constate

que m = b e. DoncM(I) est un A(I)-module libre de rang 1.

Théorème 4.40. — Si le corps K est sphériquement complet, tout faisceauM cohé-
rent et localement libre sur la couronne C(I) est libre.

Preuve. — On fait une démonstration par récurrence sur le rang r deM.
• Si r = 1, le résultat est démontré dans le lemme 4.39.
• Si r > 1, on choisit un élément m dansM(I) et, pour chaque intervalle fermé J ⊂ I,
on note N (J) le plus grand sous-A(J)−module libre de rang 1 deM(J) qui contient
fM,J(m) et on choisit un générateur eJ de N (J) (voir lemme 4.32).
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On a fM,J(m) = aJeJ avec aJ dans A(J). Pour J ⊂ J ′, la condition 4.31-3
impose à fM,J,J ′(eJ′) = aJ/aJ′eJ d’être aussi un générateur de N (J). Par suite, le
quotient aJ/aJ′ appartient à A∗(J) et le système des N (J) est un faisceau cohérent
localement libre de rang 1. D’après le lemme 4.39, il est libre. Maintenant, pour
chaque J , on a une suite exacte :

0−−→N (J)−−→M(J)−−→Q(J)−−→ 0

dans laquelle les Q(J) sont des A(J)-modules libres de rang r − 1. L’hypothèse
de récurrence affirme qu’ils définissent un faisceau libre sur la couronne A(I). la
proposition 4.20 et le théorème 4.35-A donnent une suite exacte

0−−→N (I)−−→M(I)−−→Q(I)−−→ 0

de A(I)-modules dans laquelle N (I) (resp. Q(I)) est libre de rang 1 (resp. de rang
r − 1). Il en résulte queM(I) est libre de rang r.

4.6. Structure algébrique des anneaux A(I). — Les anneaux A(I), pour I
ouvert ou semi-ouvert, ne sont ni principaux ni même noethériens. Cependant le
corollaire 4.42 montre qu’ils sont cohérents lorsque le corps K est sphériquement
complet. Si l’intervalle I est fermé, les corollaires 4.42 et 4.43 sont évidemment vrais
sans hypothèse sur le corps complet K.

Lemme 4.41 ([18]). — Soit I ⊂ [0,∞] un intervalle et soit f et g deux fonctions
de A(I) qui n’ont aucun zéro commun. Alors l’idéal engendré par f et g est A(I)
tout entier.

Preuve. — Soit J un intervalle fermé contenu dans I. On considère la suite

0−−→A(J) ι−−→A(J)2 π−−→A(J)−−→ 0(13)

définie par ι(u) = (−gu, fu) et π(u, v) = fu+ gv. La suite (13) est exacte car

• on a clairement π◦ι = 0,

• si ι(u) = 0, on a gu = fu = 0 donc u = 0,

• l’application π est surjective : d’après le corollaire 2.25 il existe un polynôme PJ

(resp. QJ) de K[x] dont toutes les racines sont dans C(J) et une fonction f̃ (resp.

g̃) inversible dans A(J) telle que f = PJ f̃ (resp. g = QJ g̃). Par construction, les
polynômes PJ et QJ n’ont pas de racine commune. Ils sont donc premiers entre eux.

Toute fonction h de A(J), mise sous la forme Ph̃ avec h̃ inversible et P polynôme,

s’écrit h = (QPJ +RQJ)h̃ =
h̃Q

f̃
f +

h̃R

g̃
g et appartient donc à l’image de π.

• si π(u, v) = 0, on a uf = −vg c’est-à-dire uf̃PJ = −vg̃QJ . Donc uf̃ = −τQJ et

vg̃ = τPJ avec τ dans A(J). Autrement dit, (u, v) =
(
− τ

f̃ g̃
g,

τ

f̃ g̃
f
)
= ι
( τ
f̃ g̃

)
.

La suite exacte (13) est en fait une suite exacte de faisceaux cohérents sur la couronne
C(I). La suite exacte longue associée (proposition 4.20) s’écrit :

0−−→A(I) ι−−→A(I)2 π−−→A(I)−−→H1
(
C(I),A

)
= 0.
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En particulier, l’application π : A(I)2 → A(I) est surjective.

Corollaire 4.42. — Si le corps K est sphériquement complet, l’anneau A(I) est de
Bezout, c’est-à-dire que tout idéal de type fini de A(I) est principal.

Preuve. — Considérons un idéal (f, g) engendré par deux fonctions, le cas général
se traite de manière analogue (ou par récurrence). D’après le théorème de Lazard
4.30, il y a une fonction h de A(I) dont le diviseur est le pgcd des diviseurs des deux
fonctions f et g (c’est-à-dire qui a en chaque point de la couronne C(I) un zéro d’ordre
exactement égal au plus petit des ordres des zéros de f et de g en ce point).

Par construction, les fonctions
f

h
et
g

h
appartiennent à A(I) (corollaire 2.26) et n’ont

pas de zéro commun. Elles engendrent donc A(I) (lemme 4.41) et on constate que h
est un générateur de l’idéal engendré par f et g.

Corollaire 4.43. — Si le corps K est sphériquement complet, tout sous-module de
type fini d’un A(I)-module libre de type fini est libre.

Preuve. — On démontre par récurrence sur n, que tout sous-A(I)-moduleM de type
fini de A(I)n est libre.
• Pour n = 1, M est un idéal de type fini de A(I) donc principal (corollaire 4.42). Il
est bien libre.
• Dans le cas général, on utilise la projectionA(I)n p−→A(I) sur la dernière composante

(p(a1, . . . , aµ) = aµ) et sa restriction M
p−→ p(M). L’image p(M) est un idéal de type

fini de A(I) donc principal. Soit {m1, . . . ,mν} un système de générateurs de M . Si
m =

∑
aimi est un élément du noyau de p, on a m = m− p(m) =

∑
ai
(
mi− p(mi)

)
.

Comme p◦p = p, les mi − p(mi) sont dans le noyau de p et en forment un système
générateur. Le noyau de p est donc de type fini dans A(I)n−1 c’est-à-dire libre d’après
l’hypothèse de récurrence. Il en résulte que M lui-même est libre.

La proposition 4.48 montre que l’hypothèse “sphériquement complet” est indis-
pensable dans le corollaire 4.42 et donc dans le corollaire 4.43.

4.7. Cas d’un corps non sphériquement complet. — Dans ce paragraphe on
suppose que le corps K est complet mais pas sphériquement complet (4). Toutefois
certaines démonstrations restent valables dans tous les cas. Par exemple la proposition
4.45 donne une démonstration élémentaire d’une forme faible du théorème de Lazard.

Proposition 4.44. — Si K est un corps complet non sphériquement complet, il ex-

iste r > 0 pour lequel l’application A̸=0
(
[0, r[

) div−→D+
(
[0, r[

)
n’est pas surjective.

Preuve [26]. — Par hypothèse, il existe une suite de disques “fermés” non vides
strictement embôıtés Dn (1 ≤ n) dont l’intersection est vide. Notons ρn le rayon
du disque Dn. Les ρn forment une suite strictement décroissante de limite ρ non
nulle car le corps K est complet. Pour chaque n, nous choisissons un nombre cn dans
Dn −Dn+1 et nous posons bn = cn+1 − cn. On constate que ρ < ρn+1 < |bn| ≤ ρn.

(4)En particulier, K n’est pas à valuation discrète.
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On pose r = 1/ρ et on considère le diviseur Z =
∑
b−1n qui est défini sur la couronne

C
(
[0, r[

)
et qui serait le diviseur de la “fonction”

∏
(1 − bnx) ... si ce produit infini

convergeait (ce qui n’est pas car les bn ne tendent pas vers 0).
Supposons qu’il existe une fonction f =

∑∞
s=0 asx

s de A
(
[0, r[

)
dont le diviseur

est Z. Comme Z(0) ̸= 0, on peut supposer que a0 = 1. Posons rn = 1/|bn|.
D’après le corollaire 2.24, pour tout n ≥ 1, on a f = gn

∏n−1
i=1 (1 − bix) avec gn dans

A∗
(
[0, rn[

)
. En particulier, |gn|rn = |g(0)| = 1 et donc gn = 1 + αnx + · · · avec

|αn| ≤ r−1n = |bn| ≤ ρn.
On trouve a1 = αn−

∑n−1
i=1 bi = αn− cn + c1 et on constate que c1− a1 = cn−αn

appartient à Dn =
{
ζ ; |ζ − cn| ≤ ρn

}
. Ceci ayant lieu pour tout n, l’intersection des

Dn n’est pas vide contrairement à l’hypothèse.

Par homothétie cette proposition se généralise à beaucoup d’autres intervalles I.
Plus précisément, il s’agit des intervalles I = (α, β) pour lesquels on a soit β dans
1/ρ |Kalg|∗ soit αdans ρ |Kalg|∗ où ρ ̸= 0 est la limite des rayons d’une famille de
disques embôıtés dont l’intersection est vide.

Proposition 4.45. — Soit r > 0, soit
(
an
)
n≥1 une suite de K telle que la suite |an|

soit croissante et tende vers r et soit zn une suite de N qui tend vers l’infini. Il existe
une fonction f de A

(
[0, r[

)
telle que div(f) =

∑
znan.

Preuve. — On considère les produits infinis :

fs(x) =

∞∏
n=s

(
1−

( x
an

)zn)
Pour ρ < r, posons n(ρ) = min{n ; an > ρ}. Pour n ≥ n(ρ), on trouve :∣∣∣( x

an

)zn ∣∣∣
ρ
<
( ρ

|an(ρ)|

)zn
< 1

Comme la suite zn tend vers l’infini, on en déduit que les produits infinis définissant
les fonctions fs convergent pour la valeur absolue | · |ρ. Ceci ayant lieu pour tout ρ,
les fonctions fs appartiennent à A

(
[0, r[

)
. Par ailleurs, on vérifie que |fn(ρ)− 1

∣∣
ρ
< 1.

Donc la fonction fn(ρ) appartient à A∗
(
[0, ρ]

)
. On constate alors facilement que la

fonction f = f1 a un zéro d’ordre exactement zn au point an et aucun autre zéro.

Nous laissons le soin au lecteur de généraliser la proposition 4.45 et d’en déduire
le résultat suivant.

Corollaire 4.46 (Lazard [36]). — Pour tout diviseur Z de la couronne C(I) il ex-
iste une fonction f de A(I) dont le diviseur a le même support que Z et telle que
div(f)(ζ) ≥ Z(ζ).

Le meilleurs résultat que nous connaissons dans cette direction se trouve dans [25]
(théorème 25.5). Avant de l’énoncer, nous avons besoin d’une définition.
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Si Z est un diviseur sur C
(
[0, 1[

)
, on définit la fonction wZ sur [0, 1[ en posant :

(14) wZ(ρ) =
|PZ([0,ρ])|ρ
|PZ([0,ρ])(0)|

=
∏
|ζ|≤ρ

( ρ

|ζi|

)zi
.

Pour f dans A
(
[0, 1[

)
avec div(f) = Z et |f(0)| = 1, on a |f |ρ = wZ(ρ) (voir 2.29-1).

Proposition 4.47. — Pour tout diviseur Z de la couronne C
(
[0, 1[

)
et tout nombre

B > 1 il existe (au moins) une fonction f de A
(
[0, 1[

)
qui a un zéro d’ordre au moins

Z(ζ) au point ζ et telle que |f |ρ ≤ BwZ(ρ) (voir (14)).

Proposition 4.48. — Si K est un corps complet non sphériquement complet, il ex-
iste r > 0 pour lequel l’anneau A

(
[0, r[

)
n’est pas de Bezout.

Preuve [26]. — D’après la proposition 4.44, il existe r > 0 et un diviseur Z sur
C
(
[0, r[

)
qui n’est le diviseur d’aucune fonction de A

(
[0, r[

)
. Plus précisément, dans

la démonstration de la proposition 4.44, le diviseur Z était de la forme
∑
an pour une

suite |an| strictement croissante et de limite r. Dans ces conditions, si nous choisissons
une suite zn qui tend vers l’infini, la proposition 4.45 montre qu’il existe une fonction
f de A

(
[0, r[

)
telle que div(f) =

∑
znan.

Choisissons maintenant une suite bn telle que 0 < |an − bn| < |a1| < |an| et
limn→∞ |an − bn| = 0 et considérons la fonction

hs(x) =

∞∏
n=s

(
x− bn
x− an

)zn−1

=

∞∏
n=s

(
1 +

an − bn
x− an

)zn−1

.

Pour ρ < r, posons n(ρ) = min{n ; an > ρ}. Pour n ≥ n(ρ), on trouve :∣∣∣∣an − bnx− an

∣∣∣∣
ρ

=
|an − bn|
|an(ρ)|

< 1

et on constate que hn(ρ) appartient à A∗
(
[0, ρ]

)
. Il en résulte que la fonction h

déf
= h1

appartient à F∗
(
[0, r[

)
et a un diviseur égal à

∑
(zn − 1)bn −

∑
(zn − 1)an.

La fonction g
déf
= h f appartient a priori à F

(
[0, r[

)
mais son diviseur

∑
(zn−1)bn+∑

an étant effectif, elle appartient en fait à A
(
[0, r[

)
(en effet, pour tout ρ < r elle

appartient à A
(
[0, ρ]

)
). L’idéal (f, g) ne peut être principal car le diviseur de son

générateur devrait être le diviseur des zéros communs à f et g, c’est-à-dire
∑
an, or

ce dernier n’est le diviseur d’aucune fonction de A
(
[0, r[

)
.

Exercice 4.49. — Soit Z un diviseur effectif sur la couronne C(I) (définition 4.23).

1. Vérifier que le systèmeMZ
déf
=
(
A(J), fJ,J ′

)
défini par fJ,J ′(1) = PZ(J)/PZ(J′) =∏

ζ∈C(J′)−C(J)
(
x− ζ)−Z(ζ) est un faisceau cohérent localement libre de rang 1.

2. Montrer que, s’il existe une fonction a de A(I) telle que Z = div(f), le A(I)-
moduleMZ(I) est libre de rang 1.

3. On suppose que Z =
∑
an est le diviseur sur A

(
[0, r[

)
construit dans la démons-

tration de la proposition 4.48 et dont l’idéal associé est engendré par deux
fonctions f et g. Vérifier que, pour 0 ≤ r′ < r et J = [0, r′], on a f =
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PJ f̃J et g = QJ g̃J avec PJ et QJ deux polynômes de K[x] et f̃J et g̃J deux

fonctions de A∗(J). Montrer que f̃IZ ,J

(
QJ ⊗ f − PJ

f̃J
g̃J
⊗ g
)

= 0 mais que

QJ ⊗ f −PJ
f̃J
g̃J
⊗ g = 1⊗QJf −

f̃J
g̃J
⊗PJg n’est pas nul dans A(J)⊗A(I)M(I).

En déduire que l’application f̃MZ ,J n’est pas injective.

4.8. Démonstration originale du théorème de Lazard. — Dans un but his-
torique, nous présentons la démonstration originale du théorème de Lazard [36] en
nous limitant au cas où I = [0, 1[.

Théorème 4.50 (Lazard [36]). — Si le corps K est sphériquement complet, pour
tout diviseur Z de la couronne C

(
[0, 1[

)
, il existe (au moins) une fonction f de

A
(
[0, 1[

)
telle que div(f) = Z.

Preuve. — Nous supposerons que Z(0) ̸= 0 ce qui n’est pas une réelle restriction. On
note 0 < r1 < r2 < · · · < rn < · · · la suite des valeurs absolues des points de supp(Z).
Par définition, on a lim rn = 1.

On pose Pn(x) =
∏
|ζ|=rn

(
1 − x

ζ

)Z(ζ)
de telle sorte que, si zn =

∑
|ζ|=rn

Z(ζ) désigne

le nombre de points, avec multiplicité, du diviseur Z sur le cercle |ζ| = rn, on ait:

|Pn|ρ =

{
1 si ρ ≤ rn( ρ
rn

)zn
si ρ ≥ rn

Le polygone de valuation du polynôme Pn ayant un seul sommet d’abscisse rn, ce
polynôme est rn-extrémal. D’après le lemme 2.15, a toute fonction f de A([rn]), on
peut associer son reste Rn(f) dans la division par le polynôme Pn. C’est un polynôme
ayant les propriétés suivantes :

f −Rn(f) ∈ PnA([rn]) , deg
(
Rn(f)

)
< deg(Pn) et |Rn(f)|rn ≤ |f |rn .

Si f et g sont des fonctions de A([rn]), on a g = Pnh+Rn(g) d’où :

Rn(f Rn(g)) = Rn

(
f (g − Pnh)

)
= Rn(fg)

Pour contruire la fonction f , on va construire, par une double récurrence sur (n, r)
dans N2, des fonctions fn,r de A([0, 1[) telles que :

1. fn,r(0) = 1,
2. Ri(fn,r) = 0 pour 1 ≤ i ≤ n,
3. |fn,r − fn−1,r|ρ ≤ ρr w(ρ)min

(
1,

ρ

rn

)
,

4. |Ri(fn,r)|ri ≤ rri w(ri) pour n < i,
5. |fn,r|ρ ≤ w(ρ) pour ρ < 1.
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Figure 4. Les fonctions w(ρ), ρrw(ρ) et ρr w(ρ)min
(
1,

ρ

rn

)
.

• On prend f0,0 = 1.
• Pour r ≥ 0 fixé et n ≥ 1, on pose

fn,r = fn−1,r −QRn

(fn−1,r
Q

)
avec Q(x) = xr+1

n−1∏
i=1

Pi(x).

Les racines du polynôme Q ont pour valeurs absolues les nombres 0, r1, . . . , rn−1 et
Q est donc un élément inversible de A([rn]) ce qui justifie la définition de fn,r.
On a Q(0) = 0 et la condition 1. est évidemment satisfaite.
Pour 1 ≤ i ≤ n− 1, fn−1,r et Q sont divisibles par Pi, donc Ri(fn−1,r) = 0 et

Rn(fn,r) = Rn(fn−1,r)−Rn

(
QRn

(fn−1,r
Q

))
= Rn(fn−1,r)−Rn

(
Q
fn−1,r
Q

)
= 0

ce qui achève de démontrer la condition 2. Par ailleurs, d’après la relation 4., on a :

|fn,r − fn−1,r|rn =
∣∣∣QRn

(fn−1,r
Q

)∣∣∣
rn

=
∣∣∣QRn

( 1

Q
Rn(fn−1,r)

)∣∣∣
rn

≤ |Q|rn |
1

Q
Rn(fn−1,r)|rn = |Rn(fn−1,r)|rn ≤ rrn w(rn).

Pour ρ ≤ rn, on a |Q|ρ = ρr+1 w(ρ). Comme le polynôme fn,r−fn−1,r est divisible par
Q, les pentes de son polygone de valuation sont au moins égales à celles du polygone
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de valuation de Q. On en déduit que, :

|fn,r − fn−1,r|ρ ≤
|Q|ρ
|Q|rn

rrn w(rn) =
1

rn
ρr+1 w(ρ).

Pour rn ≤ ρ, on remarque que, par définition, le degré du polynôme Rn(fn−1,r) est

au plus zn− 1 et que celui de fn,r − fn−1,r est donc au plus r+1+
∑n−1

i=1 zi + zn− 1.
Les pentes du polygone de valuation de fn,r − fn−1,r sont au plus égales à celles de
la fonction ρrw(ρ). On en déduit que :

|fn,r − fn−1,r|ρ ≤
ρrw(ρ)

rrnw(rn)
rrn w(rn) = ρr w(ρ),

ce qui achève de démontrer le point 3.
On trouve maintenant

|Ri(fn,r)|ri ≤ max
(
|Ri(fn−1,r)|ri , |Ri(fn,r − fn−1,r)|ri

)
≤ max

(
|Ri(fn−1,r)|ri , |fn,r − fn−1,r)|ri

)
≤ rir w(ri)

ce qui démontre 4., et

|fn,r|ρ ≤ max
(
|fn−1,r|ρ, |fn,r − fn−1,r|ρ

)
≤ w(ρ)

ce qui démontre 5.
• Il reste à faire la récurence sur r. Pour r ≥ 1, on remarque que, si 1 ≤ n, on a

min
(
1,

ρ

rn−1

)
≤ min

(
1,

ρ

rn

)
. On pose f0,r = “lim”

n→∞
fn,r−1. Le lemme 4.28 montre que

f0,r appartient à A
(
[0, 1[

)
et vérifie, pour tout n, la relation :

|f0,r − fn,r−1|ρ ≤ ρr w(ρ)min
(
1,

ρ

rn

)
.

par construction, on a f0,r(0) = 1. Les conditions 2. et 3. sont vides et la condition
5. est une conséquence immédiate de la majoration précédente. Pour la condition 4.,
on prend n > i, de sorte que Ri(fn,r−1) = 0 et on calcule :

|Ri(f0,r)|ri ≤ inf
n>i
|Ri(f0,r − fn,r)|ri ≤ inf

n>i
, |f0,r − fn,r−1)|ri

≤ ri
r−1 w(ri) inf

n>i
min

(
1,
ri
rn

)
= ri

r w(ri).

La majoration |f0,r−f0,r−1|ρ ≤ ρr w(ρ) montre que la suite f0,r est convergente pour
chaque valeur absolue | · |ρ donc converge dans A

(
[0, 1[

)
. La condition 5. montre que

sa limite f vérifie |f |ρ ≤ w(ρ) pour ρ < 1. Maintenant, on a

|Ri(f)|ri = lim
r→∞

|Ri(f0,r)|ri ≤ lim
r→∞

ri
r w(ri) = 0.

Autrement dit, Ri(f) = 0 et f est divisible par Pi pour tout i. Donc le diviseur div(f)
est plus grand que Z. Mais la condition |f |ρ ≤ w(ρ) interdit à f d’avoir d’autres zéros
que les racines des Pi. Donc (f) = Z.
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5. Fonctions surconvergentes

5.1. Les anneaux E et E†. — Ces anneaux n’interviendront que très peu dans ce
cours. Nous les introduisons car on les rencontre beaucoup dans la littérature.

On appelle anneau!d’Amice le sous-anneau du corps E1 défini par :

E = {f =
∑
s∈Z

as x
s ; as ∈ K, sup

s∈Z
|as| <∞, lim

s→−∞
as = 0}

Il donc est muni de la valeur absolue :

|f | déf= |f |1 = sup
s∈Z
|as|

et est un anneau complet pour la topologie correspondante.

Exercice 5.1. — Montrer que, si la valuation de K est discrète, E est un corps.
Sinon vérifier que OE = {f ∈ E ; |f | ≤ 1} est un anneau local dont l’idéal maximal
est strictement plus grand que l’idéal PE = {f ∈ E ; |f | < 1}.

L’anneau E contient le sous-anneau des fonctions surconvergentes :

E† = {f =
∑
s∈Z

as x
s ; as ∈ K, sup

s∈Z
|as| <∞, (∃αf ∈]0, 1[) lim

s→−∞
|as|αs

f = 0}.

Il donc est muni de la valeur absolue |f | déf
= |f |1, mais, en plus, pour chacun de ses

éléments, il existe un nombre α < 1 tel que |f |ρ existe pour α ≤ ρ < 1.

5.2. L’anneau R : propriétés algébriques. —

Définition 5.2. — Pour 0 < α < 1, on pose Iα = [α, 1[ et R =
⋃
α<1

A(Iα).

L’anneau R, dit “de Robba”, est donc l’ensemble des fonctions analytiques à coef-
ficients dans K qui convergent dans une couronne C(Iα) où α dépend de la fonction.
C’est un anneau qui est fondamental pour la théorie. Il a des propriétés intéressantes
aussi bien du point de vue algébrique que topologique.

Remarque 5.3. — On a aussi R =
⋃

α<1A
(o
Iα
)
=
⋃

α<1A
(
]α, 1[

)
.

Les popriétés algébriques de l’anneau de Robba se déduisent de celles de l’anneau
A(Iα) des fonctions analytiques dans une couronne “ouverte”.

Proposition 5.4. — Si le corps K est sphériquement complet, l’anneau R est de
Bezout c’est-à-dire que tout idéal de type fini de R est principal. De plus, tout sous-
module de type fini d’un R-module libre de type fini est libre.

Preuve. — Un idéal de type fini de R a, par définition, un système de générateurs
contenus dans un anneau A(Iα). D’après la proposition 4.42, on peut les remplacer
par un seul générateur.
L’étude des sous-R-modules de type fini se fait comme dans le corollaire 4.43.
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5.3. L’anneau R : propriétés topologiques. — La topologie sur R =⋃
α<1A(Iα) est celle de la limite inductive c’est-à-dire la plus fine des topolo-

gies localement convexes pour laquelle les plongements A(Iα) ↪→ R sont continus.
On trouvera dans [19] une étude systématique et très complète des limites inductives
d’espaces vectoriels topologiques sur un corps p-adique. Dans le cas particulier de R,
les démonstrations se simplifient.

La définition de la topologie se traduit facilement en terme de voisinages de 0 :

Proposition 5.5. — Une partie absolument convexe V de R est un voisinage de 0
si et seulement si V =

⋃
α<1 Vα où chaque Vα est un voisinage de 0 dans A(Iα).

Preuve. — Si V est un voisinage de 0 dansR, alors Vα
déf
= V ∩A(Iα), image réciproque

de V , est un voisinage de 0 dans A(Iα) et V =
⋃

α<1 Vα.
Si V =

⋃
α<1 Vα, alors V ∩A(Iα), qui contient Vα, est un voisinage de 0 dans A(Iα).

La topologie de R étant la plus fine qui..., V est un voisinage de 0 dans R.

On peut maintenant construire un système fondamental de voisinages de 0 dans
R à partir du système fondamental de voisinages de 0 dans A(Iα) construit à la fin
du paragraphe 4.1

V (ε+, ε−, r) =
⋃
α<1

D0
ρ(α)

(
ϵ+(α)

)
⊕D∞α

(
ϵ−(α)

)
(15)

=
( ⋃
α<1

D0
ρ(α)

(
ϵ+(α)

))
⊕
( ⋃

α<1

D∞α
(
ϵ−(α)

))
où ε± sont des applications de [0, 1[ dans [0,∞] et ρ est une application de [0, 1[
dans [0, 1[. Il résulte de la remarque 4.3-2 que l’on peut se limiter aux fonctions ε−
décroissantes. En fait, cette construction revient à utiliser la décomposition de R en
somme directe. Plus précisément, posons :

A = A
(
[0, 1[

)
et H† =

⋃
α<1

A
(
[α,∞]

)
de telle sorte que R = xA ⊕ H†. On constate que la topologie sur R est aussi la
topologie produit à condition de munir H† de la topologie limite inductive (c’est-à-
dire la plus fine rendant les plongements A

(
[α,∞]

)
↪→ H† continus).

Les D0
ρ(ε) sont des voisinages de 0 dans xA, les D0

ρ(ε)⊕H† =
{
f ∈ R ; |f+|r < ε

}
sont donc des voisinages de 0 dans R. Cependant les voisinages de 0 de R les plus
utiles vont être ceux qui relèvent une base de voisinages de 0 de H† c’est-à-dire de la
forme xA⊕

⋃
α<1D

∞
α

(
ϵ(α)

)
pour une fonction ε décroissante.

Remarque 5.6. — Posons ℓ = lim supα→1 ε(α).
Si ℓ > 0, on constate facilement que :⋃

r≤α<1

D∞α
(
ε(α)

)
⊃

⋃
r≤α<1

D∞α
(
ℓ
)
= D∞1

(
ℓ
) déf
=
{
f ∈ H† ; |f |1 < ℓ

}
..

En particulier, pour ℓ > 0, les D∞1
(
ℓ
)
=
{
f ∈ H† ; |f−|1 < ℓ

}
sont des voisinages de

0 dans H†, un peu grossiers certes, mais très utiles comme on va le voir.
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Le théorème suivant répond aux “questions qui se posent pour un espace

limite inductive...et dont la réponse présente souvent des difficultés

sérieuses” ([30] page 186).

Théorème 5.7 (cf. [19] 3.1.7). — Muni de sa topologie R est

1. séparé,
2. un espace de Montel : il est tonnelé et toute partie bornée est compactöıde,
3. régulier : une partie de R est bornée si et seulement si elle est contenue et

bornée dans l’un des A(Iα),
4. séquentiellement trivial : une suite de R est convergente si et seulement elle est

contenue et convergente dans l’un des A(Iα),
5. son propre dual (plus précisément, H† et xA sont dual l’un de l’autre),
6. complet.

Preuve. — Nous avons besoin de plusieurs lemmes intéressants par eux mêmes.

Lemme 5.8. — Pour 0 < r < α < 1 et M > 0, la partie absolument convexe

B(r,M)
déf
=
{
f ∈ A

(
[r,∞]

)
; |f |r ≤M

}
est compactöıde dans A

(
[α,∞]

)
.

Preuve. — B(r,M) est contenue dans
{
f ∈ A

(
]r,∞]

)
; |f |ρ ≤ M (∀ρ > r)

}
qui est

une partie bornée dans A
(
]r,∞]

)
donc compactöıde d’après le lemme 4.2. On conclut

en remarquant que l’injection de A
(
]r,∞]

)
dans A

(
[α,∞]

)
est continue.

Lemme 5.9. — Une partie bornée de H† est contenue et compactöıde dans l’un des
A
(
[α,∞]

)
.

Preuve. — Soit rn une suite tendant vers 1. Nous montrons qu’une partie bornéeB de

H† est contenue dans l’un des Bn
déf
= B(rn, |p|−n) =

{
f ∈ A

(
[rn,∞]

)
; |f |rn ≤ |p|−n

}
.

Il résultera du lemme 5.8 que la partie B elle même est contenue et compactöıde dans
A
(
[α,∞]

)
pour rn < α < 1.

Si B n’était contenue dans aucun des Bn, pour chaque n, nous pourrions choisir un
élément fn appartenant à B mais pas à Bn. La suite (fn) satisferait les conditions
suivantes :

a.– Si V est un voisinage localement convexe de 0 dans H†, comme B est bornée,
il existe λV dans K tel que B soit contenue dans λV V . Dès que |λV pn| ≤ 1,
c’est-à-dire pour n assez grand, on aurait pn fn ∈ pnB ⊂ pnλV V ⊂ V .
[en particulier, la suite (pn fn) tendrait vers 0 dans H†]

b.– La fonction fn n’appartennant pas à Bn alors, soit elle n’appartient pas à
A
(
[rn,∞]

)
soit |f |rn > |p|−n, c’est-à-dire |pnfn|rn > 1.

Nous allons utiliser la convention |f |α = infty si f n’appartient pas à A
(
[α,∞]

)
. Elle

permet en effet de considérer la première possibilité de b comme un cas particulier
de la deuxième tout en conservant le fait que, pour f dans H†, la fonction α 7→ |f |α
(de [0, 1[ dans [0,∞]) est décroissante. Il en sera de même de la fonction α 7→ ε(α)

déf
=

infn≥0 |pnfn|α
Pour α < 1 fixé et pour n assez grand, on a α ≤ rn et donc |pnfn|α ≥ |pnfn|rn > 1.
Il en résulte que ε(α) > 0. Par construction, |pnfn|α ≥ ε(α) donc pnfn n’appartient
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pas à D∞α
(
ε(α)

)
et donc pas à V =

⋃
α<1D

∞
α

(
ε(α)

)
qui est un voisinage de 0 de H†

ce qui contredit la propriété a.

preuve de 1.– Soit f ̸= 0 dans R, le voisinage Vf de 0 suivant ne contient pas f :

Vf =

{
xA⊕D∞1

(
|f−|1

)
si f− ̸= 0,

D0
ρ

(
|f+|r

)
⊕H† (0 < ρ < 1) si f− = 0, c’est-à-dire si f+ ̸= 0.

preuves de 2. et 3.– Les A(Iα) sont des espaces de Fréchet donc tonnelés. Si V est
une partie fermée, absolument convexe et absorbante de R, alors Vα = V ∩A(Iα) est
une partie fermée, absolument convexe et absorbante de A(Iα) c’est donc un voisinage
de 0. D’après la proposition 5.5, V =

⋃
Vα est donc un voisinage de 0 et R est bien

tonnelé.
Soit B une partie de R. Notons B− et B+ ses projections par les applications

f 7→ f− et f 7→ f+ sur H† et xA. Si B est bornée (resp. compactöıde) alors B−

et B+ sont bornées (resp. compactöıdes). Inversement, si B− est une partie bornée
(resp. compactöıde) de A

(
[α,∞]

)
et B+ une partie bornée (resp. compactöıde) de

xA, alors B− ⊕B+ est une partie bornée (resp. compactöıde) de A(Iα) (donc aussi
de R) et il en est de même de B ⊂ B− ⊕B+.
Pour achever de démontrer le point 2., il suffit donc de montrer que toute partie bornée
de xA (resp. H†) est compactöıde dans xA (resp. H†). Ceci est une conséquence
de la proposition 4.2 (5) (resp. du lemme 5.9 car l’injection de A

(
[α,∞]

)
dans H† est

continue).
Pour démontrer le point 3., il suffit de montrer que toute partie bornée de H† est
contenue et bornée dans l’un des A

(
[α,∞]

)
ce qui est une conséquence du lemme 5.9

car une partie compactöıde est bornée.

preuve de 4.– Soit (fn) une suite convergente de R. L’ensemble
{
fn
}
est une partie

bornée de R donc contenue et bornée dans l’un des A(Iα) d’après 2. Nous montrons
que la suite (fn) converge dans A(Ir) pour α < r < 1.
On se ramène par translation au cas où la limite de la suite est nulle. La suite (f+n )
(resp. (f−n ) converge vers 0 dans xA (resp. H†). Il reste donc juste à montrer que la
suite (f−n )) converge vers 0 dans A

(
[r,∞]

)
pour α < r < 1.

Comme
{
f−n
}
est une partie bornée de A

(
[α,∞]

)
, il existeM tel que |f−n |α ≤M pour

tout n. Par ailleurs, comme la suite (f−n ) converge vers 0 dans H†, la suite |f−n |1 tend
vers 0 (D∞1 (ε) est un voisinage de 0 dans H† d’après la remarque 5.6). Maintenant,
la convexité logarithmique de la fonction r 7→ |f |r donne, pour α ≤ r ≤ 1 :

|f−n |r ≤ |f−n |
r−α
1−α
1 |f−n |

1−r
1−α
α ≤ |f−n |

r−α
1−α
1 M

1−r
1−α .

On constate que, pour α < r < 1, la suite |f−n |r tend vers 0 et donc que la suite (f−n )
(appartient à et) tend vers 0 dans A

(
[r,∞]

)
.

preuve de 5.–Il est connu qu’un espace de Montel est reflexif. On peut toutefois
faire une démonstration plus explicite.

(5)[0, 1[ est un ouvert de [0,∞[ !
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Soit T une forme linéaire continue sur H†. Posons T (x−s) = bs.
Toute fonction f =

∑∞
s=0 asx

−s de A
(
[α,∞]

)
étant la limite, dans A

(
[α,∞]

)
donc

dans H†, des sommes finies
∑d

s=0 asx
−s, on trouve T (f) =

∑∞
s=0 asbs.

Pour α < 1 fixé, on peut choisir un nombre as de K tel que 1
sα

s ≤ |as| < 1
s |p|
−1αs.

La majoration de |as| montre que la fonction
∑∞

s=0 asx
−s appartient à A

(
[α,∞]

)
.

Donc la série
∑
asbs converge et la suite asbs tend vers 0. La minoration s’écrit

1
sα

s|bs| ≤ |asbs| et montre que la suite 1
sα

s|bs| tend vers 0. Il en résulte que la série∑∞
s=0 bsx

s appartient à A
(
[0, α[

)
. Ceci ayant lieu pour tout α < 1, on a en fait montré

qu’elle appartient à A.
On vient de montrer que l’application Θ : T 7→

∑∞
s=1 T (x

−s)xs+1 est une application
du dual fort H† ∗ dans xA. Il est très facile de vérifier que cette application est
surjective. Il reste à vérifier que c’est un homéomorphisme. Or, par définition, la
topologie sur H† ∗ est celle de la convergence uniforme sur les parties bornées, c’est-à-
dire sur les B(α,M) (voir lemme 5.8). Cette topologie est clairement définie par les
normes

∥T∥α
déf
= supf∈B(α,1)|T (f)| = sup

f∈A
(
[α,∞]

)
−{0}

|T (f)|
|f |α

.

Comme les fonctions x−s sont denses dans A
(
[α,∞]

)
, on constate que

∥T∥α=sup
s≥0

|T (x−s)|
|x−s|α

= α−1
∣∣Θ(T )

∣∣
α

et Θ est bien un homéomorphisme.
Soit T une forme linéaire continue sur xA. On pose T (xs+1) = bs. Nous montrons

qu’il existe ρ < 1 tel que lims→∞ |bs|ρ−s = 0.
Sinon, pour ρ < 1, il existerait ε(ρ) > 0 tel que |bs|ρ−s ≥ ε(ρ) pour une infinité
d’indices s. En choisissant une suite (ρn) croissante et tendant vers 1, on pourrait
construire une suite d’entiers (sn) telle que sn > max

{
ε(ρn)

−1, sn−1
}

pour n > 0
et |bsn | ≥ ρsnn ε(ρn) pour tout n. Pour chaque n, on pourrait choisir an dans K
tel que ρ−snn ε(ρn)

−1 ≤ |an| < |p|−1ρ−snn ε(ρn)
−1 < |p|−1ρ−snn sn. Pour ρ < 1, on a(

ρ
ρn

)
<
√
ρ < 1 pour n assez grand et la suite ρsn |an| < |p|−1sn

(
ρ
ρn

)sn
tendrait vers

0. La fonction
∑∞

n=0 anx
sn+1 appartiendrait donc à xA

(
[ρ,∞]

)
et la suite |anbsn |

tendrait vers 0 ce qui contredirait la minoration |anbsn | ≥ ρ−snn ε(ρn)
−1ε(ρn)ρ

sn
n = 1.

On vient de montrer que l’application Ψ : T 7→
∑∞

s=0 T (x
s+1)x−s est une appli-

cation du dual fort (xA)∗ dans H†. Il est très facile de vérifier que cette appli-
cation est surjective. Il reste à vérifier que c’est un homéomorphisme. Or, par
définition, la topologie sur (xA)∗ est celle de la convergence uniforme sur les par-
ties bornées, c’est-à-dire sur les B(M) =

{
f ∈ xA ; |f |ρ ≤ M(ρ) (∀ρ < 1)

}
où M

est une application de [0, 1[ dans ]0,∞[. Cette topologie est définie par les normes

∥T∥M
déf
= supf∈B(M) |T (f)|. La fonction asx

s+1 appartient à BM si et seulement si

|as| ≤ infρ<1M(ρ)ρ−s−1. on en déduit facilement que ∥T∥M < 1 si et seulement si,
pour tout s ≥ 0,

∣∣T (x−s)∣∣ < supρ<1
1

M(ρ)ρ
s+1 donc si et seulement s’il existe ρ < 1

tel que
∣∣Ψ(T )

∣∣
ρ
= maxs≥0

∣∣T (x−s)∣∣ρ−s < ρ
M(ρ) . Autrement dit, l’application linéaire
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T appartient à la boule unité “ouverte” pour la norme ∥ · ∥M si et seulement si la
fonction Ψ(T ) appartient à

⋃
ρ<D

∞
ρ

(
ρ

M(ρ)

)
. Donc Ψ est bien un homéomorphisme.

preuve de 6.– C’est maintenant évident car un dual (fort) est complet.

CHAPITRE III

MODULES DIFFÉRENTIELS

6. Théorie algébrique

Ce paragraphe contient les bases algébriques de la théorie des équations diffé-
rentielles ordinaires (linéaires). Il s’agit d’une version extrêmement simplifiée de la
théorie des D-modules. Nous supposerons que K est un corps de caractéristique nulle.

6.1. Anneaux différentiels. —

Définition 6.1. — On appelle K-anneau différentiel, ou plus simplement anneau
différentiel, une K-algèbre commutative intègre et unitaire A munie d’une application
K-linéaire D telle que

• D(ab) = D(a)b+ aD(b) pour a et b dans A,
• D(a) = 0 si et seulement si a est dans K.

On dit alors que D est une dérivation et que K est le corps des “constantes” de
A. Il est immédiat de constater que, pour tout f ̸= 0 dans A, l’application f D est
aussi une dérivation de A.

Si l’anneau est un corps, on parlera de corps différentiel . Si A est un anneau
différentiel, la dérivation D se prolonge, de manière unique, au corps des fractions F
de l’anneau A, faisant de celui-ci un corps différentiel.

On suposera en outre que l’anneau A contient un élément x tel que D(x) = 1,
ce qui revient à dire que D = d

dx . Il sera souvent plus naturel de travailler avec la

dérivation xD = xd
dx . Pour éviter les confusions, dans tous les cas où l’élément x est

défini sans ambigüıté

nous réserverons le symbole D pour la dérivation d
dx .

Exemple 6.2. — L’exemple de base est celui du corps K(x) muni de la dérivation
D = d

dx . En fait on travaillera avec des sous-K-algèbres de complétés de K(x) pour

différentes valuations et on les munira de la dérivation D = d
dx (celle-ci se prolongeant

“par continuité”).
Par exemple le K-anneau différentiel K[[x]] (des séries formelles à coefficients dans
le corps K ) est un sous-anneau différentiel du complété K((x)) de K(x) pour la
valuation x-adique.
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Définition 6.3. — Si A est un anneau différentiel muni de la dérivationD, on notera
A⟨D⟩ l’anneau non commutatif des polynômes différentiels qui est égal à A[D] en tant
que A-module mais dont le produit se déduit de la règle Da = D(a) + aD pour a
dans A.

L’exercice suivant montre, en particulier, que A⟨x d
dx ⟩ est le sous-A-module de

A⟨ d
dx ⟩ engendré par les xs

(
d
dx

)s
.

Exercice 6.4. — Soit x un élément de A tel que D(x) = 1. Montrer que les nombres
cs,i et ds,i définis par :

cs,i =

i∑
j=1

(−1)i+jjs

(i− j)!j!
, ds,i = (−1)s+i

∑
1≤n1<···<ns−i<s

n1 · · ·ns−i

sont des entiers naturels et vérifient les relations :

(xD)s =

s∑
i=1

cs,i x
iDi , xsDs =

s∑
i=1

ds,i (xD)i .

[ Avec la convention ds,s+1 = ds,0 = cs,s+1 = cs,0 = 0 , on établira les formules de
récurrence : cs+1,i = i cs,i + cs,i−1 , ds+1,i = −s ds,i + ds,i−1]

Lemme 6.5. — Soit F un corps différentiel. Des éléments a0, . . . , aµ de F sont
linéairement indépendants sur le corps des constantes Ω de F si et seulement si leur

wronskien w
(
a0, . . . , aµ

)
= det

(
Di(aj)

)
0≤i,j≤µ

est non nul.

Preuve. — Si les éléments a0, . . . , aµ ne sont pas linéairement indépendants, leur
wronskien est clairement nul.
Supposons donc w

(
a0, . . . , aµ

)
= 0. Il existe donc des coefficients cj dans F tels que

µ∑
j=0

cjD
i(aj) = 0 (0 ≤ i ≤ µ).(16)

Quitte éventuellement à diminuer le nombre µ et à changer l’ordre des aj , on peut
supposer que le wronskien w

(
a0, . . . , aµ−1

)
est non nul. Dans ces conditions, cµ est

non nul et on peut le prendre égal à 1. On applique D à chacune des équations de
(16), sauf la dernière, et on lui retranche l’équation suivante. Il vient :

µ−1∑
j=0

D(cj)D
i(aj) = 0 (0 ≤ i ≤ µ− 1)

car D(cµ) = 0. Comme w
(
a0, . . . , aµ−1

)
̸= 0, ce système est de Cramer et D(cj) = 0

pour 0 ≤ i ≤ µ − 1. On a bien démontré que l’on pouvait prendre les coefficients cj
(0 ≤ i ≤ µ− 1) dans le corps des constantes.

Définition 6.6. — Si A est un anneau, on notera Mat(µ,A) l’ensemble des matrices
µ× µ à coefficients dans A, Gl(µ,A) le groupe des matrices inversibles de Mat(µ,A)
et diag(µ,A) le groupe des matrices diagonales de Mat(µ,A).



70 GILLES CHRISTOL

Lemme 6.7. — Soit A un anneau différentiel et soit G et X des matrices de
Mat(µ,A) telles que D(X) = GX. Alors le déterminant w de la matrice X vérifie la
relation D(w) = tr(G)w.

Preuve. — Notons Wij les cofacteurs de la matrice X de telle sorte que l’on a :
µ∑

j=1

Xkj ,Wij =

{
det(X) = w si i = k
0 si i ̸= k

Pour calculer la dérivée du déterminant de la matrice X, on fait la somme des
déterminants obtenus en dérivant chacune des lignes cette matrice :

D(w) =

µ∑
i=1

µ∑
j=1

D(Xij)Wij

Maintenant par hypothèse on a D(Xij) =
∑µ

k=1GikXkj , et on obtient :

D(w) =

µ∑
i=1

µ∑
j=1

µ∑
k=1

GikXkj Wij

=

µ∑
i=1

µ∑
k=1

Gik

µ∑
j=1

Xkj Wij =

µ∑
i=1

Gii w

6.2. Modules différentiels. — Soit A un K-anneau différentiel.

Définition 6.8. — On note MLC(A) la catégorie dont

• les objets sont les A-modules libres de type finiMmunis d’une actionK-linéaire
de D vérifiant, pour a dans A et m dansM, la relation

D(am) = D(a)m+ aD(m),

• les morphismes sont les A-homomorphismes commutant avec l’action de D.

Les objets de la catégorie MLC(A) seront appelés A-modules différentiels. Le rang
d’un A-module différentiel sera son rang en tant que A-module.

Par définition de l’anneau A⟨D⟩, les A-modules différentiels sont des A⟨D⟩-
modules à gauche et l’ensemble des morphismes entre deux A-modules différentiels
est l’ensemble de leurs A⟨D⟩-homomorphismes. On résume cette situation en
disant que la catégorie MLC(A) est une sous catégorie pleine de la catégorie des
A⟨D⟩-modules à gauche.

Exemple 6.9. — Soit L un polynôme différentiel de A⟨D⟩ de degré µ et dont le
coefficient du terme Dµ est une unité de A. Le A-module quotient A⟨D⟩/A⟨D⟩L est
un A-module différentiel dont une base (en tant que A-module) est {1, D, . . . ,Dµ−1}.
Par exemple l’anneau A lui-même, muni de l’action naturelle de la dérivation D, est
un A-module différentiel isomorphe à A⟨D⟩/A⟨D⟩D.

Remarque 6.10. — Si A est un corps ou un anneau principal, tout sous-module
d’un A-module libre de type fini est libre de type fini. Donc tout sous-A-module d’un
A-module différentiel qui est stable par l’action de D est un A-module différentiel.
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D’après la remarque 6.10, les sous-A⟨D⟩-modules différentiels du A⟨D⟩-module
différentiel A sont les idéaux de type fini de A qui sont stables par la dérivation D.
L’exercice suivant montre qu’ils dépendent de la dérivation choisie.

Exercice 6.11. — Montrer que les seuls idéaux de A = K[x] ou A = K[[x]] stables
par la dérivation D = d

dx sont 0 et A et que chaque idéal xnA de A = K[[x]] est

stable par la dérivation xD = x d
dx .

Dans cet exercice, l’anneau A est principal et tous les idéaux sont principaux.
Lorsque A n’est pas principal, la situation peut être encore plus compliquée.

Exemple 6.12. — Pour simplifier, supposons que le corps K n’est pas à valuation
discrète et soit

(
an
)
n≥1 une suite de K telle que la suite |an| soit croissante et tende

vers 1. D’après la proposition 4.45, il existe une fonction f de l’anneau A = A
(
[0, 1[

)
telle que div(f) =

∑
nan. L’idéal I =

{∑
finie biD

i(f) ; bi ∈ A
}
engendré par f et

ses dérivées est, par construction, stable par D. Mais Dn(f) n’ayant pas de zéro au
point an n’est pas dans l’idéal engendré par les Di(f) pour i < n. Donc l’idéal I n’est
pas de type fini et ce n’est pas un A-module différentiel.

6.3. Matrices de dérivation. — Soit M un A-module différentiel et soit e une
base (sur A) du A-moduleM. L’action de D surM est représentée dans cette base
par une matrice G de Mat(µ,A) définie par

D(ei) =
∑

Gijej

ce que nous écrirons D(e) = G e (avec les conventions habituelles, la matrice G est en
fait la transposée de la matrice de l’endomorphisme D dans la base e).

Exemple 6.13. — Soit L = Dµ + aµ−1D
µ−1 + · · ·+ a0 un polynôme différentiel de

A⟨D⟩. La dérivation du A-module quotient A⟨D⟩/A⟨D⟩L est représentée dans la base
{1, D, . . . ,Dµ−1} par la matrice :

G =


0 1 0 · · · 0
0 0 1 0
...

. . .
...

0 1
a0 a1 · · · aµ−1


Plus généralement, pour s ≥ 0, l’action de l’opérateur Ds est représentée dans

la base e par une matrice Gs de Mat(µ,A) définie par Ds(e) = Gs e. Ces matrices
satisfont la formule de récurrence

G0 = I Gs+1 = D(Gs) +GsG(17)

où I désigne la matrice identité de Mat(µ,A) et D(G) la matrice obtenue en dérivant
la matrice G terme à terme.
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Maintenant, si m est un élément de M et si on note [m] le vecteur ligne de ses
composantes dans la base e, de sorte que m = [m] e, on trouve D(m) = D([m]) e +
[m]G e c’est-à-dire

[D(m)] = D([m]) + [m]G(18)

6.4. Homomorphismes intérieurs. — Pour deux A-modules différentiels M et
N , et pour u dans HomA(M,N ) et m dansM, on pose

D(u)(m) = D(u(m))− u(D(m)).(19)

On munit ainsi le A-module (libre de type fini) HomA(M,N ) d’une structure de
A-module différentiel.

Les applications linéaires u de HomA(M,N ) dont la dérivée D(u) est nulle sont
celles qui commutent avec D c’est-à-dire celles qui appartiennent à HomA⟨D⟩(M,N )
et qui sont donc des morphismes de la catégorie MLC(A). Elles sont dites horizontales.

Dans la situation précédente, soit e (resp. f) une base deM (resp. N ) et notons
G (resp. F ) la matrice qui représente la dérivation D dans cette base. Soit H la
matrice définie par

u(e) = Hf.

On dira que c’est la matrice qui représente l’application linéaire u dans les bases e
et f (ici aussi c’est la transposée de la matrice utilisée dans les notations classiques).
Alors, en notant ∇(H) la matrice qui représente l’application linéaire D(u) dans les
bases e et f, les relations 19 et 18 donnent :

[m]∇(H)f =: D(u)(m) = D
(
[m]Hf

)
− [D(m)]Hf

= D([m])Hf+ [m]D(H)f+ [m]HF f−D([m])Hf− [m]GHf

c’est-à-dire

∇(H) = D(H) +H F −GH.(20)

L’application linéaire u est donc horizontale si et seulement si

D(H) = GH −H F.(21)

En particulier, si l’application linéaire u est inversible, donc en particulier si les mod-
ules différentielsM et Nont la même dimension µ, la matrice H appartient à Gl(µ,A)
et la dérivation D est représentée dans la base f = H−1e par la matrice :

F = H−1
(
GH −D(H)

)
6.5. Bases cycliques. — Une question naturelle est de savoir si tout module
différentiel M est isomorphe à un module différentiel de l’exemple 6.9. En termes
simples cela revient à se demander si un système différentiel est équivalent à une
équation différentielle (écrire une équation différentielle sous forme d’un système est
un problème déjà classique au niveau du DEUG et n’est rien autre que l’exemple
6.13).

Le problème est de trouver une “base cyclique” c’est-à-dire de la forme

{m,D(m), . . . , Dµ−1(m)}
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pour un élément m du module différentiel M (image de 1 dans l’isomorphisme entre
A⟨D⟩/A⟨D⟩L etM). C’est le but du théorème du vecteur cyclique. Malheureusement
celui-ci n’est vrai que si A est un corps.

Théorème 6.14 (du vecteur cyclique). — Soit F un corps différentiel et x un
élément de F tel que D(x) = 1. Tout F -module différentiel M de rang µ a une base
m de la forme {m,D(m), . . . , Dµ−1(m)}.

Preuve. — Soit e = {e1, . . . , eµ} une base de M et α un nombre du corps K que nous
fixerons plus tard. On considère les éléments suivants deM :

mi =

µ∑
k=0

(α− x)k

k!
Dk(ei) (1 ≤ i ≤ µ) et m =

µ∑
i=1

(x− α)i−1

(i− 1)!
mi.

Il vient

D(mi) =

µ∑
k=1

− (α− x)k−1

(k − 1)!
Dk(ei) +

µ∑
k=0

(α− x)k

k!
Dk+1(ei) =

(α− x)µ

µ!
Dµ+1(ei)

On fait maintenant les calculs modulo (x− α). On trouve :

mi ≡ ei Dk(mi) ≡ 0 (pour 1 ≤ k < µ)

d’où déduit Dk(m) ≡ mk+1 pour 1 ≤ k < µ soit :

m ∧D(m) ∧ · · · ∧Dµ−1(m) ≡ e1 ∧ · · · ∧ eµ ̸= 0.

Autrement dit, on a montré que

m ∧D(m) ∧ · · · ∧Dµ−1(m) = [1 + (x− α)w1 + · · ·+ (x− α)nwn]e1 ∧ · · · ∧ eµ

où les wi appartiennent à F et où n est un entier qu’il n’est pas difficile de majorer. La
non nullité du déterminant deWandermonde montre que 1+(x−α)w1+· · ·+(x−α)nwn

ne peut pas être nul pour n + 1 valeurs distinctes du paramètre α. Comme le corps
K est infini, car de caractéristique nulle, on peut choisir α dans K de telle sorte que
m ∧ D(m) ∧ · · · ∧ Dµ−1(m) soit non nul. Comme F est un corps, il en résulte que
{m,D(m), . . . , Dµ−1(m)} est une base.

6.6. Noyau et conoyau. — A la base e du A-module différentiel M, correspond
la présentation suivante dans la catégorie des A⟨D⟩-modules :

0−−→A⟨D⟩µ •(D−G)−−−−→A⟨D⟩µ δ−−→M−−→ 0(22)

où •(D −G) est la multiplication à droite par la matrice D I −G. Plus précisément,
on considère les éléments P = (P1, . . . , Pµ) de A⟨D⟩µ comme des matrices ligne et on
pose

δ(P ) = P e =

µ∑
i=1

Pi(ei)

•(D −G) (P ) = P (D −G) = (P1, . . . , Pµ)(D −G) = (. . . , PjD −
∑
i

PiGij , . . .).
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Si P est non nul et de degré d, alors PD(6) est de degré d+ 1 et PG est de degré au
plus d et donc P (D−G) est de degré d+1 donc non nul. L’application •(D−G) est
bien injective.
Par définition de l’action de D sur M, on trouve δ◦ • (D − G) (P ) = P (D − G) e =
P
(
D(e)−Ge

)
= 0. Donc l’image de •(D −G) est contenue dans le noyau de δ.

Soit s ≥ 0 et soit Gs la matrice définie par la relation (17). Vérifions qu’il existe une
matrtice Qs dans Mat

(
µ,A⟨D⟩

)
telle que Ds I = Gs + Qs (D I −G). C’est évident

pour s = 0 avec Qs = 0 et, si c’est vrai pour s, alors

Ds+1 I = DGs +DQs (D I −G) = D(Gs) +GsD +DQs (D I −G)
= Gs+1 + (Gs +DRs) (D I −G).

Soit maintenant P dans le noyau de δ c’est-à-dire tel que P e = 0. On peut écrire
P =

∑
s asD

s I avec as dans A
µ. Il vient P = b+Q (D I −G) avec b =

∑
asGs dans

Aµ et Q =
∑
asQs dans A⟨D⟩µ. On trouve b e = P e = 0. Mais comme e est une base

d’un A-module libre, cela implique b = (0, 0, . . .) et P = Q (D I −G). Autrement dit,
P appartient à l’image de •(D −G).
Finalement, comme A⟨D⟩µ contient Aµ, l’application δ est clairement surjective.

Soit N un A⟨D⟩-module à gauche quelconque. La suite exacte courte (22) donne
lieu à la suite exacte longue (de K-espaces vectoriels) :

0−−→HomA⟨D⟩(M, N)−−→HomA⟨D⟩(A⟨D⟩µ, N)
θ−−→HomA⟨D⟩(A⟨D⟩µ, N)

−−→Ext1A⟨D⟩(M, N)−−→Ext1A⟨D⟩(A⟨D⟩µ, N)

Comme A⟨D⟩µ est un A⟨D⟩-module libre, on a Ext1A⟨D⟩(A⟨D⟩µ, N) = 0.

Par ailleurs, un homomorphisme h de A⟨D⟩µ dans N est entièrement déterminé par
les images h(e) de la base canonique et on a h(P ) = P h(e). Donc
HomA⟨D⟩(A⟨D⟩µ, N) = Nµ. Maintenant, l’application θ est donnée par la composi-
tion :

θ(h)
(
P
)
= h◦ • (D −G)(P ) = h(PD − PG) = (PD − PG).h(e) = P.(D −G)h(e)

si bien que la suite exacte ci-dessus s’écrit :

0−−→HomA⟨D⟩(M, N)−−→Nµ (D−G)•−−−−→Nµ−−→Ext1A⟨D⟩(M, N)−−→ 0(23)

où (D−G)• représente l’action à gauche de l’opérateur D−G (l’opérateur D agissant
composante par composante). Autrement dit, on a

HomA⟨D⟩(M, N) = ker(D −G,Nµ)(24)

Ext1A⟨D⟩(M, N) = coker(D −G,Nµ)(25)

En termes concrets, ce résultat dit que HomA⟨D⟩(M, N) est l’ensemble des vecteurs
colonne X de Nµ qui sont solutions du système différentiel D(X) = GX et que
Ext1A⟨D⟩(M, N) “représente” l’ensemble des vecteurs colonne Y de Nµ pour lesquels

(6)la notation DG (resp. GD) signifie que l’on multiplie chaque coefficient de la matrice G à gauche

(resp. à droite) par D
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le système différentiel (avec second membre) D(X) = GX + Y n’a pas de solution
dans Nµ.

Exercice 6.15. — Soit L un polynôme différentiel de A⟨D⟩ unitaire de degré µ. On
considère le module différentiel quotientM = A⟨D⟩/A⟨D⟩L. Vérifier que la suite

0−−→A⟨D⟩ •L−−→A⟨D⟩ δ−−→M−−→ 0(26)

est exacte. En déduire que, pour tout module différentiel N , on a

HomA⟨D⟩(M, N) = ker(L,N) Ext1A⟨D⟩(M, N) = coker(L,N).

Donner l’interprétation de ce résultat en terme d’équation différentielle.

6.7. Solutions. — On considère maintenant une algèbre B intègre qui contient A
et à laquelle la dérivation D se prolonge. On supposera en outre que l’ensemble des
constantes de B est un corps Ω (extension du corps K).

SiM est un A-module différentiel, une base deM est aussi une base du B-module
B ⊗AM. Ce dernier est donc un B-module différentiel si on le munit de l’action de
D définie par

D(b⊗m) = D(b)⊗m+ b⊗D(m)

On trouve alors pour i ≥ 0 et pour un B⟨D⟩-module différentiel N (qui est donc aussi
un A⟨D⟩-module différentiel) :

ExtiB⟨D⟩(B ⊗AM, N) = ExtiA⟨D⟩(M, N).(27)

En fait ces espaces sont nuls pour i ≥ 2 et les égalités précédentes sont des
conséquences, par exemple, des formules (24) et (25). Commençons par le cas i = 0,
le cas i = 1 sera abordé dans le paragraphe suivant.

Définition 6.16. — Les éléments de HomA⟨D⟩(M, B) s’appellent solutions de M
dans B. Il est facile de voir que l’ensemble des solutions HomA⟨D⟩(M, B) est un
Ω-espace vectoriel.

Remarque 6.17. — Si s est une solution deM dans B et si e est une base deM,
on a D

(
s(e)

)
= Gs(e) où G est la matrice qui représente la dérivation D dans la base

e. Dans le cas oùM = A⟨D⟩/A⟨D⟩L, si m est un vecteur cyclique deM, on a aussi
L
(
s(m)

)
= 0. Ces deux remarques justifient la terminologie.

Proposition 6.18. — On a dimΩ

(
HomA⟨D⟩(M, B)

)
≤ rgA(M).

Preuve. — Soit F le corps des fractions de l’algèbre intègre B. C’est un corps
différentiel de corps des constantes Ω et la formule s(b ⊗ m) = b s(m) permet de
prolonger toute application horizontale s de HomA⟨D⟩(M, B) en une application hor-
izontale de HomA⟨D⟩(F ⊗AM, F ). Il suffit donc de montrer que

dimΩ

(
HomF ⟨D⟩(F ⊗AM, F )

)
≤ rgA(M) = µ.

Comme MF = F ⊗A M est un F -module différentiel de dimension µ, d’après le
théorème du vecteur cyclique, il a une base de la forme {m,D(m), . . . , Dµ−1(m)}. En
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particulier on a Dµ(m) =
∑µ−1

i=0 aiD
i(m) avec des coefficients ai dans F . Pour toute

solution s deMF dans F , on trouve

Dµ
(
s(m)

)
=

µ−1∑
i=0

aiD
i
(
s(m)

)
.

Pour µ+ 1 solutions s0, . . . , sµ deMF dans F on a :

w
(
s0(m), . . . , sµ(m)

)
= det

(
Di
(
sj(m)

))
0≤i,j≤µ

= 0.

D’après le lemme 6.5, il existe des constantes αj dans Ω telles que
∑µ

j=0 αjsj(m) = 0.

Si n est un élément quelconque deMF , il s’écrit n =
∑µ−1

i=0 biD
i(m) et il vient :

µ∑
j=0

αjsj(n) =

µ∑
j=0

αj

µ−1∑
i=0

biD
i
(
sj(m)

)
=

µ−1∑
i=0

biD
i
( µ∑

j=0

αjsj(m)
)
= 0,

c’est-à-dire

µ∑
i=0

αjsj = 0 et les solutions n’étaient pas linéairement indépendantes.

Définition 6.19. — Lorsque l’inégalité de la proposition 6.18 est une égalité, on dit
que le A-module différentielM est soluble dans B.

Proposition 6.20. — Soit M un A-module différentiel de rang µ et soit G la ma-
trice qui représente la dérivation dans une base e de M. Le module différentiel M
est soluble dans B si et seulement s’il existe une matrice X de Mat(µ,B) et de
déterminant non nul telle que D(X) = GX.

Preuve. — La matriceX, à coefficients dans B, est solution de l’équation différentielle
DX = GX si et seulement si elle s’écrit X =

(
sj(ei)

)
où les vecteurs colonne cor-

respondent à une famille {s1, . . . , sν} de solutions de HomA⟨D⟩(M, B). Pour que la
matrice X ait un déterminant non nul, il faut et il suffit que ν = µ et que la famille
{s1, . . . , sν} soit libre c’est-à-dire soit une Ω-base de HomA⟨D⟩(M, B).

Corollaire 6.21. — Supposons que l’anneau B satisfait la condition

les éléments w de B ̸=0 tels que D(w) = gw avec g dans A sont inversibles.(28)

Soit M un A-module différentiel de rang µ et soit G la matrice qui représente la
dérivation dans une base e de M. Le module différentiel M est soluble dans B si et
seulement s’il existe une matrice X de Gl(µ,B) telle que D(X) = GX.

Preuve. — C’est une conséquence facile de la proposition 6.20 et du corollaire 6.7.

Dans tous les exemples que nous aurons à considérer, la condition (28) sera satis-
faite et facile à vérifier.

Exercice 6.22. — Dans le cas A = R(x), B = A[x
√
2] et w = x

√
2, vérifier que la

condition (28) n’est pas satisfaite.
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Proposition 6.23. — Soit 0−→N −→M−→Q−→ 0 une suite exacte de A-modules
différentiels. Le module différentiel M est soluble dans B si et seulement s’il en
est ainsi de N et Q. Dans ce cas on a

0−−→HomA⟨D⟩(Q, B)−−→HomA⟨D⟩(M, B)−−→HomA⟨D⟩(N , B)−−→ 0

Preuve. — On a toujours une suite exacte de Ω-espaces vectoriels :

0−−→HomA⟨D⟩(Q, B)−−→HomA⟨D⟩(M, B)−−→HomA⟨D⟩(N , B)

(où les flèches sont définies par composition). D’après la proposition 6.18, M est
soluble dans B si et seulement si on a

dimAN + dimAQ = dimAM = dimΩ HomA⟨D⟩(M, B)

≤ dimΩ HomA⟨D⟩(N , B) + dimΩ HomA⟨D⟩(Q, B)

≤ dimAN + dimAQ,

et alors les inégalités sont obligatoirement des égalités.

6.8. Indice. — On dit que M a un indice dans B si Ext1A⟨D⟩(M, B) est un K-
espace vectoriel de dimension finie. Dans ces conditions, on pose :

χ(M, B) = dim
(
HomA⟨D⟩(M, B)

)
− dim

(
Ext1A⟨D⟩(M, B)

)
Les relations (24) et (25) montrent que

χ(M, B) = dimΩ

(
ker(D −G,Bµ)

)
− dimΩ

(
coker(D −G,Bµ)

)
= χ(D −G,Bµ).

De même (voir exercice 6.15), pour L dans A⟨D⟩ unitaire, on vérifie que

χ
(
A⟨D⟩/A⟨D⟩L,B

)
= dim

(
ker(L,B)

)
− dim

(
coker(L,B)

)
= χ(L,B).

Si le module différentielM est soluble dans B, l’existence d’un indice et sa nullité
sont des conséquences de la méthode de variation des constantes.

Proposition 6.24. — SoitM un A-module différentiel soluble dans B. Si

1. l’application D est surjective sur B,
2. l’anneau B vérifie la condition (28),

alors Ext1A⟨D⟩(M, B) = 0.

Preuve. — Soit G la matrice qui représente la dérivation dans une base de M.
Comme M est soluble dans B, il existe, d’après le corollaire 6.21 une matrice X
de Gl(µ,B) telle que D(X) = GX.

Si Y est n’importe quel vecteur colonne à coefficients dans B, d’après l’hypothèse
1), il existe un vecteur colonne Z à coefficients dans B tel que D(Z) = X−1Y et alors

D(XZ) = GX Z +XX−1Y = GXZ + Y.

Donc coker(D−G,Bµ) = 0 ce qui permet de conlure en utilisant la relation (25).

Exercice 6.25. — Soit A = K((x)). Vérifier que χ(A,A) = 0 où A est considéré
comme un A⟨D⟩-module pour l’action naturelle de D = d

dx .
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6.9. Images directes et inverses. — Nous étudions le comportement des modules
différentiels par changement de variable.

Définition 6.26. — Soit A et B deux anneaux différentiels. Un changement de
variable (de A dans B) est un morphisme d’anneaux τ :A → B pour lequel il existe
un élément τ ′ de B satisfaisant la relation

D
(
τ(a)

)
= τ ′ τ

(
D(a)

)
.(29)

L’ensemble des changements de variable est stable par composition. On laisse au
lecteur le soin de donner un énoncé précis de ce fait.

Exemple 6.27. — Soit I ⊂ [0,∞] un intervalle et soit ϕ une fonction de A(I)∗.
D’après le corollaire 2.28, il existe un entier d et un nombre λ de K tels que, pour x
dans C(I), on ait

∣∣ϕ(x)−λxd∣∣ < ∣∣λxd∣∣ et en particulier |ϕ(x)| = |λ| |x|d. Légerement

abusivement, on note ϕ(I) l’image de l’intervalle I par l’application ρ→ |λ| ρd. C’est
évidemment un intervalle éventuellement réduit à un point.

Il est facile de vérifier que l’application ϕ∗, définie par ϕ∗(f)
déf
= f◦ϕ, est un mor-

phisme de A
(
ϕ(I)

)
dans A(I) et que l’on a D

(
ϕ∗(f)

)
= D(ϕ)ϕ∗

(
D(f)

)
. Autrement

dit ϕ∗ est un changement de variable de A
(
ϕ(I)

)
dans A(I).

Exercice 6.28. — Soit J ⊂]0,∞[ un intervalle fermé et soit ϕ une fonction de
A(J)∗. On suppose que ϕ(J) n’est pas réduit à un point. Montrer que A(I) est un

ϕ∗
(
A
(
ϕ(I)

))
-module libre de base

{
1, x, . . . , x|d|−1

}
(avec les notations de l’exemple

6.27).
[Montrer que k[x, 1/x] est un k[x|d|, x−|d|]-module libre de base

{
1, x, . . . , x|d|−1

}
et

conclure à l’aide de la relation
∥∥λ−1x−dϕ(x)− 1

∥∥
C(J) < 1.]

Exemple 6.29. — Soit σ un endomorphisme continu du corps K. Si f =
∑
as x

s,
on pose fσ =

∑
σ(as)x

s. D’après le corollaire 1.4, σ est une isométrie. En particulier,
si f appartient à A(I), il en est de même de fσ. On pose σ∗(f) = fσ et on constate
que σ∗ est un endomorphisme de A(I) et que D

(
σ∗(f)

)
= σ∗

(
D(f)

)
. Autrement dit

σ∗ est un changement de variable de A(I) dans A(I).
Plus généralement, tout endomorphisme différentiel d’un anneau différentiel A est

un changement de variable.

Soit τ un changement de variable de A dans B.

Définition 6.30 (image inverse). — Soit M un A⟨D⟩-module. On note Mτ le
τ(A)-module obtenu par transport de structure (ensemble

{
τ(m) ; m ∈M

}
muni de

la structure de τ(A)-module définie par τ(a) τ(m) + τ(n) = τ(am+ n)) et on pose

τ∗(M)
déf
= B ⊗τ(A)Mτ .

La dérivation D agit sur le B-module τ∗(M) par

D
(
b⊗ τ(m)

)
= D(b)⊗ τ(m) + τ ′ b⊗ τ

(
D(m)

)
(la relation (29) assure la compatibilité) faisant de celui-ci un B⟨D⟩-module.
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Si M est un A-module différentiel et si e en est une base, notant G la matrice
qui représente la dérivation D dans cette base, on constate que B-module τ∗(M) a
une base τ(e) dans laquelle la dérivation est représentée par la matrice τ ′ τ(G). En
particulier, τ∗(M) est un B-module différentiel de même rang queM.

Définition 6.31 (image directe). — Soit M un B⟨D⟩-module. On suppose que
τ ′ est inversible dans B et on note τ∗(M) le A-module obtenu par restriciton des
scalaires : c’est l’ensemble

{
τ−(m) ; m ∈M

}
muni d’une structure de A⟨D⟩-module

par les relations

a τ−(m) + τ−(n) = τ−
(
τ(a)m+ n) , D

(
τ−(m)

)
= τ−

(
τ ′
−1
D(m)

)
.

SiM est un B-module différentiel de base e et si B est un τ(A)-module libre de rang
d et de base

{
a1, . . . , ad}, on vérifie facilement que la famille

{
τ−(ai ej)

}
est une base

du A-module τ∗(M) qui est donc un A-module différentiel de rang d fois celui deM.

Exercice 6.32. — Soit τ un changement de variable de A dans un τ(A)-module
libre B de base

{
a1, . . . , ad} pour lequel τ ′ est inversible dans B.

1. SoitM un A⟨D⟩-module. Montrer que τ∗τ
∗(M) =

⊗d
i=1 aiM.

2. SoitM un B⟨D⟩-module. Montrer que τ∗τ∗(M) =
⊗d

i=1M.

7. Modules différentiels sur un anneau valué

7.1. Normes sur A⟨D⟩. — On suppose que le K-anneau différentiel A est muni
d’une valeur absolue ultramétrique | · | et on veut munir l’anneau A⟨D⟩ d’une norme
(ultramétrique) ∥·∥ de K-algèbre c’est-à-dire vérifiant, pour α dans K et P et Q dans
A⟨D⟩

(30) ∥P +Q∥ ≤ max{∥P∥, ∥Q∥} , ∥αP∥ = |α| ∥P∥ , ∥P Q∥ ≤ ∥P∥ ∥Q∥.

On la suppose normalisée par ∥1∥ = 1. Souvent, ce sera en fait une norme de A-algèbre
c’est-à-dire que l’on aura aussi, pour a dans A et P dans A⟨D⟩

(30-AA) ∥aP∥ = |a| ∥P∥,

voire même une valeur absolue lorsque, pour P et Q dans A⟨D⟩ , on aura

(30-VA) ∥P Q∥ = ∥P∥ ∥Q∥.

La méthode la plus naturelle pour construire une telle norme consiste à considérer
les éléments de A⟨D⟩ comme des opérateurs sur un anneau différentiel valué B dont
A est un sous-anneau différentiel valué. On pose alors

∥P∥op,B = sup
b∈B ̸=0

|P (b)|
|b|

.

Exercice 7.1. — Pour r ≤ ρ, on a l’inclusion Eρ ⊂ Btρ(r) (définition 3.14).

Etant donné un polynôme
∑
aiD

i de Eρ⟨D⟩ (D = d/dx), montrer que∥∥∥∑ aiD
i
∥∥∥
op,Btρ (r)

= max |i! ai|ρ r−i
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[voir proposition 3.4]. Vérifier que c’est une norme de Eρ-algèbre mais pas une valeur
absolue [utiliser DDp−1 = Dp].

Définition 7.2. — Pour simplifier les notations, nous poserons∥∥∥∑ aiD
i
∥∥∥
ρ,r

déf
=
∥∥∥∑ aiD

i
∥∥∥
op,Btρ (r)

= max |i! ai|ρ r−i.

Cette norme sur Eρ⟨D⟩ sera utilisée dans les paragraphes 14 et 22.1.

On peut aussi munir l’anneau A⟨D⟩ de la γ-norme de Gauss :

(31)
∣∣∣∑ aiD

i
∣∣∣
γ
= max |ai| γi.

Si cette norme vérifie les conditions (30), on a |Da|γ ≤ |D|γ |a| = γ |a| = |aD|γ et

|D(a)| = |D(a)|γ = |Da− aD|γ ≤ max{|Da|γ , |aD|γ} = γ |a|

d’où ∥D∥op,A = sup
a∈A ̸=0

|D(a)|
|a|

≤ γ. On se limitera donc au cas γ ≥ ∥D∥op,A (7). Sous

cette hypothèse, contrairement à la façon dont on la désigne, la norme de Gauss est
en fait une valeur absolue (lemme 7.11). Elle permet d’étendre le lemme de Hensel
aux polynômes différentiels (propositions 7.12 et 7.13).

Exercice 7.3. — Soit A ⊂ Eρ, soit r
′ < r ≤ ωρ et soit P dans A⟨D⟩. Vérifier qu’il

existe une constante κ telle que ω−1|P |ωr−1 ≤ ∥P∥ρ,r ≤ κ|P |ωr′−1 .
[voir le lemme 1.6]

L’exercice 7.3 montre que, sur Eρ⟨D⟩, la ωr−1-norme de Gauss est proche de la
norme ∥ · ∥ρ,r (définition 7.2). Pour que la ωr−1-norme de Gauss soit une norme de
K-algèbre, il faut que ωr−1 ≥ ρ−1 c’est-à-dire que r ≤ ωρ.

Remarque fondamentale 7.4. — L’étude fine de l’action des opérateurs de Eρ⟨D⟩
sur l’anneau Btρ(r) pour r ≤ ρ est fondamentale dans la théorie des équations
différentielles p-adiques.
Lorsque r > ωρ, on ne dispose pour cette étude que de la norme d’opérateur.
Par contre si r ≤ ωρ, on a le choix entre la norme de Gauss et la norme d’opérateur.
C’est le cas où le “rayon de convergence est petit” (voir corollaire 8.7). En général,
la norme de Gauss est beaucoup plus facile à manipuler que la norme d’opérateur
car c’est une valeur absolue. La raison profonde en est que, dans ce cas, la non-
commutativité de A⟨D⟩ est “négligeable”. Ceci va être parfaitement illustré par le
lemme 7.5 mais sera aussi très clair dans le théorème 8.6.
Dans la théorie formelle, on a ω = 1 et on est toujours dans le deuxième cas, c’est-à-
dire le plus facile.

(7)Le même raisonnement s’applique aussi à la norme ∥·∥op,B mais la condition ∥D∥op,B ≥ ∥D∥op,A
est alors automatiquement vérifiée. Pour la norme ∥ · ∥ρ,r elle s’écrit r ≤ ρ.
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Dans le lemme 7.5 on fait un même calcul dans A[X] (X a = aX) et dans A⟨D⟩
(Da = aD+D(a)) et on compare les résultats. Ce lemme sera fondamental aussi bien
dans la démonstration du théorème de Turrittin formel que du théorème de Turrittin
p-adique.

Lemme 7.5. — Soit A un anneau différentiel muni d’une valeur absolue | · |, soit η
dans A tel que |η| > ∥D∥op,A et soit L(X) =

∑
aiX

i un polynôme de A[X]. On pose

L(X + η) =
∑

ai(X + η)i =
∑

biX
i dans A[X] ,

L(D + η) =
∑

ai(D + η)i =
∑

ciD
i dans A⟨D⟩ .

Alors on a |bi| |η|i ≤ |L||η| et |ci − bi| |η|i < |L||η|. En particulier, |ci| |η|i ≤ |L||η| et
|c0 − L(η)| < |L||η|.

Preuve. — Pour traiter le cas des monômes L(X) = Xd, posons

(D + η)d =

d∑
i=0

ci,dD
i , (X + η)d =

d∑
i=0

bi,dX
i

et montrons par récurrence sur d que, pour 0 ≤ i ≤ d, on a

|bi,d| ≤ |η|d−i , |ci,d − bi,d| < |η|d−i.(32)

Pour d = 0, c’est évident car b0,0 = c0,0 = 1. Supposant les majorations (32) satis-
faites, on trouve :

(X + η)d+1 = (X + η)
( d∑

i=0

bi,dX
i
)
=

d∑
i=0

(
bi,dX + η bi,d

)
Xi,

(D + η)d+1 = (D + η)
( d∑

i=0

ci,dD
i
)
=

d∑
i=0

(
D(ci,d) + ci,dD + η ci,d

)
Di.

Avec la convention b−1,d = c−1,d = 0, on obtient

bi,d+1 = bi−1,d + η bi,d , ci,d+1 = D(ci,d) + ci−1,d + η ci,d

ce qui donne les majorations à l’ordre d+ 1 :

|bi,d+1| ≤ max
{
|η|d−i+1, |η| |η|d−i

}
= |η|d+1−i

|ci,d+1 − bi,d+1| =
∣∣D(ci,d) + ci−1,d − bi−1,d + η(ci,d − bi,d)

∣∣
≤ max

{
∥D∥op,A |η|d−i, |ci−1,d − bi−1,d|, |η| |ci,d − bi,d|

}
< |η|d+1−i.

Pour un polynôme L quelconque, on trouve alors

|bi| =
∣∣∣∑
d≥i

ad bi,d

∣∣∣ ≤ max
d≥i
|ad| |η|d−i ≤ |L||η| |η|−i

|ci − bi| =
∣∣∣∑
d≥i

ad (ci,d − bi,d)
∣∣∣ < max

d≥i
|ad| |η|d−i ≤ |L||η| |η|−i
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7.2. Topologie quotient. —

Définition 7.6. — Soit M un A-module différentiel. Une présentation de M est

un morphisme surjectif A⟨D⟩ν δ−→M−→ 0 de A⟨D⟩-modules. A une présentation, on
associe l’image e de la base canonique de A⟨D⟩ν par l’application δ. On obtient ainsi
une bijection entre l’ensemble des présentations et l’ensemble des familles génératrices
deM en tant que A⟨D⟩-module.

Les exemples fondamentaux de présentation sont ceux de (22) (avec ν = µ et e
une A-base deM) et de (26) (avec ν = 1 et e constituée d’un vecteur cyclique deM).

Etant donné une norme de K-algèbre ∥ · ∥ sur A⟨D⟩, on la prolonge à A⟨D⟩ν en
posant ∥∥(P1, . . . , Pν)

∥∥ = max
1≤i≤ν

∥Pi∥.

Pour chaque présentation, on obtient ainsi une semi-norme quotient surM.

Définition 7.7. — Soit e une famille génératrice deM et soit m dansM. On pose

∥m∥e,Q = inf
m=δ(P1,··· ,Pν)

∥∥(P1, . . . , Pν)
∥∥ = inf

m=
∑

Piei
max
1≤i≤ν

∥Pi∥.

Il est facile (et classique) de vérifier que ∥·∥e,Q est une semi-norme sur le K-espace
vectorielM.

Proposition 7.8. — Les semi-normes ∥ · ∥e,Q, définies par les différentes familles
génératrices e du module différentielM, sont équivalentes.

Preuve. — Soit e et f deux familles génératrices de M. Pour m dans M et ε > 0
donné, par définition des semi-normes ∥ · ∥e,Q et ∥ · ∥f,Q, il existe des polynômes
différentiels Pi et Qi,j de A⟨D⟩ tels que

m =
∑
i

Pi(ei) , max
i
∥Pi∥ < ∥m∥e,Q + ε

ei =
∑
j

Qi,j(fj) , max
j
∥Qi,j∥ < ∥ei∥f,Q + ε

On a m =
∑
i,j

(
PiQi,j

)
(fi). et, ∥ · ∥ étant une norme d’algébre, on trouve

∥m∥f,Q ≤ max
i,j
∥PiQi,j∥ ≤ max

i
∥Pi∥ max

i,j
∥Qi,j∥ ≤

(
∥m∥e,Q + ε

)
max

i

(
∥ei∥f,Q + ε

)
.

Ceci ayant lieu pour tout ε, on obtient finalement

∥m∥f,Q ≤ ∥m∥e,Q max
i
∥ei∥f,Q.

En échangeant le rôle de e et f, on obtient une inégalité dans l’autre sens et donc
l’équivalence des deux semi-normes.
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On pourra donc parler de la topologie quotient induite sur M par la norme
d’algèbre ∥ · ∥ sur A⟨D⟩.

Plus généralement, si une topologie localement convexe sur A⟨D⟩) peut être définie
par une famille de normes d’algèbre, on pourra parler de la topologie quotient induite
sur M : c’est la topologie définie par la famille des semi-normes quotient pour une
présentation fixée deM.

Par exemple, pour I ⊂ [0, 1[, A = A(I) et λ < 1, on peut munir l’anneau A⟨D⟩ de
la famille des normes d’algèbre

∥P∥ρ,ρλ
déf
= ∥P∥op,Btρ (ρ

λ)

pour ρ dans I. Nous notons Tλ la topologie correspondante. Il est facile de voir que
cette topologie peut être définie par une famille dénombrable de normes (en choisissant
une suite (ρn) de I ayant les bornes de I comme valeurs d’adhérence. Il en résulte que
l’espace

(
A⟨D⟩, Tλ

)
est métrisable (remarque 1.20). Par contre il n’est pas complet

ce qui est une source importante de difficultés.

Proposition 7.9 ([15]). — L’espace
(
A⟨D⟩, Tλ

)
n’est pas une limite inductive d’es-

paces de Frechet (espaces LF). En particulier il n’est pas complet.

Preuve. — Notons A⟨D⟩n le sous-espace des polynômes différentiels de degré stricte-
ment inférieur à n. Il est isomorphe à An et donc muni de la topologie produit T n

et c’est un espace métrisable complet. Donc A⟨D⟩ = lim
−→
A⟨D⟩n est un espace LF .

Nous notons T ∞ la topologie correspondante.
L’inclusion (A⟨D⟩n, T ∞)−→(A⟨D⟩, Tλ) est clairement continue. Donc l’application

identité (A⟨D⟩, T ∞)
i−→(A⟨D⟩, Tλ) est continue. Supposons que Tλ soit un espace

LF . D’après Grothendieck [30], le théorème des homomorphismes (toute application
linéaire continue et bijective a un inverse continu), est vrai pour les espaces LF .
Appliqué à i il affirmerait que T ∞ = Tλ. Mais lim

−→
A⟨D⟩n est une limite stricte : la

topologie T n est la restriction à A⟨D⟩n de la topologie T ∞ (et d’ailleurs aussi de la
topologie Tλ ). C’est donc un espace régulier c’est-à-dire qu’une partie bornée pour
T ∞ appartient à l’un des A⟨D⟩n. Par conséquent, la partie {xλmDm/m! ;m ∈ N}
n’est pas bornée pour T ∞. Or elle est bornée pour Tλ car∥∥xλmDm/m!

∥∥
ρ,ρλ = ρλm

(
ρλ
)−m

= 1.

7.3. Lemme de Hensel pour les polynômes différentiels. — Soit F un corps
différentiel muni d’une valeur absolue | · | pour laquelle il est complet. Si D est une
dérivation de F , rappelons que

∥D∥op,F = sup
a∈F∗

|D(a)|
|a|

désigne la norme de l’opérateur D agissant sur F . Par exemple, pour K(x) ⊂ F ⊂ Eρ

et | · | = | · |ρ, on constate (voir proposition 3.4) que∥∥∥ d
dx

∥∥∥
op,F

=
1

ρ
et

∥∥∥xd
dx

∥∥∥
op,F

= 1.
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Pour γ ≥ ∥D∥op,F , on munit F ⟨D⟩ de la γ-norme de Gauss ∥ · ∥γ définie en (31)

Si on pose v(a)
déf
=

déf
= −(|a|), de telle sorte que v soit une valuation sur F , on a ainsi

muni F ⟨D⟩ de la valuation :

vγ

( µ∑
i=0

aiD
i
)
: = − log

(∣∣∣ µ∑
i=0

aiD
i
∣∣∣
γ

)
= min

0≤i≤µ

(
v(ai)− i log(γ)

)
On appelle polygone de Newton du polynôme différentiel L =

∑µ
i=0 aiD

i, l’enveloppe

convexe de l’ensemble des points
(
i, v(ai)

)
, pour 0 ≤ i ≤ µ, auxquels on ajoute le

point à l’infini (0,∞). Le nombre réel vγ(aiD
i) = v(ai) − i log(γ) est l’ordonnée de

l’intersection de la droite de pente log(γ) passant par le point
(
i, v(ai)

)
avec l’axe des

ordonnées (figure 5). On constate que vγ(L) est l’ordonnée de l’intersection de l’axe

6

-

•
•

•
•

•

• •

•

•
•

HH
HH��

���
���

�
�

�
�

�
�

�
�
�
�
�
�
�
�
�
�

�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�

�

�
�
�
�
�
�
�
��

0 i Nγ(L)nγ(L)

droites de pente log(γ)

v(ai)

vγ(aiD
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Figure 5. Un polygone de Newton

des ordonnées avec la droite de pente log(γ) s’appuyant sur le polygone de Newton
de L.

Définition 7.10. — Pour L =
∑
aiD

i dans F ⟨D⟩, on note nγ(L) (resp. Nγ(L)) le
plus petit (resp. plus grand) indice i tel que vγ(L) = v(ai)− i log(γ).

En particulier, on a Nγ(L) = nγ(L) si et seulement si le polygone de Newton de
L n’a pas de coté de pente log(γ).

Lemme 7.11. — Si ∥D∥op,F ≤ γ = |D|γ , la γ-norme de Gauss | · |γ est une valeur
absolue. De plus, pour Q et R dans F ⟨D⟩, on a

Nγ(QR) = Nγ(Q) +Nγ(R) et nγ(QR) = nγ(Q) + nγ(R).
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Preuve. — La démonstration est analogue à celle du lemme 2.4. On remarque que la
condition imposée à γ implique

|Di(a)Dj |γ ≤ ∥D∥iop,F |a| |D|jγ ≤ |a||D|i+j
γ = |aDi+j |γ .

On en déduit que la norme | · |γ est multiplicative sur les mônomes :

|aDibDj |γ =
∣∣∣abDi+j +

i∑
k=1

(
i

k

)
aDk(b)Dj+i−k

∣∣∣
γ
= |aDi|γ |bDj |γ .

Maintenant, quand on calcule le produit QR de deux éléments de F ⟨D⟩, le coefficient
du monôme de degré Nγ(Q) +Nγ(R) en D contient un seul terme de valeur absolue
maximum ; c’est celui qui provient des coefficients de degré Nγ(Q) de Q et de degré
Nγ(R) de R.
De même, dans le produit QR, le coefficient de degré nγ(Q) + nγ(R) contient un seul
terme de valeur absolue maximum, c’est celui qui provient des coefficients de degré
nγ(Q) de Q et nγ(R) de R.

Si Q =
∑
aiD

i et R =
∑
bjD

j , on trouve alors

|QR|γ = |aNγ(Q)bNγ(R)D
Nγ(Q)+Nγ(R)|γ

= |aNγ(Q)D
Nγ(Q)|γ |bNγ(R)D

N(R)|γ = |Q|γ |R|γ .

Proposition 7.12 (Lemme de Hensel à droite). — Si ∥D∥op,F ≤ γ = |D|γ ,
alors, pour tout polynôme différentiel P de F ⟨D⟩, il existe deux polynômes différentiels
Q et R de F ⟨D⟩ tels que

1. P = QR 2. degD(Q) = Nγ(Q) = Nγ(P ).

Preuve. — Posons pour simplifier d = deg(P ) et N = Nγ(P ).

Nous notons P =
∑d

i=0 aiD
i et appliquons la proposition 2.16 avec :

• U = {u ∈ F ⟨D⟩ ; degD(u) < N} ,
• V = {v ∈ F ⟨D⟩ ; degD(v) ≤ d−N},
• W = {u ∈ F ⟨D⟩ ; degD(u) < d} ,
• c=P , a =

∑N
i=0 aiD

i et b = 1 +
ad
aN

Dd−N .

Les deux premières conditions de la proposition 2.16 sont évidentes avec A = F ⟨D⟩.
Pour la condition 3) Il suffit de remarquer que

aN DN ad
aN

Dd−N = adD
d + des termes de degré au plus d− 1 en D.

Pour la condition 4) on remarque que Nγ(b) = 0 car∣∣∣ ad
aN

Dd−N
∣∣∣
γ
=
|adDd|γ
|aNDN |γ

< 1.

On en déduit |c− ab|γ =
∣∣∣∑
i>N

aiD
i +

N∑
i=0

aiD
i ad
aN

Dd−N
∣∣∣
γ
< |P |γ .

Montrons maintenant la condition 6). Comme Nγ(a) = N et Nγ(b) = 0, pour u dans
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U et v dans V , on trouve :

Nγ(av) = N +Nγ(v) ≥ N > deg(u) ≥ Nγ(u) = Nγ(ub).

On constate que les termes de plus grande norme dans les deux produits av et bu
ne pouvant pas être les mêmes, il ne peut y avoir de compensation quand on fait la
somme. Il en résulte que l’on a bien |au+ vb|γ = max(|au|γ , |vb|γ).
En particulier, on constate que l’application ℓ(u, v) = a v + u b est une injection de
U×V dansW . Ces deux F -espaces vectoriels étant de dimension finie, on pourrait en
conclure immédiatement que la condition 5) est satisfaite, c’est-à-dire que l’application
ℓ : (u, v) 7→ a v + u b est bijective si cette dernière était F -linéaire. Ce n’est mal-
heureusement pas vrai. On contourne cette difficulté en passant aux gradués pour
la filtration par le degré en D. Cela revient à remplacer l’anneau non-commutatif
F ⟨D⟩ par l’anneau commutatif F [D] et les ensembles U , V et W par les espaces
de polynômes commutatifs correspondant. Dans cette situation commutative, il est
facile de constater que l’application ℓ devient F -linéaire donc bijective. Maintenant,
comme les graduations concernées sont finies car les polynômes considérés sont de
degré borné, on vérifie facilement que l’application ℓ qui est bijective sur les espaces
gradués est aussi bijective sur les espaces eux-mêmes.

On peut donc appliquer la proposition 2.16 ce qui termine la démonstration.

Dans tous ces calculs, on peut indifféremment faire les produits à gauche ou à
droite. On obtient le résultat suivant :

Proposition 7.13 (Lemme de Hensel à gauche). — Si ∥D∥op,F ≤ r = |D|γ ,
alors, pour tout polynôme différentiel P de F ⟨D⟩, il existe deux polynômes différen-
tiels Q et R de F ⟨D⟩ tels que

1. P = RQ 2. degD(Q) = Nγ(Q) = Nγ(P ).

8. Rayon de convergence

La grande différence entre la théorie des équations différentielles dans le plan
complexe et la théorie des équations différentielles p-adiques (cas p ̸= 0) est qu’une
solution p-adique ne converge pas jusqu’à la première singularité contrairement à
une solution complexe. L’exemple de la fonction exponentielle exp(x) =

∑∞
s=0

1
s!x

s

solution de l’équation différentielle y′ = y est caractéristique de cette situation. En
effet, dans le cas complexe, cette fonction est entière mais, d’après la proposition
1.5, pour p ̸= 0 elle ne converge que dans le disque de rayon ω. Il est donc naturel
d’introduire le rayon de convergence des solutions au voisinage d’un point.

Dans tout ce paragraphe, on considère un anneau A tel que K[x] ⊂ A ⊂ Eρ, muni

de la valeur absolue | · |ρ et de la dérivation D = d
dx . L’exemple fondamental sera

celui de l’anneau A = A(I) pour un intervalle I qui contient ρ.
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8.1. Définition. — SoitM un A-module différentiel. A toute base e = {ei} deM,
on associe la norme ∥ · ∥e,ρ(8)surM définie par

∥
∑

aiei∥e,ρ = max |ai|ρ.

Si G est un K-opérateur surM, on note

∥G∥e,ρ = sup
m∈M ̸0

∥G(m)∥e,ρ
∥m∥e,ρ

sa norme d’opérateur. C’est, par construction, une norme d’algèbre.
Dans le cas particulier oùM = Aµ muni de sa base canonique, c’est-à-dire muni

de la norme

∥(a1, . . . , aµ)∥ρ = max |ai|ρ,

on omettra d’indiquer la base. Par exemple, si G est une matrice de Mat(µ,A) , on
note

∥G∥ρ = max
1≤i,j≤µ

|Gij |ρ

sa norme en tant qu’opérateur sur l’espace Aµ. De même, pour l’opérateur D agissant
surM = A muni de sa base canonique e = {1}, la proposition 3.4 montre que

∥Dn∥ρ = |n!|ρ−n

car l’inégalité de cette proposition devient évidemment une égalité pour f = xn.
La norme spectrale de l’ opérateur G agissant surM est définie par :

∥G∥Sp,e,ρ = lim sup
s→∞

∥Gs∥1/se,ρ .

Dans le casM = A muni de la base canonique e = {1}, en utilisant le lemme 1.7, on
consate que :

∥D∥Sp,e,ρ
déf
= lim

s→∞
∥Ds∥1/sρ = lim

s→∞
|s!|1/sρ−1 = ωρ−1.

Nous montrons que la norme spectrale est, en fait, largement indépendante de la
base e choisie. Ceci va nous permettre de définir le rayon de convergence du module
différentiel,

Proposition–définition 8.1. — Soit e une base du A-module différentielM et soit
G (resp. Gs) la matrice de l’opérateur D (resp. Ds) dans la base e. Le nombre

Ray(M, ρ)
déf
=

ω

∥D∥Sp,e,ρ
= min

(
ρ, lim inf

s→∞

∥∥∥ 1
s!
Gs

∥∥∥−1/s
ρ

)
est indépendant de la base e. On l’appelle rayon de convergence deM en ρ.

(8)différente de la semi-norme quotient ∥ · ∥e,Q définie en 7.7. On a évidemment ∥ · ∥e,Q ≤ ∥ · ∥e,ρ
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Preuve. — Soit m = [m]e un vecteur deM. on a :

∥ 1
s!
Ds(m)∥e,ρ = ∥

s∑
k=0

1

(s− k)!
Ds−k([m])

1

k!
Dk(e)∥e,ρ

≤ max
0≤k≤s

{
ρ−s+k∥[m]∥ρ ∥

1

k!
Gk∥ρ

}
≤ ρ−s max

0≤k≤s

{
ρk∥ 1

k!
Gk∥ρ

}
∥m∥e,ρ.

Par définition de la matrice Gs on trouve :

∥ 1
s!
Gs∥ρ = max

1≤i≤µ
∥ 1
s!
Ds(ei)∥e,ρ ≤ ∥

1

s!
Ds∥e,ρ ≤ ρ−s max

0≤k≤s

{
ρk∥ 1

k!
Gk∥ρ

}
.(33)

Maintenant, par définition de la limite supérieure, pour tout ϵ > 0, il existe un entier
S tel que, pour tout s > S, on ait :

∥ 1
s!
Gs∥1/sρ ≤ lim sup

s→∞

∥∥ 1
s!
Gs

∥∥1/s
ρ

+ ϵ

c’est-à-dire

ρs∥ 1
s!
Gs∥ρ ≤ ρs

(
lim sup
s→∞

∥∥∥ 1
s!
Gs

∥∥∥1/s
ρ

+ ϵ
)s

Si lim sups→∞ ρ
∥∥ 1
s!Gs

∥∥1/s
ρ

< 1, en prenant ϵ assez petit, on en déduit que la suite

ρs∥ 1
s!Gs∥ρ est bornée.

Si lim sups→∞ ρ
∥∥ 1
s!Gs

∥∥1/s
ρ
≥ 1, on trouve, pour s assez grand

max
0≤k≤s

{
ρk∥ 1

k!
Gk∥ρ

}
≤ ρs

(
lim sup
s→∞

∥∥ 1
s!
Gs

∥∥∥1/s
ρ

+ ϵ
)s

d’où, pour tout ϵ > 0 et donc pour ϵ = 0 :

lim sup
(

max
0≤k≤s

{
ρk∥ 1

k!
Gk∥ρ

})1/s
≤ max

{
1, ρ
(
lim sup
s→∞

∥∥∥ 1
s!
Gs

∥∥∥1/s
ρ

+ ϵ
)}

En prenant la limite supérieure dans la relation (33), on obtient :

lim sup
s→∞

∥∥∥ 1
s!
Gs

∥∥∥1/s
ρ
≤ 1

ω
∥D∥Sp,e,ρ ≤ max

{
ρ−1, lim sup

s→∞

∥∥∥ 1
s!
Gs

∥∥∥1/s
ρ

}
.

Pour vérifier l’invariance par changement de base, on utilise la relation :

1

s!
Fs =

( s∑
i=0

1

(s− i)!
Ds−i(H)

1

i!
Gi

)
H−1

reliant les matrices représentant Ds dans les deux bases et on fait un calcul analogue
au précédent.
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8.2. Solutions au voisinage du point générique. — Le rayon de convergence
d’un module différentiel doit son nom au fait qu’il s’interprète comme le rayon de
convergence des solutions de ce module différentiel au voisinage du point générique.

Soit A ⊂ Eρ un anneau qui contient K(x) et soitM un A-module différentiel. On
munit A de la valeur absolue | · |ρ.

Pour 0 < r ≤ ρ, l’anneau Atρ(r) est un A⟨D⟩-module. On peut donc considérer

les solutions de M dans Atρ(r) c’est-à-dire les éléments de HomA⟨D⟩
(
M,Atρ(r)

)
.

Pour étudier ces solutions, nous introduisons la résolvante du système différentiel
D(X) = GXc’est-à-dire la matrice dépendant de deux variables

YG(x, y) =

∞∑
s=0

Gs(y)
(x− y)s

s!
.(34)

où les matrices Gs sont définies par la récurrence (17). Si on a |Gs(y)| ≤ ∥Gs∥ρ, par
exemple parce que y appartient à D(tρ, ρ), elle est définie pour |x− y| < Ray(M, ρ).
En particulier, lorsque A = A(I), c’est une matrice analytique sur le domaine

∆M = {(|x|, |y|) ∈ I2 ; |x− y| < Ray(M, |x|)}.

Lemme 8.2. — Une fonction non identiquement nulle w de Atρ(r) telle que D(w) =
f w pour une fonction f de Atρ(r) est inversible dans Atρ(r)

Preuve. — Si w avait un zéro d’ordre n en un point α du disque D(tρ, r), on aurait
w = (x− α)nv avec v dans Atρ(r) et v(α) ̸= 0.

On trouverait alors D(w) = n(x− α)n−1v + (x− α)nD(v) = (x− α)nv f c’est-à-dire
v(α) = 0 ce qui n’est pas. Donc w ne s’annule pas et est inversible.

Proposition 8.3. — Lorsque la matrice YG est définie aux points (x, y) et (x, z) elle
vérifie les relations

YG(x, x) = I(35a)

∂

∂y
YG(x, y) = −YG(x, y)G(y)(35b)

YG(x, y)YG(y, z) = YG(x, z)(35c)

∂

∂x
YG(x, y) = G(x)YG(x, y)(35d)

En particulier, YG appartient à Gl
(
µ,Atρ(Ray(M, ρ)

)
et Y −1G (x, y) = YG(y, x).
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Preuve. — La condition (35a) est évidente.
Pour établir la relation (35b) il suffit de calculer :

∂

∂y
YG(x, y) =

∞∑
s=0

D(Gs)(y)
(x− y)s

s!
−
∞∑
s=1

Gs(y)
(x− y)s−1

(s− 1)!

=

∞∑
s=0

(
D(Gs)(y)−Gs+1(y)

) (x− y)s
s!

=

∞∑
s=0

−Gs(y)G(y)
(x− y)s

s!
= −YG(x, y)G(y).

Maintenant, on constate que le déterminant w(x, y) de la matrice Y (x, y) est non
identiquement nul car w(y, y) = 1 d’après (35b) et satisfait l’équation différentielle
d’ordre un ∂

∂yw = tr(G)w (voir lemme 6.7). Il est donc inversible d’après le lemme

8.2 et la matrice Y (x, y) est inversible dans l’anneau des matrices à coefficients dans
l’anneau Ax

(
Ray(M, ρ)

)
.

On calcule maintenant pour y et z dans le disque D
(
x,Ray(M)

)
:

∂

∂y

(
Y (x, y)Y −1(z, y)

)
= −Y (x, y)G(y)Y −1(z, y) +

Y (x, y)
(
Y −1(z, y)Y (z, y)G(y)Y −1(z, y)

)
= 0.

Ce produit est donc constant. En prenant sa valeur en y = x et y = z, il vient

Y −1(z, x) = Y (x, z) = Y (x, y)Y −1(z, y)

d’où la relation (35c) se déduit facilement.
Finalement (35d) s’obtient à partir des relations (35b) et Y (x, y) = Y −1(y, x).

On déduit de ces résultats une nouvelle interprétation du rayon de convergence.
Le rayon de convergence d’une matrice à coefficients analytiques au voisinage d’un
point désignera le plus petit des rayons de convergence de ses coefficients.

Proposition 8.4. — Soit M un A-module différentiel, soit G la matrice qui repré-
sente la dérivation dans une base de M, soit a un point du corps Ω tel que |a| = ρ
et tel que les coefficients de la matrice G soient analytiques dans le disque D(a, ρ) et
soit X une matrice (à µ lignes et un nombre quelconque de colonnes) qui vérifie la
relation D(X) = GX et dont les coefficients sont analytiques dans un disque D(a, r).
Alors

1. la matrice X a un rayon de convergence au moins égal à Ray(M, ρ),
2. si a = tρ et si X est inversible, le rayon de convergence des matrices X et X−1

est au moins égal à lim infs→∞

∥∥∥ 1
s!Gs

∥∥∥−1/s
ρ

.

Il est exactement égal à ce nombre si celui-ci est inférieur à ρ.
3. Ray(M, ρ) est le plus grand des nombres réels r ≤ ρ pour lesquels le module

différentielM est entièrement soluble dans Atρ(r).
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Preuve. — Un calcul simple montre que D
(
YG(a, x)X(x)

)
= 0. On en déduit que

X(x) = YG(x, a)X(a) =

∞∑
s=0

Gs(a)
(x− a)s

s!
X(a).

On trouve alors une minoration du rayon de convergence des coefficients de la matrice
X en remarquant que

∥ 1
s!
Gs(a)X(a)∥ ≤ ∥ 1

s!
Gs(a)∥∥X(a)∥ ≤ ∥ 1

s!
Gs∥|a|∥X(a)∥,

c’est-à-dire , si X n’est pas nulle,

lim inf
s→∞

∥∥∥ 1
s!
Gs(a)X(a)

∥∥∥−1/s ≥ lim inf
s→∞

∥∥∥ 1
s!
Gs

∥∥∥−1/s
|a|

≥ Ray(M, |a|).

Si X est inversible, à la multiplication (à droite) par une matrice constante près,
on peut supposer que X(a) = I . Si en plus on a a = tρ, il vient Xtρ(x) = YG(x, tρ)

et X−1tρ (x) = YG(tρ, x). Les matrices Gs appartiennent à Mat(µ,Eρ) et comme, pour

|x− tρ| < ρ,

∥ 1
s!
Gs(x)∥ = ∥

1

s!
Gs(tρ)∥ = ∥

1

s!
Gs∥ρ,

les coefficients des matrices X et X−1 ont le rayon de convergence annoncé.
Le dernier résultat résulte de ce que chacune des µ colonnes de la matriceXtρ donne

les images des éléments de la base choisie par un élément de HomA⟨D⟩
(
M,Atρ(r)

)
.

Les µ éléments de HomA⟨D⟩
(
M,Atρ(r)

)
ainsi construits sont linéairement indépen-

dants (sur K) car X est inversible. Ils forment donc une base et

dimK

(
HomA⟨D⟩

(
M,Atρ(r)

))
= dimA(M).

Cette interprétation du rayon de convergence d’un module différentiel permet de
démontrer la proposition suivante.

Proposition 8.5. — Soit 0−→N −→M−→Q−→ 0 une suite exacte de MLC
(
A
)
. On

a Ray(M, ρ) = min
(
Ray(N , ρ),Ray(Q, ρ)

)
.

Preuve. — On choisit une base eN de N que l’on complète en une base e = {eN , eQ}
deM. Dans ces conditions les images des éléments de eQ forment une base eQ de Q.
Si GN (resp. GQ, G) est la matrice qui représente la dérivation D dans la base eN
(resp. eQ, e), on a :

G =

(
GN 0
H GQ

)
.

La proposition 8.4 montre que Ray(M, ρ) ≥ r si et seulement s’il existe une matrice
X de Gl

(
µ,Atρ(r)

)
telle que D(X) = GX. Si on impose en outre que X(tρ) = I , on

trouve que

X =

(
XN 0
Y XQ

)
.

avec : D(XN ) = GN XN , D(XQ) = GQXQ , D(Y ) = HXN +GQ Y
Comme la primitive d’une fonction analytique au voisinage du point tρ a le même
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rayon de convergence que la fonction, la méthode de variation de la constante (voir
proposition 6.24) permet de conlure.

8.3. Majoration de la dérivation dans une base cyclique. — Le résultat
suivant a eu de nombreux avatars ([43], [5], [50], [13],. . . ) depuis son apparition
dans la démonstration de Katz du théorème de Turrittin [33]. Il montre l’intérêt des
bases cycliques. Malheureusement, comme il fait intervenir de telles bases, il nécessite
de travailler sur le corps des quotients F de l’anneau A. Comme Eρ lui-même est un
corps cela ne pose pas de problème a priori.

Théorème 8.6. — Soient M un A-module différentiel de rang µ et m un vecteur
cyclique de F ⊗AM. Si, dans la décomposition Dµ(m) = aµ−1D

µ−1(m)+ · · ·+ a0m,
l’un des coefficients ai (0 ≤ i < µ) vérifie |ai|ρ > ρi−µ alors

Ray(M, ρ) = ω min
0≤i<µ

|ai|−1/(µ−i)ρ < ωρ

Preuve. — Prenons un élément α dans une extension K ′ du corps K tel que |α| =
max0≤i<µ |ai|1/(µ−i)ρ > ρ−1. Puisque K ′ ⊗K M et M ont même rayon de conver-
gence, on peut supposer que K ′ = K. La dérivation D est représentée dans la base
{m,α−1D(m), . . . , α1−µDµ−1(m)} par la matrice :

G = αG′ , G′ =


0 1 0 · · · 0

. . .

1
b0 . . . bµ−1


avec bi = αi−µai de telle sorte que ∥G′∥ρ = max |bi|ρ = 1. Il en résulte que la matrice

G′, image de G′ dans le corps des restes pour la norme ∥ · ∥ρ, n’est pas nilpotente.
Donc ∥G′s∥ρ = ∥G′∥sρ pour tout entier s. Par ailleurs, on a ∥D∥ρ = ρ−1 < |α| = ∥G∥ρ
et on en déduit par récurrence en utilisant la formule (17) que ∥Gs∥ρ = ∥Gs∥ρ = |α|s
c’est-à-dire Ray(M) = ω|α|−1.

Corollaire 8.7 (petit rayon de convergence). — SoitM un A(I)-module diffé-
rentiel de rang µ. Si Ray(M, ρ) < ωρ, il existe une extension finie K ′ de K et une

base e de K ′ ⊗K F ⊗AM telle que ∥D∥e,ρ =
ω

Ray(M, ρ)
>

1

ρ
.

Preuve. — Il suffit de prendre une base cyclique du module différentiel F ⊗AM et
d’utiliser la base pseudo-cyclique {m,α−1D(m), . . . , α1−µDµ−1(m)} construite dans
le théorème.

Corollaire 8.8 (grand rayon de convergence). — Soit M un A-module diffé-
rentiel de rang µ. Les conditions suivantes sont équivalentes :
1) Ray(M, ρ) ≥ ωρ.
2) Pour tout vecteur cyclique m de F ⊗AM, on a

Dµ(m) = aµ−1D
µ−1(m) + · · ·+ a0m avec |ai|ρ ≤ ρi−µ.

3) Dans une (et alors dans toute) base cyclique m de F ⊗AM, on a ∥D∥m,ρ ≤ 1/ρ
(et par suite ∥xsDs∥m,ρ ≤ 1 pour tout s ≥ 0).
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4) Dans une (et alors dans toute) base e deM, la suite ρs∥Ds∥e,ρ est bornée.

Preuve. — Il s’agit de l’affirmation contraposée de celle du théorème.

Remarque 8.9. — Dans le cas p = 0, on a ω = 1. Le théorème et ses deux corollaires
permettent alors de trouver le rayon de convergence d’un module différentiel dès qu’on
en a trouvé une base cyclique.
Il n’en est plus du tout de même lorsque p > 0. Pour préciser la valeur du rayon de
convergence lorsqu’il est “grand”, c’est-à-dire lorsque ωρ ≤ Ray(M, ρ) ≤ ρ, il faudra
utiliser des moyens beaucoup plus puissants. C’est essentiellement la structure de
Frobenius qui nous les fournira.

9. R-modules différentiels solubles

9.1. La catégorie MLC
(
A(I)

)
. —

Lemme 9.1. — Soit J un intervalle fermé et soit M un A(J)-module de type fini
muni d’une action K linéaire de la dérivation D = d/dx. Alors M est libre.

Preuve. — Notons T le sous-module de torsion de M . Soit m dans T donc tel que
am = 0 avec a dans A(J )̸=0. La relation a2D(m) = aD(am)−D(a)am = 0 montre
que T est stable par l’action de D.

Comme M est de type fini, il existe un polynôme P de K[x] tel que P m = 0 pour
tout m dans T . Choisissons un polynôme de degré minimum ayant cette propriété.
On trouve que D(P )m = D(P m)− P D(m) = 0. Comme le polynôme D(P ) est de
degré inférieur strictement à celui de P , on en déduit que D(P ) = 0. Donc P est
constant, T est le module nul et M est libre.

Théorème 9.2. — Si l’intervalle I est fermé ou bien si le corps K est sphériquement
complet, la catégorie MLC

(
A(I)

)
est abélienne.

Preuve. — Soit N u−→M un morphisme de A(I)-modules libres de type fini. Le A(I)-
module Im(u) est de type fini. Comme c’est un sous-module du module libre de type
fini M, il est libre de type fini d’après le corollaire 4.43. Choisissons une base e de
Im(u) et, pour chaque élément ei de cette base, un élément fi de N tel que u(fi) = ei.
Il est facile de voir que le sous-A(I)-module de N engendré par les fi est isomorphe à
Im(u) et que le noyau de u est, en ce sens, isomorphe à N/ Im(u) donc de type fini.
Comme c’est un sous-module du module libre de type fini N , il est libre de type fini
d’après le corollaire 4.43.

Le conoyau d’un morphisme de A(I)-modules libres de type fini est évidemment de
type fini mais, en général, n’est pas libre (il peut être de torsion !). Pour un morphisme
de A(I)-modules différentiels, si l’intervalle I est fermé, le lemme 9.1 montre qu’il est
libre car muni d’une connexion. Nous allons étendre ce résultat au cas d’un intervalle
non fermé.
Pour chaque intervalle fermé J ⊂ I, on poseM(J) = A(J) ⊗A(I)M (resp. Ñ (J) =
A(J)⊗A(I) N/ ker(u)) et on définit un A(J)-module Q(J) par la suite exacte

0−−→Ñ (J)
Id⊗u−−→M(J)−−→Q(J)−−→ 0.
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Il est facile de vérifier que Id⊗u est un morphisme de A(J)-modules différentiels. Le
A(J)-module Q(J) est muni de l’action quotient de D. Le lemme 9.1 montre qu’il est

libre. Les systèmes
(
Ñ (J)

)
et
(
M(J)

)
sont, par construction, des faisceaux cohérents

sur la couronne C(I). Il en résulte que le système
(
Q(J)

)
est un faisceau cohérent sur

cette couronne. On vient de voir qu’il est localement libre, il est donc libre d’après le
théorème 4.40. Maintenant le théorème 4.35-A montre que la suite

0−−→Ñ = Ñ (I)
u−−→M =M(I)−−→Q(I)−−→H1

(
C(I), Ñ

)
= 0

est exacte. Autrement dit, coker(u) = Q(I) est un A(I) module libre.

9.2. Fonction rayon de convergence. — Soit M un A(I)-module différentiel.
Pour chaque nombre ρ de I∩]0,∞[, on a défini le rayon de convergence Ray(M, ρ).
Nous nous proposons d’étudier la manière dont celui-ci dépend de ρ.

Proposition 9.3. — Soit M un A(I)-module différentiel de rang µ. La fonction
ρ 7→ Ray(M, ρ) est continue, logarithmiquement (définition 2.7) concave et logarith-
miquement affine par morceaux (avec éventuellement une infinité de “morceaux”) sur
l’intervalle I.

Plus précisément, il existe une partition I =
⋃
Ii, des nombres réels positifs αi

et des nombres βi rationnels de dénominateur inférieur ou égal à µ tels que, pour ρ
dans Ii, on ait Ray(M, ρ) = αiρ

βi .

Preuve. — La concavité est une conséquence facile de la convexité logarithmique de
la fonction ρ → |f |ρ (voir exercice 2.8). La continuité sur l’intérieur de l’intervalle I
s’en déduit immédiatement. La continuité aux extrémités éventuelles de l’intervalle I
nécessite l’utilisation du théorème de majoration explicite de Dwork-Robba [23].

Lorsque la condition (*) : Ray(M, ρ) < ωρ est satisfaite pour tout nombre ρ de
l’intervalle I, l’affinité par morceaux et le résultat sur la pente de chaque morceau est
une conséquence facile de la proposition 8.6.

Le cas général se ramène à ce cas particulier : localement, à l’aide du théorème
20.15 on construit un antécédent de Frobenius qui satisfait la majoration (*). Ceci
montre que la fonction rayon de convergence a localement les propriétés voulues. Mais
la démonstration complète comporte des difficultés techniques que nous n’aborderons
pas.

9.3. Plus grande pente d’un module différentiel soluble. — Par définition
de R, si M est un R-module différentiel, pour α dans ]0, 1[ et suffisamment proche
de 1, il existe un A(Iα)-module différentielMα tel que

M = R⊗A(Iα)Mα.(36)

Deux modules différentielsMα vérifiant la relation (36) deviennent isomorphes après,
éventuellement, tensorisation par A(Iα′) pour α < α′ < 1. Nous ferons donc comme
siMα était unique.

De même, tout morphisme N u−→M de MLC(R) vient d’un morphisme Nα
uα−→Mα

de MLC
(
A(Iα)

)
pour α suffisamment proche de 1.
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Corollaire 9.4. — Si le corps K est sphériquement complet, la catégorie MLC(R)
est abélienne.

Preuve. — Pour montrer que l’image et le noyau d’un morphisme de MLC(R) sont
libres de type fini, on peut reprendre la même démonstration que pour MLC

(
A(I)

)
.

Pour le conoyau il faut travailler un petit peu plus. Un morphisme N u−−→M de

MLC(R) provient d’un morphisme Nα
uα−−→Mα de MLC

(
A(Iα)

)
. Pour tout idéal a

de type fini (donc principal) de A(Iα) l’application a ⊗ R−→R est injective. Donc
R est plat sur A(Iα) et coker(u) = coker(uα) ⊗ R (resp. Im(u) = Im(uα) ⊗ R,
ker(u) = coker(uα)⊗R) .

Exemple 9.5. — C’est l’exemple fondamental qui a suggéré la forme du théorème
de décomposition.

Soit π (“le π de Dwork”) une racine (p−1)-ième de −p. On a |π| = ω. Considérons
la série f(x) =

∑∞
s=0 π

−ss!xs. L’encadrement du lemme 1.6 montre que la fonction f
est analytique et non bornée dans le disque |x| < 1. Par ailleurs elle satisfait l’équation
inhomogène x(f+xf ′) = π(f−1) et donc l’équation différentielle homogène L(f) = 0
avec L = D(x2D + x− π) = x2D + (3x− π)D + 1.

Il est facile de vérifier que les solutions dans R de l’équation L(f) = 0 sont de la
forme λf . Formellement, cela se traduit par le fait que L est divisible à droite par
D−f ′/f . La difficulté vient de ce que la fonction f , n’étant pas bornée, a une infinité
de zéros dans toute couronne C(Iα) ; la différentielle logarithmique f ′/f n’appartient
donc pas à R. Nous considérons le morphisme de MLC(R) :

M = R⟨D⟩/R⟨D⟩ · L u−−→R, P 7→ P (f).

Le théorème 9.4 affirme alors que l’image et le noyau de u sont des R-modules libres
ce que nous allons vérifier directement.

Comme L est un polynôme unitaire dans R⟨D⟩, tout polynôme différentiel P de
R⟨D⟩ s’écrit P = QL+aD+b avec a et b dansR. Autrement dit, Im(u) = R f+R f ′.
Mais comme les zéros de f sont simples, les diviseurs de f et f ′ sont premiers entre
eux, si bien que

Im(u) = R f +R f ′ = R.
Par ailleurs, si u(P ) = 0, alors af ′ + bf = 0 et on en déduit qu’il existe c dans R tel
que a = cf et b = −cf ′. On trouve finalement

ker(u) = R(fD − f ′) (mod R⟨D⟩L).

Soit maintenantM unR-module différentiel et soitMα unA(Iα)-module différen-
tiel qui vérifie la relation (36). Le germe en 1 de la fonction ρ 7→ Ray(Mα, ρ) ne
dépend pas du choix de Mα. Par abus de notation, pour ρ suffisamment proche de
1, nous écrirons Ray(M, ρ) au lieu de Ray(Mα, ρ).

La concavité montre que la limite Ray(M, 1−)
déf
= limρ→1− Ray(M, ρ) existe. Par

construction Ray(M, 1−) ≤ 1.

Définition 9.6. — Nous dirons queM est soluble si Ray(M, 1−) = 1.

On note MLCS(R) la catégorie des R-modules différentiels solubles.
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Proposition 9.7. — La catégorie MLCS(R) est abélienne.

Preuve. — C’est une conséquence de la proposition 8.5 et du théorème 9.4.

Théorème 9.8 (Existence de la plus grande pente). — Soit M un R-module
différentiel soluble de rang µ. Il existe un nombre rationnel β ≥ 0, de dénominateur
inférieur ou égal à µ, tel que, pour ρ proche de 1, on ait Ray(M, ρ) = ρβ+1.

Preuve. — Ce résultat s’obtient facilement à partir de la proposition 9.3 : d’une
part les pentes des “morceaux” d’une fonction concave affine par morceaux forment
une suite décroissante et, d’autre part, une suite minorée (par 0) et décroissante de
nombres rationnels de dénominateurs bornés est stationnaire.

Définition 9.9. — Soit M un R-module différentiel soluble. Le nombre rationnel
β du théorème précédent s’appelle la plus grande pente deM et se note pt(M).

CHAPITRE IV

LA THÉORIE FORMELLE

Dans cette section, le corps K est muni de la valuation triviale et nous munissons
le corps K((x)) de sa valuation x-adique notée vx. Notre but est d’étudier les K((x))-
modules différentiels. Pour alléger les notations, nous poserons D = K((x))⟨D⟩ ou
DK = K((x))⟨D⟩ en précisant le corps des constantes en cas de besoin.

Remarque 9.10. — Pour insister sur les analogies avec le reste de ce cours, nous
utiliserons parfois la valeur absolue de K((x)) définie par |x|ρ = ρ < 1. Les différentes
valeurs du nombre ρ conduisant au même résultat, il n’y a pas de raison, ici, de le
faire varier. Il sera fixé une fois pour toute dans cette section. Avec ces conventions,
on a |a|ρ = ρvx(a), pour a dans K((x)).

10. Modules différentiels singuliers-réguliers

Définition 10.1. — On dit que le K((x))-module différentiel M est singulier-
régulier si son rayon de convergence Ray(M, ρ) est maximum, c’est-à-dire égal à
ρ.

Dans ce cas particulier, le corollaire 8.8 s’écrit

Proposition 10.2. — Soit M un K((x))-module différentiel de rang µ. Les condi-
tions suivantes sont équivalentes :
1)M est singulier-régulier,
2) L’équation différentielle Dµ(m) = aµ−1D

µ−1(m) + · · ·+ a0m satisfaite par un (et
alors par tout) vecteur cyclique m deM vérifie vx(ai) ≥ i− µ (condition de Fuchs) .
3) Si Gs est la matrice qui représente Ds dans une base cyclique de M, on a
vx(x

sGs) ≥ 0 pour tout s ≥ 0.
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4)Si Gs est la matrice qui représente Ds dans une base quelconque de M, il existe
une constante c (négative en général) telle que vx(x

sGs) ≥ c pour tout s ≥ 0.

Remarque 10.3. — La condition 2) est la définition classique d’un point singulier-
régulier.
La condition 3) signifie queM a une base dans laquelle la matrice qui représente la
dérivation xD a ses coefficients dans K[[x]].

Théorème 10.4. — Tout K((x))-module différentiel singulier-régulier M possède
une base dans laquelle la dérivation xD est représentée par une matrice constante.

Preuve. — D’après la condition 3) de la proposition 10.2, il existe une base e deM
dans laquelle la dérivation xD est représentée par une matrice :

xG =

∞∑
i=0

Aix
i.

On cherche une base de M dans laquelle la dérivation xD est représentée par la
matrice constante A0. D’après la formule (21), il suffit pour cela de trouver une
matrice H, inversible dans Mat

(
µ,K((x))

)
, telle que xD(H) = xGH −H A0. On la

cherche sous la forme H = I +
∑∞

i=1Hix
i. Elle est alors inversible par construction

et, pour tout i ≥ 0 on doit avoir :

iHi = A0Hi −HiA0 +

i−1∑
j=0

Ai−j Hj .(37)

Cette relation est trivialement vérifiée pour i = 0 et permet de trouver la matrice
Hi par récurrence à condition que l’application H 7→ (i I −A0)H − H A0 soit, pour
chaque indice i > 0, une bijection de l’ensemble Mat(µ,K), des µ × µ matrices à
coefficients dans K, dans lui-même .

Nous laissons au lecteur le soin de vérifier le résultat “classique” suivant :

• Soit P et Q deux matrices de Mat(µ,K) et Mat(ν,K) respectivement. L’endo-
morphisme H 7→ PH −HQ, du K-espace vectoriel des µ× ν matrices à coeffi-
cients dans K, a pour valeurs propres les µν différences entre une des µ valeurs
propres de P et une des ν valeurs propres de Q.

En remarquant qu’un endomorphisme est bijectif si (et seulement si) aucune de ses
valeurs propres n’est nulle, on contate que le théorème sera démontré si nous pouvons
choisir la base e de telle sorte qu’aucune des différences des valeurs propres de la
matrice A0 ne soit un entier non nul.

Pour cela il suffit de faire un certain nombre de changements de base qui gardent
les propriétés de la matrice G tout en diminuant de 1 l’une des valeurs propres λ de la
matrice A0. Ces changements de base sont appelés transformations de cisaillement.
Si le corps K est algébriquement clos, Ils consistent à faire successivement les change-
ments de base qui transforment la matrice représentant la dérivation xD de la façon
suivante :
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1. xG 7→ xC−1GC où la matrice constante C est inversible et choisie pour que

matrice C−1A0 C soit sous la forme réduite

(
Γ 0
0 ∆

)
, la matrice Γ (resp. ∆)

correspondant au bloc de Jordan de la valeur propre λ (resp. des autres valeurs
propres).

2. xG 7→ xH−1
(
GH −D(H)

)
avec H =

(
x I 0
0 I

)
. Un calcul simple montrant

que la nouvelle matrice de dérivation est de la forme que nous cherchions :

xG =

(
Γ− I ⋆
0 ∆

)
+ xA1 + · · ·

(il peut arriver au cours de ce processus que la valeur propre de Γ devienne égale à
une valeur propre de ∆. Dans ce cas, on ne pourra peut-être pas faire disparâıtre la
matrice constante du terme que nous avons noté ⋆).

Dans le cas où le corps K n’est pas algébriquement clos, on peut faire les mêmes
opérations mais en traitant simultanément les valeurs propres qui sont algébriques
conjuguées.

Exercice 10.5. — On suppose le corps K algébriquement clos.

1. Vérifier que le changement de base associé à la matrice H = x−n I permet
d’augmenter toutes les valeurs propres de la matrice A0 de n.

2. En déduire que, dans le théorème 10.4, on peut imposer, en plus, que la matrice
constante a ses valeurs propres dans un système S de représentant de K/Z fixé
à l’avance.

3. Montrer que si, dans deux bases de M, la dérivation est représenté par des
matrices constantes A et B dont les valeurs propres appartiennent à S, ces deux
matrices sont semblables sur K (il existe une matrice constante et inversible H
telle que B = H−1AH).

4. Soit e une base de M dans laquelle la dérivation xD est représentée par une
matrice : xG =

∑∞
i=0Aix

i. Montrer que les valeurs propres de la matrice A0

sont, modulo Z et à l’ordre près, indépendantes de la base e.

Définition 10.6. — Soit e une base deM dans laquelle la dérivation xD est repré-
sentée par une matrice xG =

∑∞
i=0Aix

i. Les valeurs propres, modulo Z et à l’ordre
près, de la matrice A0 sont appelés exposants du module différentielM.

Théorème 10.7. — Si le corps K est algébriquement clos, tout K((x))-module diffé-
rentiel singulier-régulierM est isomorphe à la somme directe de modules

D/D(xD − λ)νλ

où les λ sont des exposants (pas forcément tous différents) de M et où la somme
des νλ correspondant à un même exposant est égal à l’ordre de cet exposant (comme
valeur propre de la matrice A0).

Preuve. — Il suffit, par un changement de base constant, de mettre la matrice con-
stante représentant la dérivation sous forme de Jordan.
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11. Le polygone de Newton d’un polynôme différentiel

Nous appliquons les résultats du paragraphe 7.3. Rappelons que le corps
différentiel F = K((x)) est muni de la valeur absolue | · |ρ associée à valuation
x-adique et normalisée par |x| = ρ < 1. En particulier, on a

On munit donc D = K(x))⟨D⟩ de la valeur absolue | · |ρ,r.

Définition 11.1. — Soit L =
∑µ

i=0 aiD
i un polynôme différentiel de D. A chacun

des monômes aiD
i, nous associons le point

(
i, vx(ai)−i

)
. Le polygone de Newton de L

est l’enveloppe convexe de ces points auxquels on ajoute les points (0,mini vx(ai)− i)
et (0,∞).
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v(ai)− i

min v(ai)− i

v(aµ)− µ

Figure 6. Un polygone de Newton qui a 4 pentes

C’est aussi l’enveloppe convexe de l’ensemble des points
{(
i− j, vx(ai)− i+ k

)}
pour 0 ≤ j ≤ i ≤ µ et k ≥ 0.

Exercice 11.2. — Vérifier que, si L =
∑µ

i=0 aiD
i =

∑µ
i=0 bi(xD)i, Le polygone de

Newton de L est l’enveloppe convexe des points
(
i, vx(bi)

)
auxquels on ajoute les

points (0,mini vx(bi)) et (0,∞)).

Définition 11.3. — Les pentes γi de L sont les pentes des cotés non verticaux de
son polynôme de Newton. La multiplicité de γi est la longueur du coté de pente γi .

Par définition, les pentes sont des nombres rationnels positifs ou nuls.
Dans la théorie formelle, le corps des restes K est de caractéristique nulle, donc

ω = 1 et on peut toujours appliquer le théorème 8.6. Ceci permet de relier le rayon de
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convergence et la plus grande des pentes du polygone de Newton associé à une base
cyclique. Cela montrera en particulier que cette plus grande pente ne dépend pas de
la base cyclique.

Proposition 11.4. — SoitM un K((x))-module différentiel. Si, en choisissant une
base cyclique, on écrit M = D/DL avec L dans D, alors la plus grande pente r(L)
du polygone de Newton de L est égale à − logρ

(
1
ρ Ray(M, ρ)

)
≥ 0.

Preuve. — On peut toujours choisir le polynôme différentiel L unitaire. Dans ce cas,
on a vx(aµ) = 0 et la plus grande pente du polygone de Newton de L est égale à

max
0≤i<µ

(
vx(aµ)− µ

)
−
(
vx(ai)− i

)
µ− i

= max
0≤i<µ

−vx(ai)
µ− i

− 1.

et, en remarquant que vx(a) = − logρ(|a|ρ), le théorème 8.6 s’écrit :

logρ
(
Ray(M, ρ)

)
= min

0≤i<µ

vx(ai)

µ− i
.

Remarque 11.5. — La condition 2) de la proposition 10.2 dit que le module
différentiel M = D/DL est singulier-régulier si et seulement si le polynôme
différentiel L a une seule pente qui est nulle.

Proposition 11.6. — L’ensemble des pentes d’un produit L = PQ est la réunion des
pentes de P et de Q. La multiplicité d’une pente dans L est la somme des multiplicités
qu’elle a dans P et dans Q.

Preuve. — Il est facile de vérifier que les pentes de L sont les nombres γi pour lesquels
Nγi

(L) > nγi
(L) (voir définition 7.10), la multiplicité de γi étant Nγi

(L)− nγi
(L).

La proposition est alors une conséquence immédiate du lemme 7.11.

12. Décomposition suivant les pentes

Proposition 12.1. — Soit L un polynôme différentiel de D et soit γ l’une de ses
pentes. On note ν la multiplicité de la pente γ. Alors il existe quatre polynômes
différentiels P P ′, Q et Q′ de D tels que

1. on a L = PQ = Q′P ′.
2. P et P ′ sont de degré ν en D et ont une unique pente égale à γ (cette pente est

alors évidemment de multiplicité ν),
3. les pentes de Q et Q′ sont toutes différentes de γ,

Dans ces conditions, on a D/DL = D/DQ⊕D/DP = D/DQ′ ⊕D/DP ′.

Preuve. — Avec les notations du paragraphe 7.3 on a ∥D∥γ = ρ−γ ≥ 1 = ∥D∥,
on peut donc utiliser le lemme de Hensel à droite pour le polynôme différentiel L
et le nombre γ (proposition 7.12). On obtient une décomposition L = P1Q1 avec
degD(P1) = Nγ(P1) = Nγ(L).
Si γ = 0 c’est fini. Sinon, pour ε > 0 suffisamment petit, on a Nγ−ε(P1) = nγ(P1) =
nγ(L). Le lemme de Hensel à gauche pour le polynôme différentiel P1 le nombre
γ − ε (proposition 7.13) donne une décomposition P1 = PQ2Q1 avec degD(Q2) =
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Nγ−ε(P1) = nγ(L) et donc degD(P ) = degD(P1)− degD(Q2) = Nγ(L)− nγ(L) = ν.
Par ailleurs, par construction, les pentes de Q1 sont toutes strictement supérieures à
γ et celles de Q2 sont toutes inférieures à γ − ε. Donc, d’après la proposition 11.6,
le polynôme Q = Q2Q1 n’a aucune pente égale à γ. Ceci montre l’existence de la
décomposition L = PQ avec les propriétés voulues. Pour la décomposition L = Q′P ′,
on fait la même preuve en échangeant gauche et droite.

Pour montrer la décomposition en somme directe, on remarque que les deux décom-
positions L = PQ = Q′P ′ correspondent à deux suites exactes :

0−→D/DP
δ−→D/DL

θ−→D/DQ−→ 0

0−→D/DQ′
δ′−→D/DL

θ′

−→D/DP ′−→ 0

(l’application θ est la projection naturelle et l’application δ′ est donnée par S 7→ SP ′).
Soit S un polynôme différentiel dont l’image S dans D/DQ′ vérifie θ◦δ′(S) =

0. Cela signifie que SP ′ appartient à DQ. L’ensemble des polynômes différentiels
vérifiant cette condition est un idéal à gauche I de D qui contient Q′ car Q′P ′ = L =
PQ. L’anneau D est euclidien (il y a une division euclidienne non commutative) donc
principal. Soit R un générateur de l’idéal I. Comme le polynôme différentiel R divise
Q′, il ne peut avoir de pente égale à γ (proposition 11.6). Comme, par définition il
existe T tel que RP ′ = TQ, on a

Nγ(T )− nγ(T ) = Nγ(TQ)− nγ(TQ)

= Nγ(RP
′)− nγ(RP ′) = Nγ(P

′)− nγ(P ′) = degD(P ′)

D’où degD(T ) ≥ degD(P ′) c’est-à-dire degD(R) ≥ degD(Q) = degD(Q′) et donc
R = aQ′ pour un élément a de K((x)).

On vient de démontrer que Q′ est un générateur de I. Cela signifie que θ◦δ′(S) = 0
implique S = 0 et donc l’application D-linéaire θ◦δ′, entre deux D-modules libres de
dimension finie, est injective et par suite surjective. L’application δ′◦(θ◦δ′)−1 est un
relèvement de θ ce qui montre que la première suite exacte est scindée. On fait de
même pour la deuxième.

Corollaire 12.2. — SoitM un K((x))-module différentiel. Il existe des polynômes
différentiels Pi ayant chacun une seule pente γi avec γi ̸= γj pour i ̸= j, tels que
M =

⋃
i D/DPi.

Preuve. — On utilise le théorème du vecteur cyclique pour se trouver dans la situation
M = D/DL dans laquelle une utilisation répétée de la proposition précédente permet
de conclure.

Remarque 12.3. — Les nombres γi sont les pentes du module différentiel M. Ce
sont les pentes d’un polynôme différentiel L tel queM = D/DL. On vérifie qu’elles
ne dépendent pas du choix de L en remarquant que l’injection 0−→D/DPi−→D/DL
implique que L = PiQi et donc que γi est une pente de L de multiplicité au moins
degD(Pi). Comme la somme des multiplicités doit être égale à degD(L), le “au moins”
est aussi un “au plus”.
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13. Le théorème de Turrittin

Rappelons le résultat principal sur les extensions algébriques d’un corps de séries
formelles en caractéristique nulle (voir [24] par exemple)

Théorème 13.1 (Puiseux). — Soit K un corps de caractéristique nulle et soit
P (X) un polynôme (commutatif) de degré n à coefficients dans K((x)). Il existe
un nombre e ≥ 1, une extension finie H de K et un élément η de H((y)) avec ye = x
tel que P (η) = 0. Si e > 1, on a aussi P (ζη) = 0 pour n’importe quelle racine e-ième
de l’unité ζ.

Ceci va nous permettre de trouver la structure des K((x))-modules différentiels.

Théorème 13.2. — SoitM un K((x))-module différentiel de rang µ. Il existe une
extension finie H de K, un nombre e (qui divise µ!), des polynômes différentiels Pi

de H((y))⟨D⟩, avec ye = x, satisfaisant la condition de Fuchs (proposition 10.2–2)
c’est-à-dire ayant une seule pente qui est nulle, et des éléments ηi de H((y)) tels que

M =
⊕
i

H((y))⟨D⟩/H((y))⟨D⟩Pi(D − ηi)

Preuve. — Puisque K((x)) est un corps, M a une base cyclique et peut se mettre
sous la forme D/DL où L est un polynôme différentiel unitaire (L =

∑µ
i=0 aiD

i avec
aµ = 1).

Par construction, vx(ai) est un entier. Donc la plus grande pente r(L) du polygone
de Newton de L appartient à 1

dZ avec d ≤ µ. On démontre le théorème par une double

récurrence sur les couples
(
degD(L), r(L)

)
ordonnés par l’ordre lexicographique.

Pour r(L) = 0, le module différentiel M est singulier-régulier et L satisfait la
condition de Fuchs donc le résultat est évident.
Pour degD(L) = 1, le résultat est aussi évident car on a L = D − η = P (D − η) avec
P satisfaisant évidemment la condition de Fuchs.

D’après le corollaire 12.2, on peut supposer que L n’a qu’une seule pente γ > 0.
D’après le théorème 13.1, le polynôme (commutatif) L(X) a toutes ses racines dans
une extension H((y)) du corps K((x)). Soit η une racine de L(X).
Puisque L n’a qu’une seule pente γ, pour 0 ≤ i ≤ µ, on a vx(ai)− i ≥ γi+ vx(a0)− 0
avec égalité pour i = 0 et i = µ. De vx(aµ) = 0, on tire vx(a0) = −(γ + 1)µ et
vx(ai) ≥ (γ + 1)(i− µ) puis vx(η)µ = vx(a0) c’est-à-dire vx(η) = −(γ + 1) < −1.

Considérons l’anneau A = H((y)) muni de la valeur absolue | · | = Exp
(
−vx(·)

)
et

de la dérivation D = d/dx. On a |y| = Exp(−1/e), |η| = Exp(1+γ) et D(y) = 1
ey

1−e si
bien que |D(y)| = Exp 1− 1/e = Exp(1)|y|. Il vient ∥D∥op,A = Exp(1) < |η|. On peut
donc appliquer le lemme 7.5 à η et à l’anneau H((y)). Comme, par construction,
L(η) = 0, ce lemme affirme, en particulier, que le terme constant c0 du polynôme
différentiel L(D + η) est de valuation x-adique strictement plus grande que celui de
L.

Deux cas peuvent se produire :
1) Le polygone de Newton du polynôme différentiel L(D + η) (qui appartient à
H((y))⟨D⟩) a au moins deux pentes.
D’après le corollaire 12.2, on peut décomposer le module différentiel associé en une
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somme directe de modules différentiels de dimension strictement inférieure à degD(L).
Pour chacun de ceux-ci, le résultat résulte de l’hypothèse de récurrence. Le résultat
pourM s’en déduit par un calcul simple.
2) Le polygone de Newton du polynôme différentiel L(D + η) a une seule pente.
Dans ce cas cette pente est strictement inférieure à la pente γ du polygone de Newton
de L. On ne peut pas encore conclure car les pentes sont des nombres rationnels et
une suite strictement décroissante de nombres rationnels ne tend pas forcément vers
0 ! Il faut donc pouvoir contrôler la ramification.

On remarque que, dans le cas 2), le polynôme (commutatif) L(X + η) a, lui aussi,
des pentes plus petites que γ (l’analogue commutatif du lemme 7.5 est facile). Si η′

est une autre racine de l’équation L(X) = 0, on a vx(η
′ − η) > vx(η) = −(γ + 1). Ce

cas ne peut se produire que si y = x (cas non ramifié). En effet, sinon, η′(y) = η(ζy)
pour ζe = 1 est aussi racine de l’équation L(X) = 0 et a même valuation que η. On
constate donc que la plus grande pente a diminué d’au moins 1

µ ce qui permet de

conlure.

Remarque 13.3. — On peut montrer que la décomposition du théorème est unique
à permutation et isomorphisme près. En particulier, les pentes de M sont données
par les valuations x-adiques des ηi (avec vx(y) = 1/d).

Corollaire 13.4 (Turrittin). — Soit M un K((x))-module différentiel de rang µ
et soit G la matrice de D dans une base quelconque de M. Il existe une extension
finie H de K , un nombre d (qui divise µ!), une matrice inversible A à coefficients
dans H((y)) avec yd = x, une matrice constante C mise sous forme de Jordan et
une matrice diagonale P qui commute avec la matrice C et dont les coefficients (de
la diagonale) sont des polynômes à coefficients dans H nuls en 0 tels que la matrice

X(y) = A(y) yC exp
(
P (

1

y
)
)

soit solution de l’équation différentielle D(X) = GX.

Preuve. — La matrice A représente un changement de base.
Le théorème 13.2 permet (après un changement de base) de se ramener au cas du
module différentiel H((y))⟨D⟩/H((y))⟨D⟩L(D−η) avec L satisfaisant la condition de
Fuchs. Le théorème 10.4 montre que, dans une base convenable, le module différentiel
H((y))⟨D⟩/H((y))⟨D⟩L(D) a une solution de la forme yC .
Notons

∫
η une primitive de η. On a (D − η)

(
f exp(

∫
η)
)
= D(f) exp(

∫
η), d’où

L(D − η)
(
f exp(

∫
η)
)
= L(D)(f) exp(

∫
η),

et on constate que le module différentiel H((y))⟨D⟩/H((y))⟨D⟩L(D−η) a bien, dans
une base convenable, une solution de la forme yC exp(

∫
η).

Il ne reste plus qu’à remarquer que
∫
η = 1

yP (
1
y )+ c+η

+ où P est un polynôme, où c

est une constante et où η+ appartient à yH[[y]] de telle sorte que exp(η+) appartient
aussi à H[[y]] et correspond à un changement de base autorisé. De son coté, c est une
constante d’intégration que l’on peut choisir nulle.
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CHAPITRE V

LA THÉORIE DE DWORK-ROBBA

Nous présentons les principaux résultats obtenus par Dwork et Robba concer-
nant la catégorie MLC(Eρ). Dans ce chapitre, K est un corps valué complet de
caractéristique nulle. On utilisera aussi l’extension Ω de K introduite au paragraphe
3.3 pour parler des points génériques.

14. Décompositions liées au rayon de convergence

Le premier résultat remarquable montre qu’un Eρ-module différentiel dont les so-
lutions au voisinage du point générique n’ont pas toutes le même rayon de convergence
n’est pas irréductible.

Pour 0 < r ≤ ρ, on munit l’anneau Eρ⟨D⟩ de la norme d’algèbre∥∥∥∑
i

ai(x)D
i
∥∥∥
op,ρ,r

déf
= sup

i
|i! ai|ρ r−i.

C’est la norme d’opérateur sur l’anneau Btρ(r) des fonctions analytiques bornées
dans le disque D(tρ, r), à coefficients dans le corps Ω, muni de la valeur absolue
|f |r = supx∈D(tρ,r) |f(x)|. En particulier, c’est une norme d’algèbre.

SoitM un Eρ-module différentiel. Pour faire les calculs, nous devons choisir une
présentation deM c’est-à-dire une famille génératrice e du Eρ⟨D⟩-moduleM. Comme
Eρ est un corps, le théorème du vecteur cyclique 6.14 dit que l’on peut prendre une
famille à un élément. C’est le choix qui a été fait dans les travaux originaux de Dwork
[20], de Robba [42] et dans [11] mais cela ne facilite pas vraiment les démonstrations.
Nous trouvons plus avantageux de faire le choix suivant

e est une base du Eρ-espace vectorielM.

Notons ∥·∥ρ,r,e la semi-norme surM quotient de la norme ∥·∥op,ρ,r et Tρ,r la topologie
associée. En vertu de la proposition 7.8, cette topologie est indépendante du choix de
la famille génératrice e.

Remarque 14.1. — Pour m =
∑
Piei dansM et a dans Eρ, on a

∥am∥ρ,r,e ≤ max
i
∥aPi∥op,ρ,r = |a|ρ max

i
∥Pi∥op,ρ,r.

On en déduit que ∥am∥ρ,r,e ≤ |a|ρ∥m∥ρ,r,e. Comme Eρ est un corps, cette inégalité
est en fait une égalité et ∥ · ∥ρ,r,e est une Eρ-semi-norme.

En général, la topologie Tρ,r n’est pas séparée. Notons

Oρ,r(M) = {m ∈M ; ∥m∥ρ,r,e = 0}

l’adhérence de 0 pour Tρ,r. Pour m =
∑
Piei dansM) et P dans Eρ⟨D⟩, on a

∥P m∥ρ,r,e =
∥∥∑P Piei

∥∥
ρ,r,e
≤ max

i
∥P Pi∥op,ρ,r ≤ ∥P∥op,ρ,r max

i
∥Pi∥op,ρ,r.
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En prenant la borne inférieure sur tous les (Pi) possibles, on trouve

∥P m∥ρ,r,e ≤ ∥P∥op,ρ,r ∥m∥ρ,r,e.

En particulier, on constate que Oρ,r(M) est un Eρ⟨D⟩-module et un sous-Eρ-espace
vectoriel de M. Comme M est de dimension finie sur Eρ, il en est de même de

Oρ,r(M). On constate donc que Oρ,r(M) est un Eρ-sous-module différentiel de M
(le fait que Eρ soit un corps est ici essentiel). Le résultat suivant repose sur le fait
que Eρ est complet.

Théorème 14.2 ([20],[42]). — Soit 0 < r ≤ ρ et soitM un Eρ-module différentiel.

1. HomEρ⟨D⟩
(
M/Oρ,r(M),Btρ(r)

)
est isomorphe à HomEρ⟨D⟩

(
M,Btρ(r)

)
.

2. M/Oρ,r est soluble dans Btρ(r) et donc Ray
(
M/Oρ,r(M), ρ

)
≥ r.

3. On a Oρ,r(M) =M si et seulement si HomEρ⟨D⟩
(
M,Atρ(r)

)
= 0.

Preuve. —
1.– La suite exacte (de MLC(Eρ)) 0−→Oρ,r(M)−→M−→M/Oρ,r(M)−→ 0 donne une
suite exacte de Ω-espaces vectoriels :

0−→HomEρ⟨D⟩
(
M/Oρ,r(M),Btρ(r)

)
−→HomEρ⟨D⟩

(
M,Btρ(r)

)
r−→HomEρ⟨D⟩

(
Oρ,r(M),Btρ(r)

)
où r est la restriction des solutions. Pour démontrer le point 1., il suffit de montrer que
cette restriction est nulle c’est-à-dire que toute solution s deM dans Btρ(r) s’annule
sur Oρ,r(M).

Soit m un élément de Oρ,r(M) et s une solution, c’est-à-dire un homomorphisme
de Eρ⟨D⟩-module, de M dans Btρ(r). Par définition de la norme quotient, pour
tout ϵ > 0, il existe des polynômes différentiels Pi de Eρ⟨D⟩ tel que m =

∑
Pi ei et

maxi ∥Pi∥op,ρ,r ≤ ϵ. il vient alors :

|s(m)|r =
∣∣∑Pi s(ei)

∣∣
r
≤ max

i

{
∥Pi∥op,ρ,r

∣∣s(ei)∣∣r} ≤ ϵ max
i

∣∣s(ei)∣∣r.
Ceci ayant lieu pour tout ε, on constate que

∣∣s(m)
∣∣
r
= 0, c’est-à-dire s(m) = 0, ce

que nous voulions démontrer.

2.– Si m appartient à M, on note m son image dans M/Oρ,r(M). Les images ei
des ei forment une famille génératrice de M/Oρ,r(M). Soit m =

∑
Pi ei, avec Pi

dans Eρ⟨D⟩, un élément de M/Oρ,r(M). Choisissons un élément m de M dont m

est l’image. Par construction, m −
∑
Pi ei appartient à Oρ,r(M) et on peut l’écrire∑

Qi ei avec des polynômes différentiels Qi de norme aussi petite qu’on veut. Si
m ̸= 0, les Pi ne sont pas tous nuls et on peut imposer ∥Qi∥op,ρ,r < maxj ∥Pj∥op,ρ,r.
La décomposition m =

∑
(Pi +Qi) ei montre alors que

∥m∥ρ,r,e ≤ max
i
∥Pi +Qi∥op,ρ,r = max

i
∥Pi∥op,ρ,r.

En prenant la borne inférieure sur toutes les décompositions m =
∑
Pi ei, on trouve :

∥m∥ρ,r,e ≤ ∥m∥ρ,r,e
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(on vérifie facilement que l’on a en fait égalité) et on en déduit que

∥m∥ρ,r,e = 0 =⇒ ∥m∥ρ,r,e = 0 =⇒ m ∈ Oρ,r(M) =⇒ m = 0.

La semi-norme ∥ · ∥ρ,r,e est donc une norme sur le Eρ-espace vectoriel de dimension

finieM/Oρ,r(M). Comme le corps Eρ est complet, d’après le théorème 1.14 elle est

équivalente à n’importe quelle autre norme surM/Oρ,r(M). Par exemple à la norme
associée à la base e: ∥∥∑ aiei

∥∥
e

déf
= max

i
|ai|ρ

Il existe donc une constante κ telle que, pour tout m dansM/Oρ,r(M) on ait

∥m∥e ≤ κ∥m∥ρ,r,e.(38)

La majoration dans l’autre sens est moins profonde. En effet, la restriction de la norme
∥ · ∥opρ,r à Eρ n’est autre que la valeur absolue | · |ρ et la décomposition m =

∑
aiei

est une décomposition particulière de m dans la famille Eρ⟨D⟩-génératrice e si bien
que l’on a

∥m∥ρ,r,e ≤ ∥m∥e.
La majoration (38) donne pour tout entier n∥∥ 1

n!
Dn(ei)

∥∥
e
≤ κ

∥∥ 1

n!
Dn(ei)∥ρ,r,e ≤ κ

∥∥ 1

n!
Dn∥op,ρ,r = κr−n.

Autrement dit, il existe des éléments analytiques ai,j de Eρ tels que

1

n!
Dn(ei) =

∑
j

ai,jej , |ai,j |ρ ≤ κ r−n.

Soit maintenant s une solution deM/Oρ,r(M) dans l’anneau Ω[[x− tρ]]. Posons

s(ei) =

∞∑
n=0

αi,n(x− tρ)n.

On trouve :

αi,n =
1

n!
Dn
(
s(ei)

)
(tρ) = s

( 1
n!
Dn(ei)

)
(tρ)

= s
(∑

j

ai,jej

)
(tρ) =

(∑
j

ai,js
(
ej)
)
(tρ) =

∑
j

ai,j(tρ)s
(
ej
)
(tρ)

ce qui donne la majoration

|αi,n| ≤ max
j

{
|ai,j(tρ)|

∣∣s(ej)(tρ)∣∣} = max
j

{
|ai,j |ρ |αj,0|

}
≤ κr−n max

j
∥αj,0|

et on constate que les séries entières s(ei) appartiennent à Btρ(r). On constate donc
que s est une solution dans Btρ(r).
3.– Si HomEρ⟨D⟩

(
M,Atρ(r)

)
= 0, on a HomEρ⟨D⟩

(
M,Btρ(r)

)
= 0 et donc, d’après

le résultat 1, HomEρ⟨D⟩
(
M/Oρ,r(M),Btρ(r)

)
= 0. Or, d’après le résultat 2, la
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dimension sur Ω de HomEρ⟨D⟩
(
M/Oρ,r(M),Btρ(r)

)
est égale à la dimension sur Eρ

deM/Oρ,r(M). DoncM/Oρ,r(M) = 0 et Oρ,r(M) =M.

Réciproquement, si Oρ,r(M) =M, les ei appartiennent à Oρ,r(M) et ∥ei∥ρ,r,e = 0.
En particulier, il existe des polynômes différentiels Pi,j dans Eρ⟨D⟩ tels que

ei =
∑
j

Pi,j ej et |Pi,j |ρ,r < 1 (∀i, j).

Mantenant, si s est une solution deM dans Atρ(r), pour tout nombre r′ < r et tout
indice i, s(ei) appartient à Btρ(r′). Si les fonctions s(ei)0 n’étaient pas toutes nulles,
on trouverait:

|s(ei)|r′ = |
∑
j

Pi,j

(
s(ei)

)
|r′ ≤ max

j
|Pi,j |op,ρ,r′ |s(ej)|r′ < max

j
|s(ej)|r′

ce qui n’est pas. Donc s(ej) = 0 pour tout indice i et s = 0.
On a donc HomEρ⟨D⟩

(
M,Atρ(r)

)
= 0.

Corollaire 14.3. — Soit 0 < r ≤ ρ et soitM un Eρ-module différentiel.
Si HomEρ⟨D⟩

(
M,Atρ(r)

)̸
= 0, alors HomEρ⟨D⟩

(
M,Btρ(r)

)
̸= 0.

En particulier, un opérateur différentiel L de Eρ⟨D⟩ qui n’est pas injectif dans Atρ(r)
n’est pas injectif dans Btρ(r).

Preuve. — D’après le théorème 14.2-3., la condition si HomEρ⟨D⟩
(
M,Atρ(r)

)
̸= 0

implique M/Oρ,r(M) ̸= 0. Mais les conditions 1 et 2 du même théorème montrent

alors que HomEρ⟨D⟩
(
M,Btρ(r)

)
= HomEρ⟨D⟩

(
M/Oρ,r(M),Btρ(r)

)
̸= 0.

La traduction pour l’opérateur différentiel L s’obtient en considérant le module diffé-
rentielM = Eρ⟨D⟩/Eρ⟨D⟩L.

Comme nous l’avons vérifié, la topologie quotient passe au quotient ! mais il n’y a
aucune raison qu’elle donne la topologie quotient des sous-modules différentiels. En
général, le module différentiel Oρ,r(M) a encore des solutions non nulles dans Btρ(r).
En itérant le processus, on obtient le résultat suivant.

Corollaire 14.4. — Soit M un Eρ-module différentiel. Pour 0 < r ≤ ρ, il existe
un sous-module différentiel Nr deM tel que toute application horizontale deM dans
Aρ(r) s’annule sur Nr et tel que

Ray(M/Nr) ≥ r et dimEρ(M/Nr) = dimK

(
HomEρ⟨D⟩

(
M,Atρ(r)

))
.

Preuve. — On construit une filtration décroissante M[i] dans M en posant M[0] =
M et M[i] = Oρ,r(M[i−1]) pour i ≥ 1. D’après la propriété 14.2-2. les quotients

successifs M[i−1]/M[i] sont solubles dans Btρ(r). La méthode de variation des con-

stantes (proposition 6.24) montre, par récurrence sur i, que le quotient M/M[i] est
soluble dans l’anneau Atρ(r) (plus petit anneau contenant Btρ(r) et sur lequel D est

surjectif). Les dimensions desM[i] étant décroissantes, le processus s’arrête lorsque
M[i] = M[i−1] c’est-à-dire lorsque le sous-module différentiel (éventuellement nul)

Nr
déf
= M[i] n’a pas de solution non nulle dans Aρ(r) (d’après 14.2-3.).
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Autrement dit cette décompostion sépare les solutions de rayon de convergence
≥ r de celles des solutions de rayon < r.

Corollaire 14.5. — Soit A un anneau tel que A ⊂ A
(
[0, ρ[

)
∩ Eρ et soit M un

A-module différentiel. Alors, pour r ≤ ρ,

HomA⟨D⟩

(
M,Atρ(r)

)
= 0 =⇒ HomA⟨D⟩

(
M,B

(
[0, r[

))
= 0.

Preuve. — Par hypothèse et d’après (27), on a

HomEρ⟨D⟩

(
M⊗ Eρ,Atρ(r)

)
= HomA⟨D⟩

(
M,Atρ(r)

)
= 0.

Donc la propriété 14.2-3 dit que

M⊗Eρ = Oρ,r(M⊗ Eρ).

En particulier, si e est une famille génératrice du A⟨D⟩-module M, par exemple
une base du A-module M, les ei ⊗ 1 appartiennent à Oρ,r(M ⊗ Eρ). Comme la
topologie Tρ,r est donnée, entre autre, par la semi-norme ∥ · ∥ρ,r,e surM⊗Eρ, celle-ci
est identiquement nulle. Soit maintenant s une solution de M dans A

(
[0, r[

)
. Par

définition de la norme∥ · ∥ρ,r,e, il existe des polynômes différentiels Pi,j dans Eρ⟨D⟩
tels que

⌉i =
∑
j

Pi,j(ej) , max
i,j
|Pi,j |op,ρ,r = κ < 1.

Il vient alors

|s(ei)|r =
∣∣∣∑

j

Pi,j

(
s(ej)

)∣∣∣
r
≤ max

j
|Pi,j |op,ρ,r|s(ej)|r ≤ κmax

j
|s(ej)|r

ce qui donne maxi |s(ei)|r ≤ κmaxi |s(ei)|r et, montre que les fonctions s(ei) = 0 sont
toutes nulles et donc que la solution s est nulle.

Exemple 14.6. — Soit a un nombre de Zp. Monsky a proposé le polynôme
différentiel suivant :

Ma
déf
= pxD2 + (1− x)D + a.

Pour que la série f =
∑
anx

n soit solution de Ma, c’est-à-dire telle que Ma(f) = 0,
on doit avoir

(pn+ 1)(n+ 1) an+1 = (n+ a) an.
(9)

Notant (a)n
déf
= a(a + 1) · · · (a + n − 1) le symbole de Pochhammer , on trouve que

les solutions de Ma analytiques en 0 forment un K-espace vectoriel de dimension 1
engendré par la fonction

f(x) =

∞∑
n=0

(a)n

pn( 1p )n n!
xn.

Il est clair que
∣∣pn( 1p )n∣∣ = ∏

|1 + pi| = 1 et facile de voir que
∣∣(a)n∣∣ ≤ ∣∣(1)n∣∣ =

|n!|. Autrement dit, f appartient à B
(
[0, 1[

)
. Le corollaire 14.5 dit alors que

(9)Un polynôme différentiel de K[x,D] qui, comme Ma, correspond à une relation du type

P (n) an+1 = Q(n) an avec P et Q polynômes de K[n] est dit hypergéométrique.
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HomA⟨D⟩

(
M,At1(1)

)
̸= 0. D’un autre coté, si f et g sont deux solutions de Ma,

le wronskien w = f D(g) − D(f) g satisfait l’équation pxD(w) = (1 − x)w (voir
lemme 6.7). Le théorème 8.6 montre que la solution de cette équation différentielle au

voisinage du point t1 a un rayon de convergence exactement égal à ω
∣∣ 1−x

px

∣∣−1
1

= ωp.

On en conclut que HomA⟨D⟩

(
M,At1(1)

)
̸= 0 est de dimension (sur K) exactement

égale à 1.
D’après le corollaire 14.4, le Eρ-module différentiel Eρ⟨D⟩/Eρ⟨D⟩Ma contient un
sous Eρ-module différentiel de rang 1. Par contre, on :montre que, sia n’est pas dans
Z, le K(x)-module différentiel K(x)⟨D⟩/K(x)⟨D⟩Ma est irréductible c’est-à-dire ne
contient pas de sous K(x)-module différentiel de rang 1.

On en trouvera une étude détaillée de cet exemple dans [42]-4.26 et surtout dans
[22] € 7. Il montre que, même pour un K(x)-module différentiel, la décomposition du
corollaire 14.4 n’a pas lieu dans K(x). Par contre Dwork et Robba ont montré ([22]
€4), que, si on part d’un E† ∩ E1-module différentiel, la décomposition du corollaire
14.4 a toujours lieu dans E† ∩ E1. Ce résultat est très délicat mais ne nous sera pas
utile.

Une analyse soigneuse de la démonstration du corollaire 14.4 montre que les so-
lutions de rayon r dans le disque générique du module différentiel M s’obtiennent
par, au plus, µ − 1 primitives à partir de fonctions bornées (une primitive à chaque
application de la méthode de variation de la constante. Cela implique qu’elles aient
une “croissance logarithmique au plus µ− 1” au bord de leur disque de convergence.
Dwork et Robba ont donné une démonstration directe et effective de ce résultat.

Proposition 14.7 (Majorations explicites [23]). — S’il existe une matrice in-
versible X à coefficients dans Atρ(r) telle que D(X) = GX et si les matrices Gs sont
définies par la récurrence (17), alors on a:

∥ 1

s!
Gs∥ρ ≤ c sµ−1 r−s

où c est une constante donnée explicitement à partir des normes ∥Gs∥ρ pour s < µ.

15. Foncteur “solutions dans le disque générique”

En étudiant l’indice des opérateurs différentiels dans Btρ(r) et Atρ(r), Robba a
montré que l’action d’un opérateur différentiel de Eρ⟨D⟩ sur Atρ(r) est surjective.
Ceci est remarquable car, en général, un tel opérateur n’est pas trivialisable sur cet
anneau.

On suppose que le corps K est de caractéristique résiduelle p > 0.

Proposition 15.1. — Soit a un nombre d’une extension Ω de K et soit r un nombre
de |Ω∗|. Il existe un Ω-espace vectoriel V de dimension infinie contenu dans Aa(r)
tel que V ∩Ba(r) = 0 et D(V ) ⊂ Ba(r). Autrement dit, l’opérateur D n’a pas d’indice
dans Ba(r).
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Preuve. — On choisit un nombre λ de Ω tel que |λ| = r. Pour 1 ≤ i, on pose

ui =

∞∑
h=0

p−hi
(x− a

λ

)phi

. Par construction, les fonctions D(ui) =

∞∑
h=0

(x− a)phi−1

λphi

appartiennent à Ba(r). Soit alors f =
∑k

i=ℓ αiui une fontion du Ω-espace vectoriel V
engendré par les ui. On peut supposer que αℓ ̸= 0 On trouve :

g =

k∑
i=ℓ

αi

∞∑
h=0

p−hi
(x− a

λ

)phi

.

c’est-à-dire

g =

∞∑
s=0

βs
(x− a

λ

)ps

avec, pour s ≥ 0, βs =
∑

i|s,ℓ≤i≤k

αi p
−s

Pour ℓ < i ≤ k ≤ m, le nombre ℓ+m! n’est pas divisible par i. On a donc

|βℓ+m!| = |αℓ p
−(ℓ+m!)| = |αℓ||p|−(ℓ+m!).

On constate que limm→∞ |βℓ+m!| = ∞ donc la fonction g(λx + a) n’appartient pas
à B0(1) et la fonction g n’appartient pas à Ba(r). Le Ω-espace vectoriel V vérifie les
propriétés demandées.
Maintenant coker

(
D,Ba(a)

)
a une dimension infinie, car il contient un sous espace

vectoriel isomorphe à V , et D n’a pas d’indice dans Ba(r).

Lemme 15.2. — Soit u une fonction de Btρ(r) et f une fonction de Atρ(r). Si la
fonction uf appartient à Btρ(r) alors la fonction f appartient à Btρ(r).

Preuve. — Pour tout nombre α < r, on a |uf |α = |u|α |f |α. Fixons un nombre
α0 < r. Pour α0 < α < r, il vient :

|f |α =
|uf |α
|u|α

≤ |uf |r
|u|α0

ce qui montre que la fonction f est bornée dans le disque D(tρ, r).

Corollaire 15.3. — Soit r un réel tel que 0 < r ≤ ρ. Un polynôme différentiel L de
Eρ⟨D⟩ qui n’est pas injectif dans Atρ(r), n’a pas d’indice dans Btρ(r).

Preuve. — Comme L n’est pas injectif dans Atρ(r), donc dans Btρ(r) d’après le corol-
laire 14.3, il existe u dans Btρ(r) tel que L(u) = 0. La formule de Leibniz s’écrit

Dn(uf) = Dn(u) f +
∑n

i=1 biD
i(f) avec bi =

(
n
i

)
Dn−i(u) dans Btρ(r). Il existe donc

un polynôme différentiel P de Btρ(r)⟨D⟩ tel que L(uf) = L(u)f +P D(f) c’est-à-dire
tel que Lu = PD.
D’après la proposition 15.1 il existe un Ω-espace vectoriel V de dimension infinie,
contenu dans Atρ(r), tel que D(V ) ⊂ Btρ(r) et V ∩ Btρ(r) = 0. Le Ω-espace vec-
toriel uV est contenu dans Atρ(r), est de dimension infinie (car u ̸= 0) et vérifie
L(uV ) = PD(V ) ⊂ Btρ(r) et, d’après le lemme 15.2, uV ∩ Btρ(r) = V ∩ Btρ(r) = 0.

Maintenant le Ω-espace vectoriel coker
(
L,Btρ(r)

)
contient le sous-espace vectoriel

L(uV )/L(uV )∩L
(
Btρ(r)

)
qui est isomorphe à uV/ ker(L)∩uV et donc de dimension

infinie car kerL est de dimension finie. Donc L n’a pas d’indice dans Btρ(r).
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Corollaire 15.4. — Soit r un réel tel que 0 < r ≤ ρ. Un polynôme différentiel L de
Eρ⟨D⟩ qui est surjectif dans Btρ(r) est injectif dans Atρ(r).

Preuve. — L’opérateur différentiel L étant surjectif dans Btρ(r) a un conoyau de
dimension nulle. Comme son noyau est de dimension finie, il a un indice dans Btρ(r).
Donc, par contraposée du corollaire 15.3, il est injectif dans Atρ(r).

Théorème 15.5 (Robba [42]). — Soit r un réel tel que 0 < r ≤ ρ et soit L un
polynôme différentiel de Eρ⟨D⟩ qui est injectif dans Atρ(r). Alors L est surjectif dans
Btρ(r) et dans Atρ(r).

Preuve. — PosonsM = Eρ⟨D⟩/Eρ⟨D⟩)L et notons e l’image dansM du polynôme
différfentiel 1 de Eρ⟨D⟩. Par définition, la famille à un élément e engendre le Eρ⟨D⟩-
moduleM.
D’après le théorème 14.2.3, comme L est injectif dans Atρ(r), on a M = Oρ,r(M).

Donc, e lui-même appartient à Oρ,r(M). Comme la topologie est donnée, par exemple,
par la semi-norme | · |e sur M, cette qui engend, il existe P dans Eρ⟨D⟩ tel que
P (m) = m, c’est-à-dire tel que P = 1 +QL, et vérifiant |P |ρ,r < 1.
On constate que QL = −(1 − P ) est un opérateur inversible de Btρ(r) d’inverse

−1−P−P 2−· · · . Donc Q qui a un inverse à droite −L(1−P )−1 en tant qu’opérateur
sur Btρ(r), est surjectif : on a Q(b) = a pour b = −L(1−P )−1(a). D’après le corollaire
15.4, Q est injectif dans Atρ(r) donc dans Btρ(r)). L’opérateur Q est donc bijectif sur

Btρ(r) et il en est de même de l’opérateur L = −Q−1(1− P ).
Notons r′ le plus grand nombre réel pour lequel L possède une solution dans

Atρ(r
′). Par hypothèse, on a r′ < r et, pour r′ < r′′ < r, l’opérateur L est injectif

dans Atρ(r
′′) donc surjectif dans Btρ(r′′). On trouve alors, pour f dans Atρ(r) =⋂

r′<r′′<r Btρ(r′′), qu’il existe, pour chaque r′′, un unique gr′′ de Btρ(r′′) tel que
L(gr′′) = f . L’unicité montre que tous ces gr′′ sont égaux et appartiennent donc à⋂
r′<r′′<r

Btρ(r′′) = Atρ(r). Autrement dit, L est surjectif dans Atρ(r).

Ce théorème peut aussi se traduire en terme de système différentiel.

Théorème 15.6. — Soit G une µ× µ-matrice de Mat(Eρ) et soit r un réel tel que
0 < r ≤ ρ. Si l’opérateur D − G, agissant à gauche sur Atρ(r)

µ, est injectif, il est
surjectif.

Pour pouvoir appliquer les corollaires du théorème de Robba aux A(I)-modules
différentiels, nous considérons un anneau A tel que K[x] ⊂ A ⊂ Eρ, mais ceci n’est
pas une réelle généralisation par rapport au cas A = Eρ.

Corollaire 15.7. — Soit A un anneau tel que K[x] ⊂ A ⊂ Eρ, soitM un A-module

différentiel et soit r un réel tel que 0 < r ≤ ρ. On a Ext1A⟨D⟩
(
M,Atρ(r)

)
= 0.

Preuve. — Notons G la matrice de la dérivation D dans une base e deM.
Si HomA⟨D⟩

(
M,Atρ(r)

)
= 0, la relation (24) montre que l’opérateur D − G est

injectif dans Atρ(r)
µ. D’après le théorème 15.6, il est surjectif et d’après la relation

(25), on a Ext1A⟨D⟩
(
M,Atρ(r)

)
= 0.
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Le cas où Ray(M, ρ) ≥ r est une conséquence immédiate de la méthode de varia-
tion des constantes.

Dans le cas général, d’après le corollaire 14.4, il existe, dans la catégorie MLC(Eρ),
une suite exacte 0−→N −→Eρ⊗M−→Q−→ 0 dans laquelle HomEρ⟨D⟩

(
N ,Atρ(r)

)
= 0

et Ray(Q, ρ) ≥ r. Donc Ext1Eρ⟨D⟩
(
N ,Atρ(r)

)
= Ext1Eρ⟨D⟩

(
Q,Atρ(r)

)
= 0 ce qui

entrâıne Ext1Eρ⟨D⟩
(
Eρ ⊗M,Atρ(r)

)
= 0 d’où on déduit Ext1A⟨D⟩

(
M,Atρ(r)

)
= 0

(voir relation (27)) .

Corollaire 15.8. — Soit A un anneau tel que K[x] ⊂ A ⊂ Eρ. Le foncteur “solution
dans Atρ(r))”M 7→ HomA⟨D⟩(M,Atρ(r)) de la catégorie MLC(A) dans la catégorie
des Ω-espaces vectoriels (de dimension finie) est exact.

CHAPITRE VI

MODULES DIFFÉRENTIELS DE ROBBA

Il s’agit de l’analogue p-adique des modules différentiels singuliers-réguliers de la
théorie formelle. Un point clef de la théorie est donc définir les exposants d’un module
différentiel de Robba. L’idée naturelle serait d’utiliser une définition ressemblant à la
suivante

Définition 15.9. — Soit I un intervalle et soit L un polynôme différentiel à coeffi-
cients dans A(I. Un nombre α de Zp est appelé exposant näıf de L sur la couronne
C(I) s’il existe une fonction f de A(I) telle que L(xαf) = 0.

On pourra voir dans [44] les difficultés conceptuelles auxquelles cette approche
“näıve” conduit. En effet, si l’exposant d’un opérateur d’ordre un se lit directement
sur ses coefficients, cela n’est plus du tout vrai pour un opérateur d’ordre ≥ 2 (on
passe d’une situation abélienne à une situation non abélienne).

On constatera que les difficultés proviennent de l’existence de nombres de Liouville
p-adiques c’est-à-dire de nombres α de Zp pour lesquels l’opérateur xD − α n’a pas
d’indice dans A(I). Cette situation ne se produit évidemment pas dans le cas formel
où les exposants apparâıssent comme les racines d’un polynôme à coefficients dans
le corps des constantes. Dans le cas p-adique, au contraire, les exposants vont être
définis par un procédé analytique compliqué ne permettant pas leur calcul explicite.
Même si cela n’est pas explicite dans la présentation adoptée ici, c’est finalement la
structure de Frobenius faible (voir paragraphe 20) qui va fournir la solution.

Après avoir défini la notion “d’exposant” pour un module différentiel de Robba,
nous démontrons le “théorème de monodromie locale p-adique” (analogue p-adique
du théorème 10.7) selon lequel, si l’exposant d’un module différentiel de Robba “a des
différences non Liouville”, il s’obtient par extensions successives de modules de rang
un définis par xD − α où α parcourt les composantes de l’exposant. Ces nombres α
apparâıssent donc, à la fin et dans les bons cas, comme des exposants näıfs.
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Remarque 15.10. — Nous parlerons de l’exposant (au singulier) alors que, dans le
cas formel il y a des exposants (définis modulo Z et à l’ordre près). Cette terminologie
inhabituelle est due au fait que, dans la situation p-adique, on ne peut, en général,
associer à un module différentiel de Robba qu’un exposant global appartenant à un
ensemble quotient compliqué. Ce n’est que lorsque cet exposant a “des différences
non Liouville”, qu’on peut le considérer comme une famille non ordonnée de nombres
de Zp/Z. Dans ce cas, ces nombres (les composantes de l’exposant) jouent le rôle des
exposants formels.

16. L’ensemble des exposants

Nous commençons par définir l’ensemble dans lequel se trouvent les exposants des
modules différentiels de Robba.

Dans ce paragraphe, on note |α|∞ = ±α la valeur absolue ordinaire de l’entier α
pour la distinguer de sa valeur absolue p-adique qui est notée |α|.

Définition 16.1. — Pour α dans Zp on note α(h) le représentant entier de α modulo
ph qui se trouve dans l’intervalle [(1− ph)/2, (1 + ph)/2[.

Lemme 16.2. — Pour a et b dans Z, on a |(a+ b)(h)|∞ ≤ |a(h)|∞ + |b(h)|∞.

Preuve. — On remarque que |a(h)|∞ est la distance de a à phZ. Plus précisément,
a(h) + b(h) étant aussi un représentant de a+ b modulo ph, on trouve :

|(a+ b)(h)|∞ ≤ |a(h) + b(h)|∞ ≤ |a(h)|∞ + |b(h)|∞.

Définition 16.3. — Un nombre α de Zp est dit de Liouville s’il n’appartient pas à Z

et si l’une au moins des séries

∞∑
s=0

1

α− s
xs ou

∞∑
s=0

1

α+ s
xs a un rayon de convergence

strictement inférieur à 1.

Proposition 16.4. — Soit α un nombre de Zp.

1. Si α appartient à Z, la suite
1

h
|α(h)|∞ tend vers 0.

2. Si α n’est ni un entier ni un nombre de Liouville, la suite
1

h
|α(h)|∞ tend vers

l’infini.

3. Si α est un nombre de Liouville, la suite
1

h
|α(h)|∞ a une limite inférieure finie

et une limite supérieure infinie.

Preuve. — Si α est un entier, pour h assez grand, on a α(h) = α et la suite
1

h
|α(h)|∞

tend vers 0.
Si α n’est pas un entier, pour une infinité d’entiers h (ceux pour lesquels la h-ième

“décimale” du développement de Hensel de α n’est ni 0 ni p− 1, on a α(h) ≥ ph−1 et

la suite
1

h
|α(h)|∞ a une limite supérieure infinie.
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Si α n’est pas entier, à chaque entier s nous associons l’entier h(s) défini par la
formule |α− s| = |p|h(s). Il vient :

lim inf
s→∞

|α− s|1/s = |p|lim suph(s)/s lim inf
s→∞

|α+ s|1/s = |p|lim suph(−s)/s

L’une des séries

∞∑
s=0

1

α− s
xs ou

∞∑
s=0

1

α+ s
xs a donc un rayon de convergence stricte-

ment inférieur à 1 si et seulement si lim sups→±∞

( 1

|s|∞
h(s)

)
> 0 c’est-à-dire si

lim infs→±∞

( |s|∞
h(s)

)
<∞. Par définition, on a h

(
α(h)

)
≥ h. Donc

lim inf
s→±∞

( |s|∞
h(s)

)
≤ lim inf

h→∞

( |α(h)|∞
h(α(h))

)
≤ lim inf

h→∞

( |α(h)|∞
h

)
Par définition de α(h), pour |α(h)|∞ ≤ |s|∞ < |α(h+1)|∞, on a h(s) ≤ h

(
α(h)

)
soit

|s|∞
h(s)

≥ |α
(h)|∞

h
(
α(h)

) . Par ailleurs, si h(α(h)) = k > h, c’est que α(k) = α(h) et alors

|α(h)|∞
h(α(h))

=
|α(k)|∞

k
. On en déduit que

lim inf
s→±∞

( |s|∞
h(s)

)
≥ lim inf

h→∞

( |α(h)|∞
h(α(h))

)
≥ lim inf

h→∞

( |α(h)|∞
h

)
.

En conclusion, le nombre α est de Liouvile si et seulement si

lim inf
s→±∞

( |s|∞
h(s)

)
= lim inf

h→∞

1

h
|α(h)|∞ <∞.

Exercice 16.5. — Vérifier que les nombres de Zp ∩ Q ne sont pas des nombres de
Liouville.
Plus généralement, on montre que les nombres de Liouville sont transcendants sur Q.

Exercice 16.6. — Soit α un nombre de Zp. Montrer que les deux séries entières

(1 + x)±α =
∑∞

s=0

(±α
s

)
xs ont un rayon de convergence égal à 1 si et seulement si le

nombre α n’est pas de Liouville.

Soit µ un entier, ∆ = {∆1, . . . ,∆µ} un élément de Zµ
p et σ une permutation de

l’ensemble {1, . . . , µ}. On pose σ(∆) = {∆σ(1), . . . ,∆σ(µ)}, ∆(h) = {∆(h)
1 , . . . ,∆

(h)
µ }

et, si ∆ appartient à Zµ, ∥∆∥∞ = max1≤i≤µ |∆i|∞ ≤
∑µ

i=1 |∆i|∞.

Définition 16.7. — On dit que deux éléments ∆ et ∆′ de Zµ
p sont équivalents, et

on note ∆
E∼ ∆′, s’il existe une suite σh de permutations de l’ensemble {1, . . . , µ}

telles que la suite ∥
(
∆′ − σh(∆)

)(h)∥∞ soit un O(h).

Proposition 16.8. — Soit ∆ et ∆′ deux éléments équivalents de Zµ
p . Si aucune des

différences ∆i − ∆j (1 ≤ i < j ≤ µ) n’est un nombre de Liouville, il existe une
permutation σ telle que ∆ − σ(∆′) appartienne à Zµ. En particulier les différences
∆′i −∆′j (1 ≤ i < j ≤ µ) ne sont pas des nombres de Liouville.
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Preuve. — Par définition il existe une constante c et une suite σh de permutations
de l’ensemble {1, . . . , µ} telles que

∥
(
∆′ − σh(∆)

)(h)∥∞ ≤ ch.(39)

Comme (
∆′ − σh+1(∆)

)(h+1)
= ph+1Ch +

(
∆′ − σh+1(∆)

)(h)
pour un élément Chde Zµ la condition ∥

(
∆′ − σh+1(∆)

)(h+1)∥∞ ≤ c(h+ 1) implique

ph+1∥Ch∥∞ ≤ c(h+1)+ 1
2p

h. Comme ∥Ch∥∞ est un entier, dès que h est assez grand

pour que ph+1 − ph > ch, on a Ch = 0 soit

∥
(
∆′ − σh+1(∆)

)(h)∥∞ ≤ c(h+ 1).(40)

En utilisant le lemme 16.2, les majorations (39) et (40) donnent :

∥
(
σh(∆)− σh+1(∆)

)(h)∥∞ ≤ ∥
(
∆′ − σh(∆)

)(h)∥∞ + ∥
(
∆′ − σh+1(∆)

)(h)∥∞
≤ c(2h+ 1).(41)

Mais, par hypothèse, les nombres ∆i − ∆j ne sont pas de Liouville. D’après la
proposition 16.4.2, il existe donc un indice h0 tel que, pour h > h0 et pour tout couple
d’indice (i, j) tel que ∆i −∆j ne soit pas entier, on ait ∥(∆i −∆j)

(h)∥∞ > c(2h+1).
La majoration 41 montre alors que, pour h > h0 et pour 1 ≤ i ≤ µ, ∆σh(i)−∆σh+1(i)

est un entier. Autrement dit

σh(∆)− σh+1(∆) =
{
∆σh(1) −∆σh+1(1), . . . ,∆σh(µ) −∆σh+1(µ)

}
∈ Zµ.

Par récurrence, on en déduit que σh(∆) = σh0(∆) mod Zµ.

La majoration (39) s’écrit maintenant ∥
(
∆′ − σh0

(∆)
)(h)∥∞ ≤ ch. Elle implique

donc lim suph→∞
1

h
∥
(
∆′ − σh0(∆)

)(h)∥∞ < ∞. D’après la proposition 16.4.2 et 3,

cela entrâıne que ∆′ = σh0(∆) mod Zµ.

Exercice 16.9. — Soit α =
∑∞

h=0 p
f(2h) et β =

∑∞
h=0 p

f(2h+1) où f est une fonction

de N dans N telle que limh→∞ f(h+ 1) p−f(h) =∞.
Montrer que ∆ = (α,−β) et ∆′ = (α− β, 0) sont deux éléments de Z2

p équivalents et

que ∆− σ(∆′) n’appartient à Z2 pour aucune permutation σ.

Définition 16.10. — On note Eµ l’ensemble quotient Zµ
p/

E∼.

Définition 16.11. — On dit qu’un élément ∆̃ de Eµ a des différences non Liouville
si l’un de ses représentants ∆ vérifie la condition de la proposition 16.8 (aucune
des différences ∆i − ∆j (1 ≤ i < j ≤ µ) n’est un nombre de Liouville). Tous ses
représentants vérifient alors cette condition.

Définition 16.12. — On dit qu’un élément ∆̃ de Eµ est non Liouville s’il a des
différences non Liouville, et si, pour l’un de ses représentants ∆, aucun des nombres
∆i (1 ≤ i ≤ µ) n’est de Liouville. Tous ses représentants vérifient alors cette condition.
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17. Exposant d’un module différentiel de Robba

Nous suivons ici la méthode utilisée par Dwork dans [21]. Celle-ci est plus di-
recte que la présentation originale de [14] car elle revient à travailler directement
sur le h-ième antécédent de Frobenius au lieu de procéder pas à pas. Cela rend les
démonstrations un peu moins techniques mais, évidemment, ne supprime aucune des
difficultés profondes liées à l’existence de nombres de Liouville. Même si cela n’est pas
absolument évident a priori, on peut vérifier que les définitions des exposants données
dans [14] et [21] sont équivalentes.

17.1. Modules différentiels de Robba. — Robba [44] a mis en évidence cer-
tains A(I)-modules différentiels, qui portent maintenant son nom, en conjecturant
qu’ils devraient être l’analogue p-adique des modules singuliers réguliers de la théorie
formelle.

Définition 17.1. — Soit I un intervalle etM un A(I)-module différentiel. On dit
queM est de Robba si Ray(M, ρ) = ρ pour tout ρdans I.

Nous allons démontrer que l’intuition de Robba était exacte. Pour cela, nous
commeno̧ns par associer à chaque module différentiel de Robba un exposant (au sens
du paragraphe précédent). Le résultat fondamental est alors le suivant : si un module
différentiel de Robba a un exposant qui a des différences non Liouville, alors il possède
une base dans laquelle la dérivation xD est représentée par une matrice constante.
Autrement dit, un module différentiel de Robba, dont l’exposant a des différences non
Liouville, s’obtient en tensorisant un K((x))-module différentiel singulier régulier par
A(I).

On notera Rob
(
A(I)

)
la sous-catégorie pleine de MLC

(
A(I)

)
dont les objets sont

les modules différentiels de Robba. Il résulte de la proposition 8.5 que si

0−−→N −−→M−−→Q−−→ 0

est une suite exacte de MLC
(
A(I)

)
, alorsM est de Robba si et seulement si N et Q

le sont. Le théorème 9.4 montrera alors que la catégorie Rob(A(I))est abélienne.

17.2. Cas d’une couronne fermée. — On note Γh le groupe des racines ph-ièmes
de l’unité dans une clôture algébrique Kalg de K (en particulier, Γ0 = {1} ).
Pour ζ dans Γh et δ dans Zp, le nombre ζδ est bien défini. Si ∆ appartient à Zµ

p , on

note ζ∆ la matrice diagonale dont le i-ième terme de la diagonale vaut ζ∆i .
Nous commençons par établir des lemmes qui contiennent les astuces utiles pour

contourner les difficultés techniques.
Rappelons qu’à une matrice G de Mat

(
µ,A(I)

)
on a associé la suite Gs définie

par la récurrence (17) et la résolvante YG définie par la formule (34). Par ailleurs,
pour simplifier, nous notons MG le module différentiel “associé à G” c’est-à-dire
MG = A(I)⟨D⟩µ/A(I)⟨D⟩µ (D I −G) (voir (22)).

Lemme 17.2 (Dwork). — Soit I un intervalle, soit G une matrice de Mat
(
µ,A(I)

)
et soit YG la résolvante définie par la formule (34). Pour ∆ dans Zµ

p et h ≥ 0, on
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pose :

SG,h,∆(x) = p−h
∑
ζ∈Γh

ζ−∆ YG(ζx, x).

1. Si Ray(MG, ρ) > ρωp1−h

pour tout ρ dans I, SG,h,∆ appartient à Mat
(
µ,A(I)

)
2. Si Ray(MG, ρ) > ρωp−h

pour tout ρ dans I, on a

det(SG,h,∆) =
∑

v∈{0,1,...,p−1}µ
det(SG,h+1,∆+phv)(42)

Preuve. — La première affirmation résulte d’une part de ce que la résolvante YG(x, y)
est définie pour |x− y| < Ray(MG, |y|) et d’autre part de ce que, si ζ est une racine
ph-ième primitive de l’unité, avec h ≥ 1, (c’est-à-dire est dans Γh − Γh−1), on a

|ζ−1| = |p|1/ph−1(p−1) = ω1/ph−1

. Par ailleurs, la matrice SG,h,∆ appartient, a priori,
à Mat

(
µ,AKalg(I)

)
puisque les racines ph-ièmes de l’unité interviennent dans sa con-

struction. Mais comme on prend une somme sur Γh, la matrice SG,h,∆ est invariante
par tout automorphisme de Kalg/K et donc appartient en fait à Mat

(
µ,AK(I)

)
.

Pour démontrer la deuxième affirmation, on remarque que, si ζ est dans Γh+1,

alors ζp
h

est une racine p-ième de l’unité égale à 1 si et seulement si ζ est dans Γh.
On a donc :

p−1∑
α=0

1

p
ζ−αp

h

=

{
0 si ζ ̸∈ Γh

1 si ζ ∈ Γh

En notant [A]i la i-ième ligne de la matrice A, il vient

[SG,h,∆(x)]i = p−h
∑
ζ∈Γh

ζ−∆i [YG(ζx, x)]i

= p−h
∑

ζ∈Γh+1

ζ−∆i

p−1∑
α=0

1

p
ζ−αp

h

[YG(ζx, x)]i

=

p−1∑
α=0

p−h−1
∑

ζ∈Γh+1

ζ−∆i−αph

[YG(ζx, x)]i

=

p−1∑
α=0

[SG,h+1,∆+αphℓi(x)]i

où ℓi = (0, . . . , 0, 1, 0, . . .) désigne le i-ième vecteur de la base canonique de Rµ.
La relation (42) est alors une conséquence de la multilinéarité du déterminant par

rapport aux lignes de la matrice.

Lemme 17.3. — Soit J = [α, β] un intervalle fermé, soit f une fonction de A(J)
et soit δ un nombre de Zp. Si, pour tout ζ dans Γh, on a ζδf(x) = f(ζx) alors on a

|f |ρ ≤ cJ(ρ)|δ
(h)|∞∥f∥C(J)(43)
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avec cJ(ρ) = max
(
α
ρ ,

ρ
β

)
≤ 1 et ∥f∥C(J) = maxρ∈J |f |ρ = max(|f |α, |f |β).

De plus, si δ = 0 et si f =
∑

s∈Z fsx
s, on a

|f − f0|ρ ≤ cJ(ρ)p
h

∥f∥C(J)(44)

Preuve. — Si f(x) =
∑

s∈Z fsx
s, on a, par hypothèse, ζδfs = ζsfs pour tout ζ dans

Γh. On en déduit que fs ̸= 0 si et seulement si s ≡ δ mod ph. En particulier, si
fs ̸= 0, alors |s|∞ ≥ |δ(h)|∞.
Maintenant on a

si s ≥ 0 ρs =
(
ρ
β

)s
βs ≤ cJ(ρ)sβs = cJ(ρ)

|s|∞ max(αs, βs)

si s < 0 ρs =
(
α
ρ

)−s
αs ≤ cJ(ρ)−sαs = cJ(ρ)

|s|∞ max(αs, βs)

d’où on déduit :

|f |ρ = sup
s∈Z

(|fs|ρs) ≤ sup
s∈Z

(
cJ(ρ)

|s|∞ |fs|max(αs, βs)
)
≤ cJ(ρ)|δ

(h)|∞ max(|f |α, |f |β)

La relation (44) se démontre de la même manière en remarquant que, pour δ = 0 et
s ̸= 0, si fs ̸= 0, alors s est divisible par ph et donc |s|∞ ≥ ph.

Lemme 17.4. — Soit J = [α, β] un intervalle fermé, soit Q une matrice non nulle
de Mat

(
µ,A(J)

)
et soit ∆ et ∆′ des éléments de Zµ

p . Si, pour tout ζ dans Γh, on a

ζ∆
′
Q(x)ζ∆ = Q(ζx) alors, pour α < ρ < β, il existe une permutation σ de [[1, . . . , µ]]

telle que
µ∑

i=1

|(∆′i −∆σ(i))
(h)|∞ ≤

µ log ∥Q∥C(J) − log |det(Q)|ρ
− log cJ(ρ)

(45)

Preuve. — Par hypothèse, on a ζ∆
′
i−∆jQij = Qij(ζx) pour 1 ≤ i, j ≤ µ et pour tout

ζ dans Γh. D’après le lemme 17.3 on a donc pour ρ dans J :

|Qij |ρ ≤ cJ(ρ)|(∆
′
i−∆j)

(h)|∞∥Qij∥C(J) ≤ cJ(ρ)|(∆
′
i−∆j)

(h)|∞∥Q∥C(J).

Or la formule detQ =
∑

σ(−1)ϵ(σ)
∏µ

i=1Qiσ(i) montre que, pour ρ fixé dans ]α, β[, il
existe (au moins) une permutation σ telle que :

|detQ|ρ ≤
µ∏

i=1

|Qiσ(i)|ρ ≤ cJ(ρ)
∑µ

i=1 |(∆
′
i−∆σ(i))

(h)|∞∥Q∥µC(J).

La formule (45) en résulte immédiatement.

Lemme 17.5. — Soit J = [α, β] un intervalle fermé, soit Q une matrice non nulle
de Mat

(
µ,A(J)

)
et soit ∆ un élément de Zµ

p . Si, pour tout ζ dans Γh, on a

ζ∆Q(x)ζ−∆ = Q(ζx) alors, il existe une matrice constante C de Mat
(
µ,K

)
et une

matrice R de Mat
(
µ,A(J)

)
telles que

1. Q = C +R,
2. la matrice C commute avec la matrice diagonale de diagonale ∆,
3. on a ∥R∥ρ ≤ cJ(ρ)

δ(∆,h)∥Q∥C(J) avec δ(∆, h) = ph si tous les ∆i sont égaux et

δ(∆, h) = min∆i ̸=∆j
|(∆i −∆j)

(h)|∞ sinon.
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Preuve. — Nous définissons la matrice C en posant

• Cij = 0 si ∆i ̸= ∆j (de telle sorte que la condition 2 soit vérifiée)
• Cij = qij,0 si ∆i = ∆j et Qij =

∑
s∈Z qij,sx

s.

Par hypothèse, on a ζ∆i−∆jQij = Qij(ζx) pour 1 ≤ i, j ≤ µ et pour tout ζ dans Γh.
D’après le lemme 17.3 on a donc, pour ρ dans J et R = Q− C

si ∆i ̸= ∆j |Rij |ρ = |Qij |ρ ≤ cJ(ρ)|(∆i−∆j)
(h)|∞∥Qij∥C(J) ≤ cJ(ρ)δ(∆,h)∥Q∥C(J)

si ∆i = ∆j |Rij |ρ = |Qij − Cij |ρ ≤ cJ(ρ)
ph

∥Qij∥C(J) ≤ cJ(ρ)δ(∆,h)∥Q∥C(J)

La majoration 3 en résulte immédiatement.
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Figure 7.

Lemme 17.6. — Soit J = [α, β] un intervalle fermé soit n un entier et soit f une
fonction non nulle de A(J). Posons c = minρ∈J |f |ρ > 0 (maxρ∈J |f |ρ = ∥f∥C(J)).
Si, pour chaque nombre ρ dans J , la fonction f a soit aucun soit au moins n zéros
de valeur absolue ρ, alors la fonction f ne s’annule pas sur la couronne C(In) où
In =]αn, βn[ est l’intervalle ouvert (éventuellement vide) formé des nombres ρ tels
que

(log ρ− logα)(log β − log ρ) >
1

n
(log β − logα)

(
log ∥f∥C(J) − log c

)
.

Preuve. — Par hypothèse, si f a un zéro en un point a de la couronne C(J), la pente
logarithmique de la fonction ρ 7→ |f |ρ augmente au moins de n au point ρ = |a|. Par
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convexité logarithmique de ce graphe, on trouve donc (voir figure 7):

log ∥f∥C(J) − log c

log β − log |a|
−

log c− log ∥f∥C(J)
log |a| − log β

≥ (d log+ |f |ρ − d log− |f |ρ)ρ=|a| ≥ n

c’est-à-dire

(log |a| − logα)(log β − log |a|) ≤ 1

n
(log β − logα)

(
log ∥f∥C(J) − log c

)
= kn.

Le lemme s’en déduit (voir figure 8 le graphe, en coordonnées logarithmiques, de la
fonction ρ 7→ (log ρ− logα)(log β − log ρ)).

6

-

kn

α βαn βn

Figure 8.

Théorème 17.7 (définition de l’exposant). — Soit J ⊂]0,∞[ un intervalle fer-
mé, soit M un A(J)-module différentiel de Robba de rang µ, soit e une base de M,
soit G la matrice qui représente la dérivation D dans la base e et soit YG la résolvante
associée (définie par la formule 34).
L’ensemble des éléments ∆ de Zµ

p pour lesquels il existe une suite de matrices
(
Sh

)
et une constante c qui vérifient, pour tout entier h > 0, les conditions suivantes :

1. Sh appartient à Mat
(
µ,A(J)

)
,

2. ζ∆ Sh(x) = Sh(ζx)YG(ζx, x) pour tout ζ dans Γh,
3. ∥Sh∥ρ ≤ ch pour tout ρ dans J ,
4. il existe ρ0 dans J pour lequel on a |det(Sh)|ρ0

≥ 1,

est non vide, indépendant de la base e et contenu dans une classe d’équivalence pour

la relation
E∼ (voir 16.7).

Preuve. — Elle se fait en plusieurs étapes

17.2.1. Existence. — Nous montrons que, pour une matrice ∆ bien choisie, la suite

Sh
déf
= SG,h,∆ définie dans le lemme 17.2 vérifie les quatre conditions demandées. En

fait, les conditions 1., 2., et 3. sont vérifiées quelque soit ∆, seule la condition 4.
implique de bien choisir ∆.

Condition 1.— CommeM est de Robba, la condition 1 du lemme 17.2 montre que,
pour tout h et tout ∆, la matrice SG,h,∆ appartient à Mat

(
µ,A(I)

)
.
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Condition 2.— Pour ζ fixé et ξ dans Γh l’application ξ 7→ ζ−1ξ est une bijection de

Γh et on a ζ∆ξ−∆ =
(
ζξ−1

)∆
et YG(ξx, x) = YG(ξx, ζx)YG(ζx, x). Il vient donc :

ζ∆ SG,h,∆(x) = p−h
∑
ξ∈Γh

(
ζξ−1

)∆
YG(ξx, x)

= p−h
∑

ζ−1ξ∈Γh

(
ζ−1ξ

)∆
YG(ζ

−1ξζx, ζx) YG(ζx, x)

= SG,h,∆(ζx) YG(ζx, x)

Condition 3.— Puisque Ray(M, ρ) = ρ, pour tout ρ dans J , les majorations explicites
de Dwork-Robba (proposition 14.7) s’écrivent (en supposant que |p| = p−1) :

∥ x
s

s!
Gs∥ρ ≤ c(ρ) sµ−1

avec c(ρ) donné explicitement à partir des normes ∥Gs∥ρ pour s < µ et qui est donc
en particulier une fonction continue de ρ sur l’intervalle J .

Par ailleurs, pour ζ dans Γh, on a |ζ| = 1 et |ζ − 1| ≤ ωp1−h

. On en déduit :

∥SG,h,∆∥ρ ≤ |p|−h max
ζ∈Γh

∥YG(ζx, x)∥ρ

= |p|−h max
ζ∈Γh

∥∥∥ ∞∑
s=0

xs

s!
Gs(x)(ζ − 1)s

∥∥∥
ρ

≤ |p|−h sup
0≤s

(
c(ρ) sµ−1ωsp1−h)

.

La fonction s 7→ sµ−1
(
ωp1−h)s

présente un maximum a un point où sa dérivée loga-

rithmique s’annule, c’est-à-dire pour s = ph
µ− 1

−p log(ω)
=

(µ− 1)(p− 1)

p log(p)
.

On trouve finalement :

∥SG,h,∆∥ρ ≤ |p|−hc(ρ)
(
ph

(µ− 1)(p− 1)

p log(p)

)µ−1
e1−µ

≤ pµh c(ρ)
( (µ− 1)(p− 1)

pe log(p)

)µ−1
La condition 3 s’en déduit facilement avec c = pµ c1 où

c1 = max
{
1 , max

ρ∈J
c(ρ)

( (µ− 1)(p− 1)

p e log(p)

)µ−1}
.

Condition 4.— On a SG,0,0 = YG(x, x) = I . Pour ρ0 fixé dans J , la relation (42)
permet de construire, par récurrence, une suite vh de {0, 1, . . . , p − 1}µ telle que la
suite ∆h de Zµ définie par ∆h+1 = ∆+ phvh vérifie

|det(SG,h+1,∆h+1
)|ρ0
≥ |det(SG,h,∆h

)|ρ0
≥ |det(SG,0,0)|ρ0

= 1

Cette suite converge, dans Zµ
p , vers un élément ∆ particulier pour lequel la suite

SG,h,∆ = SG,h,∆h
vérifie la condition 4.
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17.2.2. Indépendance par rapport à la base. — Un changement de base, de e à f, dans
M est représenté par une matrice H de Gl

(
µ,A(J)

)
. Les résolvantes correspondant

à ces bases sont alors reliées par la relation YF (x, y) = H(x)YG(x, y)H
−1(y). Sup-

posons que la suite SG,h vérifie les conditions 1. à 4. pour le µ-uplet ∆ et la matrice
YG, choisissons un nombre de K tel que |λµ| ≥ |detH|ρ0

et posons SF,h = λSG,hH
−1.

1. SF,h appartient à Mat
(
µ,A(J)

)
comme produit de deux matrices de cet anneau,

2. ζ∆SF,h(x) = λ SG,h(ζx)YG(ζx, x) H
−1(x) = SF,h(ζx) YF (ζx, x) pour ζ dans Γh

[en effet YF (x, y) = H(x)YG(x, y)H
−1(y)],

3. ∥SF,h∥ρ ≤ ch|λ| ∥H−1∥ρ pour tout ρ dans J ,
4. |det(SF,h)|ρ0 ≥ |λµ| |det(SG,h)|ρ0 |det(H)−1|ρ0 ≥ 1.

On constate que, quitte à changer la constante c, la suite SF,h vérifie ces mêmes
conditions pour ∆ et la matrice YF .

17.2.3. Uniformisation de la condition 4.— D’après la condition 3, on a |det(Sh)|ρ ≤
cµh pour tout ρ dans J . Le graphe, en coordonnées logarithmiques, de la fonction
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Figure 9.

ρ 7→ |det(Sh)|ρ (voir figure 9) est en dessous de la droite y = cµh et passe par le point
(c0, ρ0) avec c0 ≥ 1 d’après la condition 4. La convexité logarithmique de ce graphe
sur l’intervalle J implique qu’il se trouve dans la partie hachurée sur la figure 9. On
constate qu’il existe une constante c1 telle que |det(Sh)|ρ ≥ ch1 pour tout ρ dans J .
Plus précisément, on trouve

log(cµh)− log(ch1 )

log(β)− log(α)
=

log(1)− log(ch1 )

max
(
log(ρ0)− log(β), log(ρ0)− log(α)

)
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c’est-à-dire

c1 = cµk > 0 avec k = min
( log(ρ0)− log(α)

log(ρ0)− log(β)
,
log(ρ0)− log(β)

log(ρ0)− log(α)

)
< −1

Après multiplication de chaque matrice Sh par λh où λ est une constante telle que
|λµ| ≥ c1 et après changement de la constante c en c|λ|, on se ramène au cas où l’on
peut supposer que la suite {Sh} vérifie les conditions 1, 2, 3 et 4’ avec :

4’. |det(Sh)|ρ ≥ 1 pour tout ρ dans J.

17.2.4. Equivalence. — Nous nous donnons deux suites Sh et S′h qui vérifient les
conditions 1, 2, 3 et 4 respectivement pour les µ-uplets ∆ et ∆′ et les constantes c et
c′ et nous montrons que ∆ et ∆′ sont équivalents. En fait, comme nous venons de le
voir, nous pouvons supposer que les suites Sh et S′h vérifient la condition plus forte
4’. Le point clef de la démonstration est contenu dans le lemme suivant.

Lemme 17.8. — Soit J ′ un intervalle fermé contenu dans ]α, β[. Pour h assez
grand, la matrice Sh appartient à Gl

(
A(J ′)

)
.

Preuve. — D’après la condition 2, nous avons

ζ
∑

∆i detSh(x) = detSh(ζx) detY (ζx, x).

Pour y fixé dans la couronne C(J), la fonction x 7→ detY (x, y) est solution d’une
équation du premier ordre qui satisfait la condition de Robba. Comme elle vaut 1 en
y, elle ne s’annule pas dans son disque de convergence c’est-à-dire dans le disque de
centre y et de rayon |y|. Donc la fonction detY (x, y) ne s’annule pas sur son ensemble
de définition

{
x, y ∈ C(J), |x− y| < |y|

}
.

En particulier, detY (ζx, x) ̸= 0 pour tout x dans C(J). Donc, si detSh(a) = 0 alors
detSh(ζa) = 0. Autrement dit, si la fonction detSh a un zéro a, alors elle a ph zéros
(les ζa pour ζ, dans Γh) de même valeur absolue (car |ζa| = |a|), et on constate que
la fonction f = detSh satisfait l’hypothèse du lemme 17.6.
D’après ce lemme et la condition 1 ≤ |detSh|ρ ≤ ∥Sh∥µρ , le déterminant de la matrice
Sh ne s’annule pas dans la couronne C(Ih) où Ih est l’intervalle (ouvert) formé des
nombres ρ satisfaisant la condition :

(log ρ− logα)(log β − log ρ) > p−h(log β − logα)µh log c =: kh.

Or lim
h→∞

kh = 0, donc J ′ est contenu dans l’intervalle Ih pour h assez grand.

D’après le lemme 17.8, pour h assez grand, la matrice Qh
déf
= S′h S

−1
h . appartient à

Mat
(
A(J)

)
. Par ailleurs, la condition 2 étant satisfaite par Sh et par S′h, on a

ζ∆
′
Qh(x) ζ

−∆ = Qh(ζx) pour tout ζ dans Γh.

On peut donc appliquer le lemme 17.4 à la matrice Qh. Comme

∥Qh∥ρ ≤ ∥S′h∥ρ ∥S−1h ∥ρ ≤ c
′h ∥Sh∥µ−1ρ

1

|detSh|ρ
≤ c′h c(µ−1)h,(46)

|detQh|ρ = |detS′h|ρ|detSh|−1ρ ≥ |detSh|−1ρ ≥ ∥Sh∥−µρ ≥ c−µh,(47)
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il existe une permutation σh de [[1, . . . , µ]] telle que∥∥∥(∆′ − σh(∆)
)(h)∥∥∥

∞
≤

µ∑
i=1

|(∆′i −∆σh(i))
(h)|∞

≤ h
log c′ + (µ− 1) log c− (−µ) log c

− log cJ(ρ)
= O(h)

Si on fixe un nombre ρ intérieur à J et que l’on fait tendre h vers l’infini, on constate
que les µ-uplets ∆ et ∆′ sont équivalents.

Définition 17.9. — On appelle exposant deM et on note Exp(M) la classe d’équi-
valence de Eµ définie dans le théorème 17.7.

Exemple 17.10 (fondamental). — Soit C une matrice de Mat(µ,K) dont les va-

leurs propres sont dans Zp
(10), soit G

déf
= 1

x C et soit MG le A
(
]0,∞[

)
- module

différentiel associé à G.
Ecrivons C sous la forme C = N + D avec D = H−1∆H pour ∆ diagonale, N
nilpotente et ND = DN . Pour ζ dans Γh, on a :(

1 + (ζ − 1)
)N

= exp
(
log(ζ)N

)
= exp(0) = I ,

(
1 + (ζ − 1)

)D
= H−1ζ∆H

On trouve :

YG(x, y) =

(
x

y

)C

=

(
1 +

x− y
y

)C

, YG(ζx, x) =
(
1 + (ζ − 1)

)C
= H−1ζ∆H

et on constate que ζ∆H = H YG(ζx, x). Autrement dit, la suite constante Sh = H
satisfait la condition 2 du théorème 17.7. Quitte à multiplier H par un nombre de K,
on peut supposer que |detH| ≥ 1 et alors la suite Sh satisfait les quatre conditions
de ce théorème avec c = ∥H∥.
Par définition, l’exposant de MG est donc la classe d’équivalence du µ-uplet des
éléments de la diagonale de ∆, c’est-à-dire des valeurs propres de la matrice C. Dans
ce cas particulier d’une équation diffŕentielle à point singulier régulier, notre définition
est bien cohérente avec la définition “classique”.

17.3. Cas général. — Soient J ′ ⊂ J deux intervalles fermés et M un objet de
Rob(A(J)). Un µ−uplet ∆ et une suite {Sh} vérifiant les conditions 1, 2, 3 et 4 du
théorème 17.7 sur l’intervalle J vérifient ces mêmes conditions sur l’intervalle J ′. On
en déduit que l’exposant du module A(J ′)⊗A(J)M est le même que celui deM. Ceci
justifie la définition suivante.

Définition 17.11. — Soit I un intervalle etM un objet de RobA(I). On appelle
exposant deM l’exposant du module A(J)⊗A(I)M où J est un intervalle fermé non
réduit à un point contenu dans I.

(10)Nous laissons au lecteur le soin de vérifier que cette condition est nécessaire et suffisante pour

que M satisfasse la condition de Robba.
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17.4. Propriétés des exposants. — Pour 0 < ν < µ, la bijection canonique

Zν
p×Zµ−ν

p −→ Zµ
p définit, par passage au quotient, une application surjective (∆̃, ∆̃′) 7→

∆̃⊕ ∆̃′ de Eν × Eµ−ν sur Eµ. Si µ ≥ 2, cette application n’est pas bijective.

Soit ∆̃ (resp. ∆̃′) un élément de Eν (resp. Eµ−ν). Si ∆̃ ⊕ ∆̃′ a des différences

non Liouville (resp. est non Liouville), il en est de même de ∆̃ et ∆̃′. La réciproque

est fausse (∆̃ et ∆̃′ peuvent avoir des différences non Liouville alors que certaines

différences de ∆̃⊕ ∆̃′ sont Liouville).

Proposition 17.12. — Soit I un intervalle et soit 0−→N −→M−→Q−→ 0 une suite
exacte de Rob(A(I)). On a Exp(M) = Exp(N ) ⊕ Exp(Q). En particulier, si M a
un exposant non Liouville (resp. dont les différences sont non Liouville), il en est de
même de N et Q.

Preuve. — On complète une base e de N en une base (e, f) deM. Par construction, la

matrice G qui représente la dérivation D dans cette base est de la forme

(
G′ 0
G3 G′′

)
où G′ (resp. G′′) représente la dérivation D dans la base e de N (resp. dans la base
f̄ image de f dans Q).

On en déduit que YG est de la forme

(
YG′ 0
Y3 YG′′

)
et que les matrices SG,h,∆

construites dans le théorème 17.7 sont de la forme

(
SG′,h,∆′ 0
S3,h SG′′,h,∆′′

)
où on a

posé ∆ = ∆′⊕∆′′ avec ∆′ = (∆1, . . . ,∆ν) et ∆
′′ = (∆ν+1, . . . ,∆µ) pour ν le rang de

N . En particulier detSG,h,∆ = detSG′,h,∆′ detSG′′,h,∆′′ et il est maintenant facile de
vérifier que la suite SG′,h,∆′ (resp. SG′′,h,∆′′) satisfait les conditions du théorème 17.7

dans la base e de N (resp. f de Q) c’est-à-dire que ∆′ (resp. ∆′′) est un représentant
de l’exposant de N (resp. Q).

La multiplication par p des éléments de Zµ
p composante par composante définit

par passage au quotient une bijection de Eµ dans lui-même que nous noterons p.

Proposition 17.13. — Soit I un intervalle et M un objet de Rob
(
A(Ip)

)
avec

Ip = {ρ ; ρ ∈ I}. Pour φ(x) = xp, le module φ∗(M) est un objet de Rob
(
A(I)

)
et

on a Exp(φ∗(M)) = p Exp(M).

Preuve. — Le fait que φ∗(M) soit de Robba est une conséquence immédiate de la
proposition 20.10. Si Ye(x, y) est la résolvante pour M dans une base e, alors la
résolvante pour φ∗(M) dans la base φ∗(e) est Ye(x

p, yp). Soit ∆ un µ-uplet et {Sh}
une suite satisfaisant les conditions du théorème 17.7 dans la base e, on constate que
p∆ et {φ∗(Sh)} vérifient ces mêmes conditions dans la base φ∗(e) de φ∗(M).

18. Structure des modules différentiels de Robba

Théorème 18.1. — Soit I un intervalle ouvert. Tout A(I)-module différentiel M
de Robba dont l’exposant ∆̃ a des différences non Liouville s’obtient par extensions
successives à partir des modules de rang un x∆iA(I) (1 ≤ i ≤ µ).
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Remarque 18.2. — Comme les différences de ∆̃ ne sont pas Liouville, les com-
posantes ∆i de l’un de ses représentants sont définies modulo Z à ordre près si bien
que les modules x∆iA(I) ne dépendent pas, à ordre près, du représentant ∆ choisi.
Par contre, si plusieurs des ∆i sont égaux, il y a plusieurs modules différentiels non

isomorphes qui ont le même exposant ∆̃.

Preuve. — Soit J un intervalle fermé contenu dans I. On choisit, ce qui est toujours
possible, deux intervalles fermés J ′ et J ′′ tels que J est contenu dans l’intérieur de
J ′, J ′ est contenu dans l’intérieur de J ′′ et J ′′ est contenu dans I.
Soit N un µ-uple de Zµ. Le changement de base associé à la matrice xN fait passer du
représentant ∆ de l’exposant au représentant ∆+N . Quitte à faire un tel changement

de base, on peut donc choisir un représentant ∆ de ∆̃ dont les différences ne sont
pas dans Z − {0}. Par définition de l’exposant, il existe une suite

(
Sh

)
vérifiant les

conditions 1., 2., 3., et 4’. du théorème 17.7 pour l’intervalle J ′′ et le µ-uple ∆.
On pose alors

Qh = S2h+1 S−1
2h
.

Le lemme 17.8 montre que

a) pour h assez grand la matrice Qh appartient à Gl
(
µ,A(J ′)

)
.

Par ailleurs, pour ζ dans Γ2h ⊂ Γ2h+1 , la condition 2. pour S2h+1 et S2h donne

b) ζ∆Qh(x)ζ
−∆ = Qh(ζx).

et un calcul analogue à celui des relations (46) et (47) donne les encadrements

c) ∥Qh∥J′ ≤ c2h+1

c(µ−1)2
h

= c(µ+1)2h ,

d) ∥ detQh∥J′ ≥ c−µ2h , d’où on déduit

e) ∥Q−1h ∥J′ ≤ ∥Qh∥µ−1J′ |detQh|−1J′ ≤ c(µ
2+µ−1)2h .

Le lemme 17.5 s’applique et montre que Qh = Ch +Rh où

• Ch appartient à Mat(µ,K) et commute avec ∆,
• Rh est une matrice de Mat

(
µ,A(J ′)

)
,

• ∥Rh∥ρ ≤ cJ′(ρ)δ(∆,2h)∥Q∥J′ ≤ cJ′(ρ)δ(∆,2h) c(µ+1)2h .

On a

1

h
δ(∆, h) =


1

h
ph si tous les ∆i sont égaux

min
∆i ̸=∆j

1

h
|(∆i −∆j)

(h)|∞ sinon

et comme ∆ a des différences non Liouville, on constate que limh→∞
1
hδ(∆, h) =∞.

Par ailleurs, on a maxρ∈J cJ′(ρ) = γ < 1. Il en résulte que :

2−h log ∥Rh∥C(J) ≤ 2−h
(
δ(∆, 2h) log γ + (µ+ 1)2h log c

)
= −2−hδ(∆, 2h)(− log γ) + (µ+ 1) log c−−→

h→∞
−∞

Or les conditions c) et d) ci-dessus montrent que

2−h log ∥Q−1h ∥C(J) ≤ (µ2 + µ− 1) log c.

Donc log ∥Q−1h Rh∥C(J) ≤ log ∥Q−1h ∥C(J) + log ∥Rh∥C(J) tend vers −∞.
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En conclusion, pour h assez grand, disons h ≥ h0, la matrice Qh appartient à
Gl
(
µ,A(J ′)

)
et on a ∥Q−1h Rh∥C(J) < 1. La matrice

Ch = Qh(I −Q−1h Rh)

est alors inversible et vérifie :

∥Ch∥ = ∥Qh∥C(J) ≤ c(µ+1)2h ∥C−1h ∥ = ∥Q
−1
h ∥C(J) ≤ c

(µ2+µ−1)2h

On considère alors la suite Dh (h ≥ h0) de matrices inversibles définies par la
récurrence

Dh+1 = ChDh Dh0 = I .

En remarquant que
∑h−1

i=h0
2i ≤ 2h (le fait de faire une récurrence sur les S2h au lieu

des Sh se manifeste ici. Cette astuce est due à Gachet), on trouve

∥Dh∥ ≤
h−1∏
i=h0

∥Ch∥C(J) ≤ c(µ+1)2h ∥D−1h ∥ ≤
h−1∏
i=h0

∥C−1h ∥C(J) ≤ c
(µ2+µ−1)2h

D’où on déduit (remarquer que D−1h+1ChDh = I par construction)

2−hlog ∥D−1h+1QhDh − I ∥C(J) = 2−h log ∥D−1h+1RhDh∥C(J)
≤ 2−h log ∥D−1h+1∥C(J) + 2−h log ∥Rh∥C(J) + 2−h log ∥Dh∥C(J)
≤ 2(µ2 + µ− 1) log c− 2−hδ(∆, 2h)(− log γ) + (µ+ 1) log c+ (µ+ 1) log c

= −2−hδ(∆, 2h)(− log γ) + 2(µ2 + µ) log c−−→
h→∞

−∞

On en déduit que la suite ∥D−1h+1QhDh−I ∥C(J) tend vers 0 quand h tend vers l’infini
et donc que la suite

D−1h Sh = D−1h Qh−1Dh−1 D
−1
h−1Qh−2Dh−2 · · · D−1h0+1Qh0

Sh0

converge dans Mat(A(J)). Notons S sa limite.
Comme Ch commute avec ∆, les matrices Dh et D−1h commutent avec ζ∆ pour ζ

dans Γ =
⋃

h∈N Γh. Pour ζ dans Γ, la condition 2. du théorème 17.7 donne :

ζ∆ S(x) = lim
h→∞

ζ∆D−1h Sh(x) = lim
h→∞

D−1h Sh(ζx)YG(ζx, x) = S(ζx)YG(ζx, x).(48)

En particulier, si le déterminant de S(x) s’annulait en un point a, il s’annulerait en
tous les points ζa ce qui est impossible car cette fonction analytique non nulle n’a
qu’un nombre fini de zéro dans la couronne fermée C

(
{|a|}

)
. Donc S appartient à

Gl
(
µ,A(J)

)
.

Faisons le changement de base associé à la matrice S et notons F la matrice qui
représente la dérivation dans la base Se de A(J)⊗A(I)M. La nouvelle résolvante YF
vérifie YF (y, x) = S(y)YG(yx)S

−1(x). La relation (48) s’écrit donc

YF (ζx, x) = ζ∆ (∀ζ ∈ Γ)

d’où, en dérivant par rapport à x, on déduit que la matrice F vérifie la relation :

0 = ζ F (ζx)YF (ζx, x)− YF (ζx, x)F (x) = ζ F (ζx) ζ∆ − ζ∆ F (x)
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pour tout ζ dans Γ.
Ecrivant F =

∑
s∈Z Fs, on trouve que Fij,s = 0 si ∆j + s + 1 −∆i ̸= 0. Puisque les

différences ∆i−∆j ne sont pas des entiers non nuls, cette relation montre que Fs = 0
si s ̸= −1. Autrement dit, F = 1

xA où A est une matrice constante. Mais alors

YF (x, y) =
(x
y

)A
=
(
1 +

x− y
y

)A
ce qui donne ζ∆ = YF (ζx, x) = ζA et montre que la partie semi-simple de la matrice
A est la matrice diagonale de diagonale ∆.

Pour terminer la démonstration, il suffit de “recoller” les solutions obtenues pour
les différents intervalles J .
Précisons ce recollement. Pour cela nous considérons l’ensemble N des A(]0,∞[)-
modules différentiels N possédant une base dans laquelle la dérivation est représentée
par 1

xA où A est une matrice sous forme réduite de Jordan et dont la diagonale est
donnée par ∆. Comme il n’y a qu’un nombre fini de telles matrices, l’ensemble N ne
contient qu’un nombre fini de modules différentiels (à isomorphisme près).
Pour N dans N et J intervalle contenu dans I, nous considérons le K-espace vectoriel
(de dimension au plus µ2)

SJ(N )
déf
= HomA(J)⟨D⟩

(
A(J)⊗A(I)M,A(J)⊗A(]0,∞[) N

)
On vient de démontrer que, pour tout intervalle fermé J (contenu dans I), il existe
un module différentiel N dans N tel que SJ(N ) contienne un isomorphisme (et en
particulier n’est pas réduit à 0).
Maintenant, pour J ⊂ J ′, on a une injection canonique de SJ′(N ) dans SJ(N ) et la
dimension de SJ(N ) est décroissante en J . Elle devient donc constante quand J est
assez grand, disons J ⊃ J0. Comme il n’y a qu’un nombre fini de N à considérer, on
peut même supposer que ceci se produit pour tous les modules différentiels N de N.
Donc, pour J ⊃ J0, l’espace SJ(N ) est indépendant de J et est aussi égal à SI(N ).
Or il existe N dans N pour lequel cet espace contient la matrice S d’un isomorphisme
c’est-à-dire qui appartient à Gl

(
µ,A(J)

)
. Une telle matrice a un déterminant non

nul sur la couronne C(J) et est analytique dans la couronne C(I) car elle appartient à
SJ(N ) = SI(N ). Comme ce déterminant est solution d’une équation différentielle du
premier ordre et qu’il n’est pas identiquement nul, il ne s’annule pas sur la couronne
C(I). La matrice S appartient donc en fait à Gl

(
µ,A(I)

)
et représente un isomor-

phisme entreM et A(I)⊗A(]0,∞[) N .

CHAPITRE VII

DÉCOMPOSITION SUIVANT LES PENTES

Dans ce chapitre, nous démontrons le théorème de décomposition 23.2, analogue p-
adique du corollaire 12.2. C’est ce résultat qui montre le rôle fondamental de l’anneau
R pour les équations différentielles p-adiques. En effet, comme on peut le voir sur
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l’exemple 9.5, on ne peut espérer avoir un résultat semblable sur les autres anneaux
que nous avons considéré, par exemple, sur le corps E†.

Avant de pouvoir faire cette démonstration nous avons besoin de deux résultats
techniques.

Le premier est l’analogue p-adique d’un théorème de Birkhoff. Il va permettre,
entre autres, de supprimer les “singularités apparentes” de construire des “petites
bases” pour les A(I)-modules différentiels ayant un “grand” rayon de convergence
(analogue des bases cycliques du corollaire 8.8.3).

Le second, l’existence d’un “antécédent de Frobenius”, est l’outil fondamental pour
étudier le rayon de convergence lorsqu’il n’est pas “petit”. En effet, il permet, à partir
d’un A(I)-module différentiel de rayon de convergence supérieur à ωρ et donc invisible
sur les coefficients de la matrice d’une base cyclique, de consruire un tel antécédent
pour lequel ce rayon de convergence devient visible.

19. Théorèmes de Birkhoff p-adiques

Etant donnée une matrice H de Gl
(
µ,A

(
[ρ]
))

, on voudrait l’écrire comme le pro-

duit d’une matrice L de Gl
(
µ,A

(
[0, ρ]

))
et d’une matrice M de Gl

(
µ,A

(
[ρ,∞]

))
.

On constate facilement que les matrices diagonales xN dont les coefficients de la
diagonale sont des monômes xNi avec des Ni dans Z non tous nuls n’ont pas de telle
décomposition. Mais ce sont essentiellement les seules. Plus précisément, il existe
deux sortes de décompositions :
— celles du type “Grothendieck” qui sont de la forme H = LxNM et correspondent
à une “trivialisation” d’un fibré vectoriel sur P1 [28],
— celles du type “Birkhoff” qui sont de la forme H = xNLM et sont liées au
problème de Riemann-Hilbert pour les équations différentielles [4].
Quand le corps de base est C, on démontre l’existence d’une décomposition de
Grothendieck puis on en déduit facilement l’existence d’une décomposition de
Birkhoff. Pour aborder ce problème sur le corps K, nous allons suivre une autre
voie en démontrant directement l’existence d’une décomposition de Birkhoff. Nous
obtiendrons ainsi une décomposition (unique) dans laquelle la matrice L satisfera des
conditions supplémentaires de norme qui seront indispensables pour la construction
de bases dans lesquelles la dérivation est petite.

19.1. Théorèmes de Birkhoff algébriques. —

Définition 19.1. — Soit A un sous-anneau du corps F
(
[ρ]
)
.

On note T (µ,A) l’ensemble des matrices L de Gl(µ,A) telles que Lii = 1 pour 1 ≤
i ≤ µ et Lij = 0 pour j > i.
Pour ρ dans ]0,∞[, on note T ρ(µ,A) l’ensemble des matrices L de Gl(µ,A) telles que

1. ∥L∥ρ = ∥L−1∥ρ = 1,
2. |Lij |ρ < 1 pour j > i.

Sous la condition 2, la condition 1 s’écrit aussi
1’. |Lii|ρ = 1 et |Lij |ρ ≤ 1 pour j < i.
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Proposition 19.2. — T (µ,A) et T ρ(µ,A) sont des sous-groupes de Gl(µ,A).

Preuve. — Le fait que T (µ,A) et T ρ(µ,A) soient stables par produit est facile à
vérifier. Par hypothèse, une matrice L de T (µ,A) (resp. T ρ(µ,A)) a un déterminant
égal à 1 (resp. inversible dans A et de ρ-norme égale à 1). Les formules de Cramer
permettent de vérifier que les coefficients au-dessus de la diagonale de la matrice L−1

sont nuls (resp. sont de ρ-normes strictement inférieures à 1).

Définition 19.3. — Soit S un ensemble de points fermés de AK = C
(
[0,∞[

)
(resp.

de C(I)), on noteK[x]S (resp. A(I)S) le localisé deK[x] (resp. A(I)) en S c’est-à-dire
l’ensemble des éléments de K(x) (resp. F(I)) qui ont tous leurs pôles dans S ∪ {∞}.

Théorème 19.4 (de Birkhoff algébrique). — Soit I ⊂ [0,∞[ un intervalle, J un
intervalle fermé contenu dans I, H une matrice de Gl

(
µ,F(I)

)
, S un ensemble de

points fermés contenu dans la couronne C(J).
On a H = LM avec L dans Gl

(
µ,K(x)

)
et M dans Gl

(
µ,A(I)C(I)−S

)
. De plus :

1. on peut prendre L dans T
(
µ,K[x]S

)
,

2. pour ρ > 0 et S̃ = S
⋃

a∈S−K∩S
C
(
[|a|]

)
[S̃ ⊂ C(J) et S̃ = S si S ⊂ K],

2-a. si 0 /∈ S on peut prendre L dans T ρ
(
µ,K[x]S̃∪{0}

)
,

2-b. si S ⊂ C
(
[ρ,∞[

)
, on peut prendre L dans T ρ

(
µ,K[x]S̃

)
.

2-c. si 0 ∈ S et si ρ ∈ |K∗|, on peut prendre L dans T ρ
(
µ,K[x]S̃

)
.

La démonstration est fortement compliquée par deux difficultés : d’une part, nous
demandons que les coefficients de la matrice L soient dans K(x) alors que le corps
K n’est pas supposé algébriquement clos ; d’autre part la définition de T ρ

(
µ,K[x]S

)
demande de normaliser la ρ-norme de Gauss de certaines fractions rationnelles ce qui
n’est pas toujours possible lorsque ρ n’appartient pas à |K∗| et va nécessiter deux
lemmes préliminaires. La première difficulté disparâıt lorsque S est contenu dans K
et la seconde lorsque ρ = 1. Il est donc conseillé, dans un premier temps, de faire ces
hypothèses pour comprendre le mécanisme de la démonstration.

Lemme 19.5. — Soit P un polynôme de K[x] et soit ρ > 0.
A. Il existe un entier d et un nombre λ de K tel, que |λx−dP |ρ = 1.
B. Si toutes les racines de P sont dans la couronne C

(
[ρ,∞[

)
ou si ρ ∈ |K∗|, il existe

un nombre λ de K tel que |λP |ρ = 1.
C. Si toutes les racines de P sont de même valeur absolue α > 0 on peut prendre

λ =
1

P (0)
et d = 0 si ρ ≤ α, λ = 1 et d = degP si α < ρ.

Preuve. — On écrit P (x) =
∏

a(x − a) où les a sont des points géométriques de la
couronne C(I), pas nécessairement tous différents. Comme |x − a|ρ = max(ρ, |a|), si
on note d le nombre de points a tels que |a| < ρ, on trouve :∣∣∣x−dP (x) ∏

|a|≥ρ

1

a

∣∣∣
ρ
=
∏
|a|<ρ

∣∣∣x− a
x

∣∣
ρ

∏
|a|≥ρ

∣∣∣x− a
a

∣∣
ρ
= 1.(49)
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Il ne reste plus qu’à constater que λ =
∏
|a|≥ρ

1
a appartient à K pour obtenir A. et

B. lorsque S ⊂ C
(
[ρ,∞[

)
.

Pour obtenir B. lorsque ρ ∈ |K∗|, il suffit de remplacer dans la relation (49) la fraction
x− a
x

par
x− a
b

pour un élément b de K vérifiant |b| = ρ.

Le résultat C. résulte des égalités suivantes :∣∣∣P (x)
P (0)

∣∣∣
ρ
=
∣∣∣∏ x− a

a

∣∣∣
ρ
=
∏∣∣x

a
− 1
∣∣
ρ
= 1 si ρ ≤ α

∣∣x− degPP (x)
∣∣
ρ
=
∣∣∣∏ x− a

x

∣∣∣
ρ
=
∏∣∣1− a

x

∣∣
ρ
= 1 si α ≤ ρ

Lemme 19.6. — Soit a un nombre de Kalg, soit P un polynôme irréductible de K[x]
dont a est racine, soit R un polynôme de K[x] tel que deg(R) < deg(P ) et soit g une
fraction rationnelle de K(x) qui n’a ni pôle ni zéro de valeur absolue α = |a|. Il existe
un (unique) polynôme Λ de K[x] tel que deg(Λ) < deg(P ) et Rg = P f + Λ avec f
dans A

(
[α]
)
et on a |Λ|α = |Rg|α.

Preuve. — Par hypothèse, le polynôme P est α-extrémal et la fraction rationnelle Rg,
n’ayant aucun pôle de valeur absolue α, appartient à A

(
[α, α]

)
. Le lemme 2.15 permet

de définir le polynôme Λ comme le reste de la division euclidienne, dans A
(
[α, α]

)
, de

Rg par P et montre qu’il vérifie |Λ|α ≤ |Rg|α.

Maintenant, on écrit la relation Rg = P f +Λ, sous la forme
Λ

g
= −P f

g
+R, avec

f

g

dans A
(
[α, α]

)
. On consate que R est le reste de la division euclidienne de

Λ

g
par P

et donc que |R|α ≤
∣∣Λ
g

∣∣
α
c’est-à-dire

|Rg|α = |R|α|g|α ≤
∣∣Λ
g

∣∣
α
|g|α = |Λ|α ≤ |Rg|α.

Preuve du théorème 19.4. — Les quatre résultats de l’énoncé vont être démontrés en
parallèle. Posons :

T =


T
(
µ,K[x]S

)
cas 1.

T ρ
(
µ,K[x]S̃∪{0}

)
cas 2-a.

T ρ
(
µ,K[x]S̃

)
cas 2-b. et 2-c.

On va démontrer que l’ensemble de matrices

L =
{
M ∈ Mat

(
µ,A(I)C(I)−S

)
; M H−1 ∈ T

}
contient une matrice de Gl

(
µ,A(I)C(I)−S

)
. La décomposition H = (M H−1)−1M

sera alors bien du type annoncé.
On vérifie d’abord que l’ensemble L est non vide :

Comme l’intervalle J est fermé, l’anneau A(J) est principal (corollaire 2.25). Plus
précisément, l’idéal de A(J) engendré par les dénominateurs des coefficients de la ma-
trice H est de la forme PJ A(J) pour un polynôme PJ de K[x]. Soit PS le polynôme
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unitaire deK[x] dont les racines sont les racines de PJ contenues dans S. Par construc-
tion, les coefficients de la matrice PS H n’ont pas de pôle dans S et la matrice PS I
(resp. x−dPS I pour d entier) appartient à Gl

(
µ,K[x]S

)
(resp. Gl

(
µ,K[x]S∪{0}

)
).

On constate donc que :

• dans le cas 1., l’ensemble L contient la matrice M = PS H.
• dans le cas 2-a., d’après le lemme 19.5-A., il existe λ dans K tel que la matrice
M = λx−dPS H appartienne à L.

• dans les cas 2-b. ou 2-c., on a soit ρ ∈ |K∗| soit S ⊂ C
(
[ρ,∞[

)
et, d’après le

lemme 19.5-B., il existe λ dans K tel que la matrice λPS H appartienne à L.
On montre ensuite que L contient une matrice de Gl

(
µ,A(I)C(I)−S

)
c’est-à-dire

une matrice dont le déterminant ne s’annule pas dans S :
Soit M une matrice de L. On note n(M) le nombre (c’est-à-dire le degré du diviseur)
des zéros de son déterminant qui appartiennent à S. Ce nombre est fini car, d’une
part, la matriceM = (M H−1)H a un déterminant non identiquement nul et, d’autre
part, S est contenu dans la couronne fermée C(J). On considère une matrice M de
L telle que n(M) > 0. Il existe un nombre a de Kalg ∩ S (c’est-à-dire un point
géométrique de S) tel que det(M)(a) = 0 et donc des nombres λℓ du corps K[a], non
tous nuls, tels que :

µ∑
ℓ=1

λℓMℓj(a) = 0 pour 1 ≤ j ≤ µ,(50)

On note P le polynôme unitaire minimal de a sur K et on pose α = |a|. Le corps K
étant supposé complet, les conjugués de a ont aussi une valeur absolue égale à α. On
en déduit que :

|P |ρ = |P (0)| = αdegP pour ρ ≤ α , |P |ρ = ρdegP pour α < ρ .

Dans chacun des cas du théorème, on va trouver un indice i et des polynômes Λℓ de
K[x] (1 ≤ ℓ ≤ µ) tels que, si on pose

L =



1 0 · · · 0
0 1
...

. . .
...

Λ1

P
· · · Λi

P
· · · Λµ

P
...

. . .
...

1 0
0 · · · 0 1


← ligne i ,

la matrice LM appartienne à L et vérifie n(LM) < n(M). Si on considère une
matrice M de L pour laquelle le nombre n(M) est minimum, supposer que n(M) > 0
contredirait donc le fait que n(M) est minimum et donc n(M) = 0.
• Condition pour que les coefficients de la matrice LM soient dans A(I)C(I)−S :

Les coefficients de la matrice LM qui ne sont pas sur la i-ème ligne, sont ceux de la
matrice M et appartiennent donc à A(I)C(I)−S par hypothèse. Les coefficients de la
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i-ème ligne de la matrice LM sont de la forme :

(LM)ij =
1

P

µ∑
ℓ=1

Λℓ Mℓj .

Comme les Λℓ sont des polynômes, ils n’ont pas de pôle dans S. Pour que les (LM)ij
n’aient pas de pôle dans S, il faut que le pôle en chacun des conjugués de a, introduit
par le facteur P du dénominateur, soit compensé par un zéro du numérateur. Pour
cela, P étant le polynôme minimal de a et donc ses racines étant simples, il suffit
d’assurer que le numérateur s’annule au point a, c’est-à-dire que :

µ∑
ℓ=1

Λℓ(a)Mℓj(a) = 0 pour 1 ≤ j ≤ µ.

D’après (50), ce sera le cas si, pour une constante λ de K[a] indépendante de ℓ, on a

Λℓ(a) = λλℓ(51)

• Condition pour que la matrice LM H−1 appartienne à T :
Comme T est un sous-groupe, il suffit que la matrice L appartienne à T . Posons

≤ℓ=≤ si ℓ ≤ i , ≤ℓ=< si i < ℓ ,

Puisque le polynôme P a ses racines dans S ⊂ S̃, il suffit d’avoir :

cas 1 Λi = 1, Λℓ = 0 pour ℓ > i ;

cas 2-a. racines de Λi ∈ S̃ ∪ {0}, |Λℓ|ρ ≤ℓ |Λi|ρ = |P |ρ ;

cas 2-b. et 2-c. racines de Λi ∈ S̃, |Λℓ|ρ ≤ℓ |Λi|ρ = |P |ρ ;

(52)

• Condition pour que n(LM) < n(M) :

Le polynôme Λi (resp. Λi = xsΛ̃i si 0 /∈ S) a, dans S, un nombre de racines inférieur

à son degré (resp. au degré de Λ̃i) et le polynôme P a toutes ses racines dans S. La
formule

det(LM) = det(L) det(M) =
Λi

P
det(M)

donne n(LM) ≤ deg Λi − degP + n(M) (resp. n(LM) ≤ deg Λ̃i − degP + n(M)).
Pour obtenir n(LM) < n(M), il suffit donc d’avoir

deg Λi < degP , (resp. deg Λi < degP + s si 0 /∈ S et Λi = xsΛ̃i).(53)

• Construction du nombre i et des polynômes Λℓ :

Dans le cas 1 : on définit l’indice i (1 ≤ i ≤ µ) par les conditions
λi ̸= 0 , λℓ = 0 pour ℓ > i.

et les polynômes Λℓ de K[x] par les relations

Λℓ(a) =
λℓ
λi

, deg Λℓ < degP .

La condition (51) est alors vérifiée et, comme Λi = 1 et Λℓ = 0 pour ℓ > i, les
conditions (52) et (53) le sont également.
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Dans les cas 2 : on définit des polynômes Rℓ de K[x] par les relations :

Rℓ(a) = λℓ , degRℓ < degP

et on définit l’indice i (1 ≤ i ≤ µ) par les conditions

|Ri|α = max
1≤ℓ≤µ

|Rℓ|α , |Rℓ|α < |Ri|α pour ℓ > i.

c’est-à-dire |Rℓ|α ≤ℓ |Ri|α. On distingue plusieurs cas.

(*) Si a est dans K, en particulier si a = 0, on a degP = 1 donc Rℓ = λℓ et
|Rℓ|α = |λℓ|. L’indice i est défini par la condition |λℓ| ≤ℓ |λi|. On pose :

Λℓ =
x

λi
λℓ pour a ̸= 0 , Λℓ =

b

λi
λℓ pour a = 0 ,

où b est un nombre du corps K tel que |b| = ρ (on est évidemment dans le cas 2-c.).
La condition (51) est immédiate à vérifier. Il en est de même de la condition (53)
pour a = 0 car alors deg Λi = 0 < degP . Pour a ̸= 0, la condition (53) deuxième
forme avec s = 1 s’applique si 0 n’appartient pas à S (cas 2-a.) (nous reviendrons sur
le cas 2-c. à la fin de la démonstration). La condition (52) résulte d’un calcul simple :

|Λℓ| = ρ
|λℓ|
|λi|
≤ℓ ρ = |Λi|ρ = |P |ρ

(**) Si a n’est pas dans K, on a α > 0 et on considère l’unique factorisation
Ri = ΛQ où Λ (resp. Q) est un polynôme de K[x] dont toutes les racines sont (resp.
qui n’a aucune racine) de valeur absolue α et où Λ est unitaire. Il vient :

|Λ|ρ = |Λ(0)| = αdeg Λ pour ρ ≤ α , |Λ|ρ = ρdeg Λ pour α < ρ .

En appliquant le lemme 19.6 avec R = Rℓ et g =
xs

Q
pour un entier s, on trouve des

polynômes Λ̃
(s)
ℓ tels que :

deg Λ̃
(s)
ℓ < degP , Λ̃

(s)
ℓ =

xsRℓ

Q
(mod P ) , |Λ̃(s)

ℓ |α =
|xsRℓ|α
|Q|α

.

Posons r = degP − deg Λ. Par construction, on a deg Λ < degP et on constate que,

pour 0 ≤ s < r, la fraction rationnelle
xsRi

Q
= xsΛ est en fait un polynôme de degré

au plus degP − 1. On a alors Λ̃
(s)
i = xsΛ et on trouve :

si ρ ≤ α : |Λ̃(0)
ℓ |ρ ≤ |Λ̃(0)

ℓ |α =
∣∣∣Rℓ

Q

∣∣∣
α
≤ℓ

∣∣∣Ri

Q

∣∣∣
α
= |Λ|α = |Λ|ρ = |Λ̃(0)

i |ρ

si α < ρ : |Λ̃(r−1)
ℓ |ρ ≤

( ρ
α

)deg Λ̃
(r−1)
ℓ |Λ̃(r−1)

ℓ |α =
( ρ
α

)degP−1
∣∣∣xr−1Rℓ

Q

∣∣∣
α

≤ℓ

( ρ
α

)degP−1
∣∣∣xr−1Ri

Q

∣∣∣
α
=
( ρ
α

)degP−1|xr−1Λ|α

= |xr−1Λ|ρ = ρdegP−1 = |Λ̃(r−1)
i |ρ
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Si ρ ≤ α, on pose Λℓ =
P (0)

Λ(0)
Λ̃
(0)
ℓ . On a alors :

Λℓ(a) =
P (0)

Λ(0)
Λ̃ℓ(a) =

P (0)

Λ(0)

Rℓ(a)

Q(a)
=

P (0)

Λ(0)Q(a)
λℓ

et la condition (51) est bien satisfaite. Par construction, les racines de Λi et de P

sont de valeurs absolues égales à α et donc dans S̃ car a n’est pas dans K (mais les

racines de Λi n’ont aucune raison d’être dans S, ce qui justifie l’introduction de S̃).
On a

|Λℓ|ρ =
∣∣∣P (0)
Λ(0)

∣∣∣ |Λ̃(0)
ℓ |ρ ≤ℓ

∣∣∣P (0)
Λ(0)

∣∣∣ |Λ̃(0)
i |ρ = |Λi|ρ

|Λi|ρ =
∣∣∣P (0)
Λ(0)

∣∣∣ |Λ|ρ =
∣∣∣P (0)
Λ(0)

∣∣∣ |Λ(0)| = |P (0)| = |P |ρ
et la condition (52) est bien satisfaite. Finalement, comme deg Λi = deg Λ̃(0) < degP ,
la condition (53) est satisfaite.

Si α < ρ, on pose Λℓ = x Λ̃
(r−1)
ℓ . On a alors :

Λℓ(a) = aΛ̃
(r−1)
ℓ (a) = a

ar−1Rℓ(a)

Q(a)
=

ar

Q(a)
λℓ

et la condition (51) est bien satisfaite. Les racines de Λi et de P sont de valeur absolue

nulle ou égale à α. Elles appartiennent donc à S̃ ∪ {0} (resp. S̃ si 0 ∈ S ) et

|Λℓ|ρ = |x Λ̃(r−1)
ℓ |ρ ≤ℓ |x Λ̃(r−1)

i |ρ = ρdegP = |P |ρ.

et la condition (52) est bien satisfaite. Finalement, on a Λi = xrΛ avec deg Λ < degP .
Dans le cas 2-a., la condition (53) deuxième forme est satisfaite avec s = r.

Dans le cas 2-c., comme deg Λi = degP , la condition (53) n’est pas satisfaite. Mais
on peut appliquer le résultat 2-a. et donc se ramener au cas où le déterminant de la
matrice LM n’a pas de zéro dans S − {0}. On élimine alors le zéro éventuel en 0 par
le procédé décrit ci-dessus dans (*). Malheureusement, cela oblige à supposer que ρ
appartient à |K∗|.

Corollaire 19.7. — Soit I ⊂ [0,∞[ un intervalle et a un point fermé de C(I) de
polynôme minimal unitaire P . Toute matrice H de Gl

(
µ,F(I)

)
a une décomposition

de la forme H = LM avec L dans Gl
(
µ,K[x, 1

P ]
)
et M dans Gl

(
µ,A(I)C(I)−{a}

)
(autrement dit, les coefficients des matrices M et M−1 n’ont pas de pôle en a).

Preuve. — C’est le cas 1 du théorème 19.4 avec S = {a} car K[x]{a} = K[x, 1
P ].

Corollaire 19.8. — Soit J ⊂]0,∞[ un intervalle fermé et soit ρ dans ]0,∞[. Toute
matrice H de Gl

(
µ,F(J)

)
a une décomposition de la forme H = LM avec L dans

T ρ
(
µ,K(x)

)
et M dans Gl

(
µ,A(J)

)
.

Preuve. — C’est le cas 2-a. du théorème 19.4 avec S = C(J) = S̃ car évidemment
K[x]S̃∪{0} ⊂ K(x).
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Corollaire 19.9. — Soit J ⊂ [0,∞[ un intervalle fermé et soit ρ dans |K∗|. Toute
matrice H de Gl

(
µ,F(I)

)
a une décomposition de la forme H = LM avec L dans

T ρ
(
µ,K(x)

)
et M dans Gl

(
µ,A(J)

)
.

Preuve. — C’est le cas 2-c. du théorème 19.4 avec S = C(J) = S̃.

Corollaire 19.10. — Soit ρ dans |K∗|. Toute matrice H de Gl
(
µ,K(x)

)
a une

décomposition de la forme H = LM avec L dans T ρ
(
µ,K(x) ∩ A

(
[ρ,∞[

))
et M

dans Gl
(
µ,K(x) ∩ B

(
[0, ρ[

))
.

Preuve. — C’est le cas 2-c. du théorème 19.4 avec S = C(J) où J = [0, r] est un
intervalle fermé contenu dans l’intervalle ouvert [0, ρ[ (autrement dit r < ρ) et qui
contient tous les pôles des coefficients de la matrice H et de son déterminant. A
priori, on trouve ainsi une décomposition H = LM avec

L ∈ T ρ
(
µ,K[x]C(J)

)
⊂ T ρ

(
µ,K(x) ∩ A

(
]r,∞[

))
, M ∈ Gl

(
µ,A

(
[0, r]

))
.

La propriété de L découle immédiatement de ce que A
(
]r,∞[

)
⊂ A

(
[ρ,∞[

)
. La

propriété de M est un peu plus subtile. En effet, par définition de r, la matrice H

appartient à Gl
(
µ,B

(
]r, ρ[

))
(une fraction rationnelle est bornée dans toute couronne

bornée où elle est analytique) et il en est de même de la matrice M = L−1H. Donc
M appartient à

Gl
(
µ,A

(
[0, r]

))
∩Gl

(
µ,B

(
]r, ρ[

))
= Gl

(
µ,B

(
[0, ρ[

))
.

19.2. Théorème de Birkhoff analytique. — Notre but est de généraliser le corol-
laire 19.10 aux matrices à coefficients dans A(I). Les fractions rationnelles étant
denses dans A(I) pour la ρ-norme de Gauss, l’idée est de faire un passage à la lim-
ite dans le corollaire 19.10. Malheureusement, la décomposition du corollaire 19.10
a deux défauts : d’une part, n’étant pas unique, on ne peut pas espérer qu’elle soit
conservée par passage à la limite, d’autre part, elle n’est valable que pour ρ dans |K∗|.
Notre principal travail va être de raffiner cette décomposition de façon à la rendre
unique (proposition 19.16). Le passage à la limite sera ensuite facile et un argument
galoisien montrera qu’elle reste valable pour n’importe quel ρ > 0.

L’essentiel de ce paragraphe porte donc sur des matrices dont les coefficients sont
des fractions rationnelles.

Le lemme 19.13 donne une décomposition “modulo p” et repose sur la division
euclidienne dans l’anneau k[1/x] (voir lemme 19.11.3). Le lemme 19.15 permet de
relever la décomposition approchée en la décomposition exacte de la proposition 19.16.
Le lemme 19.17 montre que cette décomposition est unique ce qui est le point clef de
la démonstration du théorème de Birkhoff analytique 19.18.

Lemme 19.11. — Soit ρ > 0 et soit H une fraction rationnelle non nulle appar-
tenant à A

(
[ρ,∞[

)
.
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1. On a H = Q + R + S avec R dans K[x], Q dans
1

x
K[

1

x
], S dans K(x) et

|Q|ρ ≤ |H|ρ, |R|ρ ≤ |H|ρ, |S|ρ < |H|ρ.
2. Si H est inversible dans A

(
[ρ,∞[

)
(c’est-à-dire n’a pas de zéro dans C

(
[ρ,∞[

)
),

on a H = ΛxN (1 + S) avec Λ dans K∗, N dans Z et |S|ρ < 1.

Preuve. — 1.— Soit H =
∑

s≤v asx
s le développement à l’infini de la fraction ration-

nelle H où −v est la valuation 1
x -adique de f . Reprenant la définition 2.3.2, on note

n = nρ(H) le plus petit indice tel que |an| ρn = max |as|ρs = |H|ρ. Il suffit de poser

R =

v∑
s=0

asx
s , Q =

−1∑
s=n

asx
s , S =

n−1∑
s=−∞

asx
s.

2.— C’est un cas particulier du corollaire 2.28 (N = nρ(H) = Nρ(H) et Λ = aN ).

Définition 19.12. — Si (a1, . . . , aµ) est un µ-uplet, on note diag(a1, . . . , aµ) la ma-
trice diagonale dont les coefficients de la diagonale sont les ai.

Lemme 19.13. — Soit ρ > 0 et H dans T ρ
(
µ,K(x) ∩ A

(
[ρ,∞[

))
. On a une

décomposition de la forme H = ΛxNL(I+S)M où

— xN = diag
(
xN1 , . . . , xNµ

)
avec Ni dans Z,

— Λ = diag(Λ1, · · · ,Λµ) avec Λi dans K
∗ et ∥ΛxN∥ρ = ∥x−NΛ−1∥ρ = 1.

— L appartient à T ρ
(
µ,K[ 1x ] ∩ A

(
[ρ,∞]

))
et L(∞) = I,

— S appartient à Mat
(
K(x)

)
et ∥S∥ρ < 1,

— M appartient à T ρ
(
µ,K[x]

)
.

En fait L (resp. M) appartient à T
(
µ,K[ 1x ]

)
(resp. T

(
µ,K[x]

)
).

Preuve. — On fait une récurrence sur µ.

• Pour µ = 1, la décomposition 19.11.2 donne le résultat avec L = M = 1. En effet,
par hypothèse, on a |H|ρ = 1 et donc |ΛxN |ρ = |H|ρ/|1 + S|ρ = 1.

• Pour µ ≥ 2, on écrit H =

(
H11

t(H1j)(
Hi1

)
H̃

)
. Comme H ∈ T ρ

(
µ,A

(
[ρ,∞[

))
,

on a ∥ t(H1j)∥ρ < 1 et |detH|ρ = |H11|ρ = |det H̃|ρ = 1. Donc H̃ appartient à

T ρ
(
µ− 1,K(x) ∩ A

(
[ρ,∞[

))
et d’après l’hypothèse de récurrence on a

H̃ = Λ̃xÑ L̃(I +S̃)M̃

avec Λ̃ = diag(Λ2, . . . ,Λµ), x
Ñ = diag

(
xN2 , . . . , xNµ

)
, ∥Λ̃xÑ∥ρ = ∥Λ̃−1 x−̃N∥ρ = 1,

L̃ dans T ρ
(
µ,K[ 1x ] ∩ A

(
[ρ,∞]

))
, L̃(∞) = I , S̃ dans Mat

(
µ,K(x)

)
, ∥S̃∥ρ < 1 et M̃

dans T ρ
(
µ,K[x]

)
. D’après le lemme 19.11.2, on peut écrire

H11 = Λ1 x
N1(1 + S1)
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avec |S1|ρ < 1 et |Λ1x
N1 |ρ = |H11|ρ = 1. Par ailleurs, on a∥∥L−1Λ̃−1x−Ñ(Hi1

)∥∥
ρ
≤
∥∥L−1∥∥

ρ

∥∥Λ̃−1x−Ñ∥∥
ρ
∥H∥ρ ≤ 1.

et d’après le lemme 19.11.1, on peut écrire

L̃−1Λ̃−1x−Ñ
(
Hi1

)
=
(
Qi +Ri + Si

)
(2 ≤ i ≤ µ)

avec Ri dans K[x], |Ri|ρ ≤ 1, Qi dans
1

x
K[

1

x
], |Qi|ρ =≤ 1 et |Si|ρ < 1.

On pose xN = diag
(
xN1 , xN2 , . . . , xNµ

)
, Λ = diag(Λ1,Λ2, . . . ,Λµ) et

L =

(
1 0

L̃
(
Qi

)
L̃

)
de telle sorte que L−1 =

(
1 0

−
(
Qi

)
L̃−1

)
.

Il est clair que L appartient à T ρ
(
µ,K[ 1x ] ∩ A

(
[ρ,∞]

))
et que L(∞) = I . Il vient

L−1Λ−1x−N H =

 1 0

−
(
Qi

)
L̃−1


 Λ−11 x−N1 0

0 Λ̃−1x−Ñ


 H11

t(H1j)(
Hi1

)
H̃


=

 1 0

−
(
Qi

)
L̃−1


 1 + S1 −λ−11 x−N1 t(H1j)

L̃
(
Qi +Ri + Si

)
L̃(I + S̃)M̃


=

 1 0(
Ri

)
M̃

+

 S1 λ−11 x−N1 t(H1j)(
− S1Qi + Si

) (
Qi

)
t
(
λ−11 x−N1H1j

)
+ S̃M̃


La matrice M =

(
1 0(
Ri

)
M̃

)
appartient à T ρ

(
µ,K[x]

)
et, si on pose

S =M−1

 S1 λ−11 x−N1 t(H1j)(
− S1Qi + Si

) (
Qi

)
t
(
λ−11 x−N1H1j

)
+ S̃M̃

 ,

les majorations |Si|ρ < 1, |H1j |ρ < 1 et ∥S̃∥ρ < 1 montrent que ∥S∥ρ < 1. On
constate que la décomposition H = ΛxNL(I +S)M a les propriétés demandées.

Lemme 19.14. — Soit ρ > 0 et soit f dans K(x). On a une décomposition f =
[f ]+ + [f ]− dans laquelle [f ]+ (resp. [f ]−) appartient à K(x) ∩ B

(
[0, ρ[

)
(resp. à

K(x) ∩A
(
[ρ,∞]

)
et vérifie [f ]−(∞) = 0). On a de plus |f |ρ = max

(
|[f ]+|ρ, |[f ]−|ρ

)
.

Preuve. — On écrit la décomposition de f en éléments simples :

f =
∑
α

nα∑
s=1

λα,s
(x− α)s

+

n∞∑
s=0

λ∞,sx
s
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où les α et coefficients λα,s appartiennent à K
alg

. On pose

[f ]+ =
∑
|α|≥ρ

nα∑
s=1

λα,s
(x− α)s

+

n∞∑
s=0

λ∞,sx
s , [f ]− =

∑
|α|<ρ

nα∑
s=1

λα,s
(x− α)s

.

Comme les automorphismes de K
alg

sur K sont continus donc conservent la valeur
absolue, on voit que [f ]+ et [f ]− sont des fractions rationnelles de K(x). Par ailleurs,
on voit que [f ]− est le terme associé au point α = 0 de la décomposition de Mittag-
Leffler de f (théorème 3.2). L’égalité |f |ρ = max

(
|[f ]+|ρ, |[f ]−|ρ

)
est une conséquence

immédiate de la majoration (6).

Lemme 19.15. — Soit ρ > 0 et soit S une matrice à coefficients dans K(x) telle que

∥S∥ρ < 1. On a une décomposition I+S = LM avec L dans T ρ
(
µ,K(x)∩A

(
[ρ,∞]

))
vérifiant L(∞) = I et M dans T ρ

(
µ,K[x]

)
.

Preuve. — En appliquant la décomposition du lemme 19.14 à chacun des coefficients
de la matrice S, on obtient une décomposition S = [S]+ + [S]− dans laquelle :

• [S]+ appartient à Mat
(
K(x) ∩ B

(
[0, ρ[

))
et ∥[S]+∥ρ ≤ ∥S∥ρ,

• [S]− appartient à Mat
(
K(x) ∩ A

(
[ρ,∞]

))
, [S]−(∞) = 0 et ∥[S]−∥ρ ≤ ∥S∥ρ.

En itérant le procédé, on construit par récurrence une suite Sn de matrices à coeffi-
cients dans K(x) telles que :

S0 = I , Sn = −
[
Sn−1 S]

− (n ≥ 1).

Par construction, les coefficients de la matrice Sn appartiennent à K(x) ∩A
(
[ρ,∞[

)
,

Sn(∞) = 0 pour n ≥ 1 et

∥Sn∥ρ ≤ ∥Sn−1∥ρ∥S∥ρ ≤ ∥S∥nρ −→
n→∞

0.

Il en résulte que la somme
∑∞

n=0 Sn = I +
∑∞

n=1 Sn converge, a des coefficients dans

A
(
[ρ,∞]

)
et vaut I à l’infini. De plus, comme

∥∥∑∞
n=1 Sn

∥∥
ρ
≤ ∥S∥ρ < 1, cette somme

appartient à T ρ
(
µ,A

(
[ρ,∞[

))
(mais, pour l’instant, rien n’assure que ses coefficients

sont des fractions rationnelles). On pose :

L =
( ∞∑

n=0

Sn

)−1
∈ T ρ

(
µ,A

(
[ρ,∞[

))
,

M =

∞∑
n=0

Sn (I +S) = I +

∞∑
n=1

Sn +

∞∑
n=1

Sn−1S

= I +

∞∑
n=1

[
Sn−1 S]

+ ∈ T ρ
(
µ,B

(
[0, ρ[

))
.

On a évidemment LM = I +S. En particulier, M = L−1(I +S) appartient à

T ρ
(
µ,B

(
[0, ρ[

))⋂
T ρ
(
µ,A

(
[ρ,∞[

))
= T ρ

(
µ,A

(
[0,∞[

))
. Mais L−1(∞) = I et les

coefficients de I +S sont des fractions rationnelles, les coefficients de M n’ont que
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des pôles à l’infini donc sont des polyômes. Donc M appartient à T ρ
(
µ,K[x]

)
et

L = (I +S)M−1 a des coefficients dans K(x).

Proposition 19.16. — Soit ρ dans |K∗| et soit H une matrice de Gl
(
µ,K(x)

)
. On

a une décomposition de la forme H = xNLM dans laquelle
— xN = diag

(
xN1 , . . . , xNµ

)
avec Ni dans Z,

— la matrice M appartient à Gl
(
µ,K(x) ∩ B

(
[0, ρ[

))
,

— la matrice L appartient à Gl
(
µ,K(x) ∩ A

(
[ρ,∞]

))
et L(∞) = I,

— la matrice xNLx−N appartient à T ρ
(
µ,K(x) ∩ A

(
[ρ,∞[

))
.

Preuve. — D’après le corollaire 19.10, la matrice H s’écrit sous la forme H = L1M1

avec L1 dans T ρ
(
µ,K(x)∩A

(
[ρ,∞[

))
et M1 dans Gl

(
µ,K(x)∩ B

(
[0, ρ[

))
(c’est ici

que l’hypothèse ρ dans |K∗| est utilisée).
Le lemme 19.13 appliqué à la matrice L1 donne L1 = ΛxNL2(I +S)M2 où

* xN = diag
(
xN1 , . . . , xNµ

)
, Ni dans Z, Λ = diag(Λ1, · · · ,Λµ), Λi dans K

∗,

* ∥ΛxN∥ρ = ∥x−NΛ−1∥ρ = 1 soit xNΛ = ΛxN dans T ρ
(
µ,K(x) ∩ A

(
[ρ,∞[

))
,

* L2 appartient à T ρ
(
µ,K(x) ∩ A

(
[ρ,∞]

))
et L2(∞) = I ,

* S appartient à Mat
(
K(x)

)
et ∥S∥ρ < 1,

*M2 appartient à T ρ
(
µ,K[x]

)
.

Finalement, le lemme 19.15 montre que I +S = L3M3 avec

* L3 dans T ρ
(
µ,K(x) ∩ A

(
[ρ,∞]

))
et L3(∞) = I ,

* M3 dans T ρ
(
µ,K[x]

)
.

On trouve donc H = xN
(
ΛL2L3Λ

−1)ΛM3M2M1 = xNLM avec

• L = ΛL2L3Λ
−1 dans Gl

(
µ,K(x) ∩ A

(
[ρ,∞]

))
,

• L(∞) = ΛL2(∞)L3(∞)Λ−1 = ΛΛ−1 = I ,

• xNLx−N = (xNΛ)L2 L3 (Λ
−1x−N ) dans T ρ

(
µ,K(x) ∩ A

(
[ρ,∞[

))
,

• M = ΛM3M2M1 dans Gl
(
µ,K(x) ∩ B

(
[0, ρ[

))
.

Lemme 19.17. — Soit ρ > 0 et soit
— N et N ′ deux matrices diagonales à coefficients dans Z,
— M et M ′ deux matrices de Gl

(
µ,A

(
[0, ρ]

))
.

— L et L′ deux matrices de Gl
(
µ,A

(
[ρ,∞]

))
telles que L(∞) = L′(∞) = I,

et on suppose que

— les matrices xNLx−N et xN
′
L′x−N

′
appartiennent à T ρ

(
µ,A

(
[ρ,∞[

))
,
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— les matrices H = xNLM et H ′ = xN
′
L′M ′ de Gl

(
µ,A

(
[ρ]
))

vérifient

∥H ′ −H∥ρ ∥H−1∥ρ = γ < 1.(54)

Alors N = N ′,
∥∥xN(L− L′)x−N∥∥

ρ
≤ γ et

∥∥xN(M −M ′)x−N∥∥
ρ
≤ γ∥Hx−N∥ρ.

Preuve. — La condition (54) semble dissymétrique en H et H ′. Mais elle implique

∥H−1 −H ′−1∥ρ = ∥H−1(H ′ −H)H ′
−1∥ρ ≤ γ ∥H ′

−1∥ρ < ∥H ′
−1∥ρ,

soit ∥H−1∥ρ = ∥H ′−1∥ρ et elle peut s’écrire ∥H −H ′∥ρ∥H ′−1∥ρ = γ < 1.
La condition (54) implique aussi ∥H −H ′∥ρ < ∥H−1∥−1ρ ≤ ∥H∥ρ soit ∥H∥ρ = ∥H ′∥ρ.

Par hypothèse, on a ∥xN ′
L′−1x−N

′∥ρ = ∥xNL−1x−N∥ρ = 1 soit

∥M−1x−N∥ρ = ∥H−1 xNL−1x−N∥ρ ≤ ∥H−1∥ρ.
Maintenant, l’égalité

xN
′
L′−1x−N

′
(H ′ −H)M−1x−N = xN

′
M ′M−1x−N − xN

′
L′−1x−N

′+NLx−N

montre que

∥xN
′
M ′M−1x−N−xN

′
L′−1x−N

′+NLx−N∥ρ
≤ ∥xN

′
L′−1x−N

′
∥ρ∥H ′ −H∥ρ∥M−1x−N∥ρ

≤ ∥H ′ −H∥ρ∥H−1∥ρ = γ < 1.(55)

et implique en particulier

∥xN
′
M ′M−1x−N∥ρ = ∥xN

′
L′−1x−N

′+NLx−N∥ρ = 1.

Nous étudions maintenant les termes diagonaux des matrices xN
′
M ′M−1x−N et

xN
′
L′−1x−N

′+NLx−N . Les coefficients des matrices M ′ et M−1 appartiennent à
A
(
[0, ρ]

)
donc il existe des nombres csi de K tels que(
xN

′
M ′M−1x−N

)
ii
= xN

′
i

(
M ′M−1

)
ii
x−Ni = xN

′
i−Ni

∞∑
s=0

csix
s.(56)

Par ailleurs(
xN

′
L′−1x−N

′+NLx−N
)
ii
=

µ∑
j=1

(
xN

′
L′−1x−N

)
ij

(
xNLx−N

)
ji
.

Mais
∥∥∥(xN ′

L′−1x−N
)
ij

∥∥
ρ
< 1 pour pour j > i et ∥

(
xNLx−N

)
ji
∥ρ < 1 pour j < i.

Comme
(
xNLx−N

)
ii
= Lii, on trouve :∣∣(xN ′
L′−1x−N

′+NLx−N
)
ii
− L′−1ii Lii

∣∣
ρ
< 1.(57)

Les fonctions L′
−1
ii et Lii appartiennent à A

(
[ρ,∞]

)
et valent 1 à l’infini. Donc

L′
−1
ii Lii = 1 +

−1∑
s=−∞

bsix
s.(58)
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Les relations (55), (56), (57) et (58) donnent∣∣∣xN ′
i−Ni

∞∑
s=0

csix
s − 1−

−1∑
s=−∞

bsix
s
∣∣∣
ρ
< 1(59)

La fonction
(
xN

′
M ′M−1x−N

)
ii
− L′

−1
ii Lii appartient à A

(
[ρ]
)
et, d’après (57), le

coefficient c(Ni−N ′
i)i
− 1 du terme constant de son développement de Laurent est

strictement inférieur à 1. On en déduit que |c(Ni−N ′
i)i
| = 1 ̸= 0 et donc Ni −N ′i ≥ 0.

En échangeant les rôles de H et H ′, on montre de même que N ′i −Ni ≥ 0 c’est-à-dire
Ni = N ′i pour tout i, soit N = N ′.

Compte tenu de cette égalité, la relation (55) s’écrit∥∥xN(M ′M−1 − L′−1L)x−N∥∥
ρ
≤ γ.

Or, reprenant les notations du lemme 19.14, on constate que, par hypothèses[
M ′M−1 − L′−1L

]+
=M ′M−1 − I ,

[
M ′M−1 − L′−1L

]−
= I −L′−1L.

En calculant coefficient par coefficient, on en déduit

max
(∥∥xN(M ′M−1 − I

)
x−N

∥∥
ρ
,
∥∥xN( I −L′−1L)x−N∥∥

ρ

)
≤

∥∥xN(M ′M−1 − I + I −L′−1L
)
x−N

∥∥
ρ
≤ γ

c’est-à-dire∥∥xN(L− L′)x−N∥∥
ρ
≤ ∥xNL′x−N∥ρ

∥∥xN(L′−1L− I
)
x−N

∥∥
ρ
≤ γ ,∥∥xN(M −M ′)x−N∥∥

ρ
≤

∥∥xN(M ′M−1 − I
)
x−N

∥∥
ρ
∥xNMx−N∥ρ

≤ γ ∥xNL−1x−NHx−N∥ρ ≤ γ ∥Hx−N∥ρ.

Théorème 19.18 (de Birkhoff analytique). — Soit I ⊂]0,∞[ un intervalle, soit
H une matrice de Gl

(
µ,A(I)

)
et soit ρ dans I. On a une unique décomposition de

la forme H = xNLM dans laquelle
— la matrice N est diagonale à coefficients dans Z,
— la matrice M appartient à Gl

(
µ,A

(
I ∪ [0, ρ]

))
,

— la matrice L appartient à Gl
(
µ,A

(
I ∪ [ρ,∞]

))
et vérifie L(∞) = I,

— la matrice xNLx−N appartient à T ρ
(
µ,A

(
[ρ,∞[

))
.

Preuve. — Unicité : c’est le cas particulier γ = 0 du lemme 19.17.

Existence dans le cas où ρ appartient à |K∗| : Comme ρ appartient à I, les fonctions
rationnelles sont denses dans A(I) pour la valeur absolue | · |ρ. Il existe donc une
suite de matrices Hn de Mat

(
µ,K(x)

)
telles que la suite γn = ∥H − Hn∥ρ∥H−1∥n

tende vers 0. Quitte à prendre une sous-suite, on peut supposer que la suite γn est
strictement décroissante et vérifie γn < 1 pour tout n.
La relation

∥(H −Hn)H
−1∥ρ ≤ ∥H −Hn∥ρ∥H−1∥ρ = γn < 1
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montre alors que la matrice I −(H−Hn)H
−1 appartient à l’anneau Gl

(
µ,A([ρ])

)
. Il

en est donc ce même de la matrice Hn =
(
I +(Hn −H)H−1

)
H. De plus on a

∥H−1n ∥ρ ≤ ∥
(
I +(Hn −H)H−1

)−1∥ρ∥H−1∥ρ = ∥H−1∥ρ.

La proposition 19.16 montre que l’on a Hn = xNnLnMn avec
— xNn = diag

(
xN1,n , . . . , xNµ,n

)
avec Ni,n dans Z,

— Mn dans Gl
(
µ,B

(
[0, ρ[

))
,

— Ln dans Gl
(
µ,A

(
[ρ,∞]

))
et Ln(∞) = I ,

— la matrice xNnLx−Nn appartient à T ρ
(
µ,K(x) ∩ A

(
[ρ,∞[

))
.

Comme Hn appartient à Gl
(
µ,A([ρ])

)
, la matrice Mn = L−1n x−NnHn appartient en

fait à Gl
(
µ,A([ρ]) ∩ B

(
[0, ρ[

))
= Gl

(
µ,A([0, ρ])

)
et

Nn+1 = Nn , ∥xNn(Ln+1 − Ln)x
−Nn∥ρ ≤ γn ,(60)

∥xNn(Mn+1 −Mn)x
−Nn∥ρ ≤ γn ∥Hnx

−Nn∥ρ.

En particulier, on constate que la suite Nn est constante. Nous notons N la valeur
commune des matrices Nn.
Posons Γn = γn ∥xN∥ρ∥x−N∥ρ. Pour n assez grand, on a ∥Hnx

−Nn − Hx−Nn∥ρ ≤
γn∥H−1∥−1ρ ∥x−N∥ρ < ∥Hx−N∥ρ et donc ∥Hnx

−N∥ρ = ∥Hx−N∥ρ . Les majorations
(61) s’écrivent alors

(61) ∥Ln+1 − Ln∥ρ ≤ Γn , ∥Mn+1 −Mn)∥ρ ≤ Γn ∥Hx−Nn∥ρ.

Comme les anneaux Mat
(
µ,A

(
[ρ,∞]

))
et Mat

(
µ,A

(
[0, ρ]

))
) sont complets pour la

norme ∥ · ∥ρ, on constate que la suite Ln converge dans l’anneau Mat
(
µ,A

(
[ρ,∞]

))
et que la suite Mn converge dans l’anneau Mat

(
µ,A

(
[0, ρ]

))
. Nous notons L (resp.

M) la limite de la suite Ln (resp. Mn).
Pour n assez grand, on a ∥L − Ln∥ρ < ∥xN∥−1ρ ∥x−N∥−1ρ ≤ ∥L−1n ∥−1ρ et on constate

que L =
(
I +(L − Ln)L

−1
n

)
Ln appartient à Gl

(
µ,A

(
[ρ,∞]

))
. De même, pour n

assez grand, on a ∥M −Mn∥ρ < 1 = ∥H−1∥−1ρ ∥xN∥−1ρ ≤ ∥M−1n ∥−1ρ et on constate

que la matrice M =
(
I +(M −Mn)L

−1
n

)
Mn appartient à Gl

(
µ,A

(
[0, ρ]

))
.

On a H = limHn = xNLM et L = x−NHM−1 appartient à Gl
(
µ,A

(
I∩]0, ρ]

))
donc

en fait à Gl
(
µ,A

(
I ∪ [ρ,∞]

))
. De même, la matrice M = L−1x−NH appartient à

Gl
(
µ,A

(
I ∩ [ρ,∞[

))
donc en fait à Gl

(
µ,A

(
I ∪ [0, ρ]

))
.

La convergence au sens de la norme ∥·∥ρ dans Mat
(
µ,A

(
[ρ,∞]

))
implique la conver-

gence en chaque point de la couronne C
(
[ρ,∞[

)
. On a donc L(∞) = limLn(∞) = I .

La majoration (61) s’écrit :

|(xNLnx
−N )ij − (xNLx−N )ij |ρ ≤ γn < 1.
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Pour j ≤ i (resp. j > i), on a |(xNLnx
−N )ij |ρ ≤ 1 (resp. |(xNLnx

−N )ij |ρ < 1)
et donc |(xNLnx

−N )ij |ρ ≤ 1 (resp. |(xNLx−N )ij |ρ < 1 ). Pour vérifier que la

matrice xNLx−N appartient à T ρ
(
µ,A

(
[ρ,∞[

))
, il reste à montrer que ses coefficients

diagonaux (xNLx−N )ii = Lii sont inversibles, c’est-à-dire n’ont pas de zéro, dans la
couronne C

(
[ρ,∞[

)
. Par hypothèse la fonction (Ln)ii n’a pas de zéro dans le disque

C
(
[ρ,∞]

)
et donc |(Ln)ii|ρ = |(Ln)ii(∞)| = 1. On a donc aussi |Lii|ρ = |Lii(∞)| = 1

et la fonction Lii n’a pas de zéro dans le disque C
(
[ρ,∞]

)
.

Existence dans le cas où ρ n’appartient pas à |K∗| : Le corps complet Eρ contient K
et, par construction, ρ appartient à |E∗ρ |. Il existe donc une décomposition du type

cherché dans laquelle les coefficients de L (resp. M) appartiennent à AEρ

(
I ∪ [ρ,∞]

)
(resp. AEρ

(
I ∪ [0, ρ]

)
). Mais on sait que cette décomposition est unique. Elle est

donc invariante par tout automorphisme continu de Eρ qui laisse les éléments de K
invariants (l’unique automorphisme θα de Eρ/K tel que θα(t) = t+α avec |α| < ρ en
est un exemple fondamental). Comme un élément analytique de Eρ qui est invariant
par tous ces automorphismes appartient à K, on constate que les coefficients de L

(resp. M) appartiennent en fait à AK

(
I ∪ [ρ,∞]

))
(resp. AK

(
I ∪ [0, ρ]

))
).

19.3. Variantes. — Dans les théorèmes de Birkhoff, les points 0 et∞ jouent un rôle
dissymétrique et l’ordre des matrices est important. En appliquant ces théorèmes à la
matriceH−1 puis à la matriceH(1/x), on démontre facilement les variantes suivantes.

Théorème 19.19. — Soit I ⊂ [0,∞[ un intervalle, J ⊂ I un intervalle fermé, H
dans Gl

(
µ,F(I)

)
et S ⊂ C(J) un ensemble de points fermés. On a H =ML avec L

et M ayant les mêmes propriétés que dans le théorème 19.4.

Théorème 19.20. — Soit I ⊂]0,∞[ un intervalle, soit ρ dans I et soit H une ma-
trice de Gl

(
µ,A(I)

)
. On a une unique décomposition H =MLx−N dans laquelle N ,

L et M ont les mêmes propriétés que dans le théorème 19.18.

Théorème 19.21. — Soit I ⊂]0,∞[ un intervalle, soit ρ dans I et soit H une ma-
trice de Gl

(
µ,A(I)

)
. On a deux (uniques) décompositions de la forme H = xNLM

et H =M ′L′xN
′
dans lesquelles

— N et N ′ sont diagonales à coefficients dans Z,
— M et M ′ appartiennent à Gl

(
µ,A

(
I ∪ [ρ,∞]

))
,

— L et L′ appartiennent à Gl
(
µ,A

(
I ∪ [0, ρ]

))
et L(0) = L′(0) = I,

— les matrices xNLx−N et x−N
′
L′xN

′
appartiennent à T ρ

(
µ,A

(
]0, ρ]

))
.

En combinant ces théorèmes, quitte éventuellement à oublier certaines des conclu-
sions, on obtient des résultats qui nous seront utiles.

Corollaire 19.22. — Soit ρ dans ]0,∞[. Toute matrice H de Gl
(
µ,A

(
[ρ]
))

est le

produit d’une matrice L de Gl
(
µ,A

(
[0, ρ]

))
et d’une matriceM de Gl

(
µ,A

(
[ρ,∞[

))
.
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Preuve. — C’est le théorème 19.20 (resp. 19.18 selon l’ordre dans lequel on veut faire
le produit) dans lequel on a noté L la matrice xNL (resp. Lx−N ). Le théorème 19.21
permettrait d’ailleurs de mettre la “singularité” en 0 au lieu de l’infini.

Corollaire 19.23. — Soit I et J deux intervalles contenus dans [0,∞[ et d’inter-
section non vide. Toute matrice H de Gl

(
µ,A(I ∩ J)

)
est le produit d’une matrice L

de Gl
(
µ,A(I)

)
et d’une matrice M de Gl

(
µ,A(J)

)
.

Preuve. — Si I ⊂ J , le résultat est évident en prenant L = I . Sinon on choisit ρ ̸= 0
dans I ∩ J . Quitte à échanger I et J , on peut supposer que I = (α, β) et J = (γ, δ)
avec α ≤ γ ≤ ρ ≤ β ≤ δ < ∞. La décomposition H = LM du corollaire 19.22

convient car, par construction, L appartient à Gl
(
µ,A

(
[0, ρ]

))
mais L = HM−1

appartient aussi à Gl
(
µ,A

(
[ρ,∞[∩I ∩ J

))
= Gl

(
µ,A

(
[ρ, β)

))
. Donc L appartient

à Gl
(
µ,A

(
[0, β)

))
et en particulier à Gl

(
µ,A(I)

)
. On montre de même que M

appartient à Gl
(
µ,A(J)

)
.

Corollaire 19.24. — Soit ρ dans ]0,∞[ et H dans Gl
(
µ,A

(
[ρ]
))

. On a

1. H = LM 2. H =M ′L′ 3. H = L̃M̃ 4. H = M̃ ′L̃′

avec L et L′ dans T ρ
(
µ,A

(
[ρ,∞[

))
, M et M ′ dans Gl

(
µ,A

(
]0, ρ]

))
,

L̃ et L̃′ dans T ρ
(
µ,A

(
]0, ρ]

))
, M̃ et M̃ ′ dans Gl

(
µ,A

(
[ρ,∞[

))
.

Preuve. — Dans le théorème 19.18 (resp. 19.20, 19.21 ), on note L (resp. L′, L̃ et

L̃′) la matrice xNLx−N . On trouve alors la décomposition 1. (resp. 2., 3., 4.).

Dans le corollaire suivant, on cherche à “normaliser” une matrice de Gl(µ,F(I))
en la multipliant par une matrice ayant l’infini pour seule singularité.

Corollaire 19.25. — Soit I ⊂ [0,∞[ un intervalle, soit ρ > 0 dans I et soit H une
matrice de Gl(µ,F(I)). On a une décomposition de la forme H = LM avec L dans

T ρ
(
µ,F(I)

)
et M dans Gl

(
µ,A

(
]0,∞[

))
.

Si ρ appartient à |K∗|, on peut choisir M dans Gl
(
µ,A

(
[0,∞[

))
.

Preuve. — Comme H appartient à Gl(µ,F([ρ])), d’après le corollaire 19.8, on a H =

L1M1 avec L1 dans T ρ
(
µ,K(x)

)
et M1 dans Gl

(
µ,A

(
[ρ]
))

.

Le théorème 19.24-3 donne M1 = L2M2 avec L2 dans T ρ
(
µ,A(]0, ρ])

)
et M2 dans

Gl
(
µ,A([ρ,∞[)).

Le théorème 19.24-1 donne M2 = L3M3 avec L3 dans T ρ
(
µ,A([ρ,∞[)

)
, et M3

dans Gl
(
µ,A

(
]0, ρ]

))
. Mais M3 = L−13 M2 appartient aussi à Gl

(
µ,A([ρ,∞[)), donc

M3 appartient en fait à Gl(µ,A(]0,∞[)).
Comme A([0,∞[) ⊂ F(I), L = L1L2L3 = HM−13 appartient à Gl

(
µ,F(I)

)
(si I

contient 0, il faut remarquer que les coefficients deM−13 n’ont que des pôles en 0).



146 GILLES CHRISTOL

19.4. Applications aux modules différentiels. — Une application directe est
le “recollement” des modules différentiels.

Corollaire 19.26. — Soit I et J deux intervalles contenus dans [0,∞[ et d’inter-
section non vide, soitM (resp. N ) un A(I) (resp. A(J))-module différentiel de rang
µ. Si A(I ∩ J)⊗A(I)M et A(I ∩ J)⊗A(J) N sont des A(I ∩ J)-modules différentiels
isomorphes, alors il existe un A(I ∪J)-module différentiel Q de tel que le A(I) (resp.
A(J))-module différentiel A(I) ⊗A(I∪J) Q (resp. A(J) ⊗A(I∪J) Q) est isomorphe à
M (resp. N ).

Preuve. — On choisit des bases deM etN et on noteG et F les matrices représentant
la dérivation dans ces bases et H la matrice de Glµ

(
A(I∩J)

)
qui représente l’isomor-

phisme entreM et N dans ces bases.
D’après le corollaire 19.23, il existe une matrice L de Glµ

(
A(J)

)
et une matrice

M de Glµ
(
A(I)

)
telles que H = LM . On considère le A(I ∩ J)-module différentiel

Q̃ obtenu par l’isomorphisme représenté par la matrice L à partir deM (et donc par
l’isomorphisme représenté par la matrice M−1 à partir de N ). Le calcul fait dans la
proposition 19.30 montre que la matriceE qui représente la dérivation D dans Q, est
donnée par les formules

E = L−1
(
GL−D(L)

)
=
(
MF +D(M)

)
M−1.(62)

En particulier ses coefficients appartiennent à A(I) ∩ A(J) = A(I ∪ J). Autrement

dit, Q̃ est de la forme A(I ∩ J)⊗A(I∪J)Q. Maintenant la formule (62) rend explicite
les isomorphismes cherchés.

Mais l’application principale des théorèmes de Birkoff est l’élimination des singu-
larités apparentes(11). Rappelons que l’on note F(I) le corps des fractions de A(I).
Soit M un A(I)-module différentiel. Une base e de F(I) ⊗A(I)M, même si elle est
contenue dansM, n’est pas forcément une base deM. La matrice G qui représente
la dérivation d/dx dans la base e peut en effet présenter des singularités apparentes
c’est-à-dire des points géométriques) a en lesquels la matrice G a une singularité.
C’est le cas si (et seulement si) l’équation différentielle D(X) = GX a une solution
dans Gl

(
µ,K((x− a))

)
mais pas dans Gl

(
µ,K[[x− a]]

)
.

Les contructions du paragraphe 8.3 donnent des bases (cycliques) de l’espace vec-
toriel F(I)⊗A(I)M dont la matrice de la dérivation est “petite”. Malheureusement,
elles introduisent des singularités apparentes. En supprimant ces singularités, on ob-
tient des bases du A(I)-module différentiel initial tout en gardant une petite matrice
de dérivation.

Corollaire 19.27. — Soit I ⊂]0,∞[ un intervalle, soit M un A(I)-module dif-
férentiel et soit ρ dans I.

1) Si Ray(M, ρ) ≥ ωρ, il existe une base de M dans laquelle la dérivation est
représentée par une matrice G vérifiant ρ ∥G∥ρ ≤ 1.

(11)Plus précisément, profitant du fait que la droite projective est de genre 0, on déplace toutes les

singularités apparentes vers le même point (en général 0 ou l’infini).
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2) Si Ray(M, ρ) < ωρ , il existe une extension K ′ de K et une base du AK′(I)-
module différentiel AK′(I) ⊗AK(I)M dans laquelle la dérivation est représentée par

une matrice G qui vérifie ∥G∥ρ = ω Ray(M, ρ)−1.

Preuve. — Montrons le résultat 1). D’après le théorème du vecteur cyclique, il existe
une base cyclique m de F(I) ⊗A(I)M. D’après le corollaire 8.8, la matrice Gm qui
représente la dérivation dans la base m vérifie ∥Gm∥ρ ≤ 1/ρ.

Soit e une base de M et soit H la matrice de Gl(F(I)) telle que m = He et soit
H = TS la décomposition donnée dans le corollaire 19.25. Comme S appartient à
Gl(µ,A([0,∞[)) ⊂ Gl(A(I)), la famille f = T−1m = Se est une base de M. La
matrice représentant la dérivation dans la base f vaut

Gf =
(
D(S) + S Ge

)
S−1 = T−1

(
−D(T ) +GmT

)
.

Les matrices S, S−1 et Ge appartiennent à Mat
(
A(I)

)
. Il en est donc de même de la

matrice Gf. Par ailleurs, comme ∥T∥ρ = ∥T−1∥ρ = 1, on a

∥Gf∥ρ ≤ max(∥Gm∥ρ, ∥D(T )∥ρ) ≤ 1/ρ.

Pour le résultat 2), on utilise le corollaire 8.8 au lieu du corollaire 8.7.

Remarque 19.28. — La base construite dans le corollaire 19.27-1 dépend de
manière fondamentale du nombre ρ. Plus précisément un A(I)-module différentiel
M tel que Ray(M, ρ) ≥ ωρ pour tout ρ dans I ne possède pas, en général, de base
pour laquelle la matrice G qui représente la dérivation vérifie ρ ∥G∥ρ ≤ 1 pour tout
nombre ρ de I.

Dans le corollaire 19.27, il y a un A(I)-module différentiel sous jacent. Mais le
vrai problème d’élimination des singularités apparentes concerne les F(I)-modules
différentiels n’ayant que des singularités apparentes. On veut alors montrer qu’ils
proviennent de A(I)-modules différentiels. Commençons par comparer les catégories
MLC

(
A(I)

)
et MLC

(
F(I)

)
.

Proposition 19.29. — Pour I ⊂ [0,∞[, le foncteur Θ : MLC
(
A(I)

)
−→MLC

(
F(I)

)
défini par Θ(M) = F(I)⊗A(I)M est pleinement fidèle.

Preuve. — SoitM et N deux objets de MLC
(
A(I)

)
pour lesquels il existe un mor-

phisme F(I)⊗A(I)N
ι−→F(I)⊗A(I)M de la catégorie MLC

(
F(I)

)
. Nous choisissons

une base f de N (resp. g deM) et nous notons F (resp. G) la matrice, à coefficients
dans A(I), qui représente la dérivation D dans cette base. Le morphisme ι est alors
représenté par une matrice H à coefficients dans F(I) qui vérifie la relation

D(H) = GH −HF(21)

Si la matrice H avait un pôle d’ordre n > 0 en un point (géométrique) a de la
couronne C(I), la matrice D(H) aurait un pôle d’ordre n + 1 en ce point (fini) alors
que la matrice GH − HF y aurait un pôle d’ordre au plus n ce qui contredirait la
relation (21). Donc, en fait, les coefficients de la matrice H appartiennent à A(I) et
le morphisme ι vient d’un morphisme de MLC

(
A(I)

)
.
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Bien entendu, le foncteur Θ n’est pas essentiellement surjectif mais nous allons
démontrer qu’être dans l’image essentielle de ce foncteur est une condition locale.
C’est le résultat qui permet d’éliminer les singularités apparentes.

Théorème 19.30. — Soit I ⊂ [0,∞[ un intervalle et soitM un F(I)-module diffé-
rentiel n’ayant, dans la couronne C(I), que des singularités apparentes(12). Si l’inter-
valle I est fermé ou si le corps K est sphériquement complet, il existe un A(I)-module

différentiel M̃ tel queM = F(I)⊗A(I) M̃.

Preuve. — Soit G la matrice qui représente la dérivation dans une base g de M et
soit J un intervalle fermé contenu dans I. Comme l’intervalle J est fermé, chacun
des coefficients de G n’a qu’un nombre fini de pôles dans la couronne C(J). Notons
n(g) le nombre de points fermés de la couronne C(J) en lesquels l’un, au moins, des
coefficients de G a un pôle. On choisit la base gJ de telle sorte que n(gJ) soit minimal
et on va montrer que n(gJ) = 0.
Supposons n(gJ) > 0 et soit a un pôle de la matrice G qui représente la dérivation
dans la base gJ . Notons P le polynôme unitaire minimal de a. Par hypothèse, il existe
une base f deM dans laquelle la matrice F qui représente la dérivation D n’a pas de
pôle en a. La matrice H de changement de base entre les bases gJ et f appartient à
Gl
(
µ,F(I)

)
et vérifie la relation D(H) = GH −HF (voir (21)). D’après le corollaire

19.7, on a H = LM , avec
— M dans Gl

(
µ,A(I)C(I)−{a}

)
c’est-à-dire en particulier M et M−1 sans pôle en

aucun des conjugués de a
— L dans Gl

(
µ, [x, 1

P ]
)
, c’est-à-dire n’ayant de pôle qu’à l’infini et aux conjugués du

point a.
On effectue, à partir de la base gJ , le changement de base associé à la matrice L.
Dans la nouvelle base e la matrice E, qui représente la dérivation D, est donnée par
la relation D(L) = GL− LE, c’est-à-dire

E = L−1
(
GL−D(L)

)
.

On constate que la matrice E n’a pas de pôle dans la couronne C(J) autres que ceux
de G (y compris a priori en a), donc n(e) ≤ n(gJ). Mais la formule :

E = L−1
(
GHM−1 −D(HM−1)

)
= L−1

(
GH −D(H) +HM−1D(M)

)
M−1

= L−1
(
HF + LD(M)

)
M−1 =

(
MF +D(M)

)
M−1

montre que E n’a de pôle en aucun des conjugués de a. On a donc n(e) < n(gJ) ce
qui contredit la minimalité de n(gJ). Ceci achève la démonstration dans le cas où
l’intervalle I est fermé.

Notons M̃(J) le sous-A(J)-module différentiel de M engendré par la base gJ .

Pour J ⊂ J ′, les F(J)-modules différentiels F(J)⊗A(J′) M̃(J ′) et F(J)⊗A(J) M̃(J)
sont isomorphes (car tous les deux isomorphes à F(J) ⊗F(I)M). D’après la propo-

sition 19.29, les A(J)-modules différentiels A(J) ⊗A(J′) M̃(J ′) et M̃(J) sont donc

(12)c’est-à-dire si, pour chaque point a de C(I), le module différentiel M a une base dans laquelle la

dérivation D est représentée par une matrice dont les coefficients n’ont pas de pôle en a
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isomorphes. On constate que les M̃(J) forment un faisceau localement libre sur la
couronne C(I). Puisque le corps K est supposé sphériquement complet, le théorème

4.40 assure que le A(I)-module M̃ des sections globales de ce faisceau est libre. Il est

alors clair que M̃ est stable par la dérivation D et que F(I)⊗A(I) M̃ ayant la même
dimension et même action de D queM est isomorphe à ce dernier.

20. Frobenius

Dans ce paragraphe, nous étudions comment se transforment les modules différen-

tiels par le changement de variable φ(x)
déf
= xp. Son effet sur le rayon de convergence

(proposition 20.10), lorsque celui-ci est assez grand, est trés différent de celui des
changements de variables φd(x) = xd pour d non divisible par p. Diminuant alors
le rayon de convergence, il permet, par itération, de ramener l’étude d’un module
différentiel de “grand” rayon de convergence à celui d’un module différentiel de “petit”
rayon de convergence pour lequel le théorème 8.6 s’applique.

Le cas des A([0, ρ[)-modules différentiels (on parle alors de point ordinaire) est
relativement simple et traité dans [10]. Le cas où l’on autorise une singularité régulière
en 0 est déjà plus difficile (voir [12]). Le cas général de MLC

(
A(I)

)
est démontré

dans [13]. Nous en donnons ici une version simplifiée qui élimine certaines restrictions
techniques et permet d’obtenir le meilleur résultat possible.

20.1. Foncteur de Frobenius. — Soit I un intervalle et soit φ un élément de
A(I) vérifiant |φ(x)− xp|ρ < ρp pour tout ρ dans I. Avec les notations de l’exemple

6.27, on a φ(I) = Ip
déf
= {ρp ; ρ ∈ I} et on constate que l’application φ∗, définie par

φ∗(f) = f◦φ est un changement de variable (injectif) de A(Ip) dans A(I).
Si, maintenant, M est un A(Ip)-module différentiel (resp. un F(Ip)-module

différentiel), l’image inverse φ∗(M) par le changement de variable φ∗ (définition 6.30)
est un A(I)-module différentiel (resp. F(I)-module différentiel). Plus précisément, si
e est une base deM dans laquelle la dérivation est représentée par la matrice G, alors
φ∗(M) a une base φ∗(e) dans laquelle la dérivation D est représentée par la matrice
D(φ)φ∗(G). De plus, φ∗ est un foncteur exact de MLC

(
A(Ip)

)
dans MLC

(
A(I)

)
appelé foncteur de Frobenius.

En fait, pour les modules différentiels ayant un rayon de convergence suffisamment
grand, le foncteur de Frobenius ne dépend pas du choix de la fonction φ.

Proposition 20.1 (indépendance par rapport au relèvement)
Soit φ1 et φ2 des éléments de A(Ip) tels que |φi(x)− xp|ρ < ρp pour i = 1, 2 et ρ

dans I. Soit M un A(Ip)-module différentiel tel que Ray(M, ρp) > |φ1 − φ2|ρ pour
tout ρ dans I. Les A(I)-modules différentiels φ∗1(M) et φ∗2(M) sont isomorphes.

Preuve. — Choisissons une base e deM et notons Gs la matrice de Ds dans la base
e. Inspirés par la définition (34) de la résolvante YG et ses propriétés (proposition
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8.3), nous posons

H = YG
(
φ1, φ2

)
=

∞∑
s=0

1

s!
φ∗2(Gs) (φ1 − φ2)

s.

Par hypothèses, on a |φi|ρ = |xp|ρ = ρp et en particulier

lim inf
s←∞

∥∥φ∗2(Gs)
∥∥−1/s
ρ

≥ lim inf
s←∞

∥∥Gs)
∥∥−1/s
ρp ≥ Ray

(
M, ρp

)
> |φ1 − φ2|ρ.

On constate donc que les coefficients de la matrice H appartiennent à A(I). Mais
d’après les formules (35c) et (35a), on a

H−1 = YG
(
φ2, φ1

)
=

∞∑
s=0

1

s!
φ∗1(Gs) (φ2 − φ1)

s.

Cette matrice est aussi à coefficients dans A(I). Autrement dit, la matrice H appar-
tient à Gl(µ,A(I)). Maintenant, les formules (35b) et (35c) montrent que

D(H) = φ∗1(G)H − φ∗2(G)H.

Ceci signifie cette matrice inversible réalise un isomorphisme horizontal entre φ∗1(M)
muni de la base φ∗1(e) et φ

∗
2(M) muni de la base φ∗2(e).

Remarque 20.2. — Dans ce livre, le foncteur de frobenius va être utilisé pour
l’étude des modules différentiels ayant un “grand” rayon de convergence (voir remar-
que 20.18). Dans ce but on n’a besoin que d’une seule fonction φ et, pour simplifier,
on choisit φ0(x) = xp.
Toutefois, on a parfois besoin de considérer d’autres frobenius. Par exemple, lorsque
l’on change d’origine, le frobenius φ0(x) = xp devient φa(x) = (a+ x)p− ap. Comme
|φa − φ0|ρ = |p|max{|a|ρp−1, |a|p−1ρ}, on constate que φa est un frobenius, au
sens où nous l’avons défini, si |a| < ω−1ρ c’est-à-dire si I ⊂]ωa,∞]. La proposi-
tion 20.1 dit alors que les modules différentiels φ∗a(M) et φ∗0(M) sont isomorphes si
Ray(M, ρp) > |φa − φ0|ρ = |p||a|p−1ρ pour tout ρ dans I. D’un autre coté, on verra
que le frobenius est surtout intéressant pour les modules différentiels M tels que
Ray(M, ρp) > ρpωp = |p|ωρp, c’est-à-dire pour lesquels φ∗(M) a un grand rayon de
convergence. On constate que la proposition 20.1 ne permet de conclure dans ce cas
que si I ⊂]ω−1/(p−1)a,∞] ce qui exclut la situation fondamentale |a| = ρ = 1. Cette
proposition sera pourtant suffisante dans la plupart des situations, et en particulier
dans le cas particulier des R-modules différentiels (proposition 21.1).

Désormais, on va supposer que φ(x) = xp.

En fait la plupart des résultats concernant le foncteur φ∗ restent vrais pour un frobe-
nius φ quelconque. Il faut pour cela utiliser la condition 20.3-2 comme définition de
l’opérateur ψ en remplaçant les racines p-èmes de l’unité ζ par les racines de l’équation
φ(ζ) = 1. Ce travail est en grande partie fait dans le paragraphe 17 de [46].
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20.2. L’opérateur ψ de Dwork. — Nous construisons un inverse à gauche ψ de
l’opérateur φ∗ agissant sur les anneaux Aa(r). Le fait que cet inverse n’existe que si
r est assez grand sera fondamental dans ce chapitre.

Rappelons que l’anneau Ba(r) (des fonctions analytiques bornées dans le disque
{|x− a| < r}) est muni d’une valeur absolue définie par∣∣∣ ∞∑

s=0

αs(x− a)s
∣∣∣
a,r

= sup
s≥0
|αs|rs

et que la famille des valeurs absolues {|·|a,r}0<r<ρ munit l’anneauAa(ρ) = ∪r<ρBa(r),
des fonctions analytiques dans le disque {|x− a| < ρ}, d’une topologie de Fréchet.

Lemme 20.3. — Soit Ω une extension de K. Pour P =
∑d

s=0 asx
s dans Ω[x], on

définit des polynômes φ∗(P ) et ψ(P ) de Ω[x] en posant

φ∗(P )(x) = P (xp) =

d∑
s=0

asx
ps , ψ(P )(x) =

∑
0≤sp≤d

apsx
s.

L’application φ∗ est un homomorphisme d’algèbre et l’application ψ est Ω-linéaire.
Pour a dans Ω∗ et ω|a| ≤ r ≤ |a|, on a

1. ψ
(
Qφ∗(P )

)
= ψ(Q)P , 2. φ∗◦ψ(P )(x) = p−1

∑
ζp=1P (ζx) ,

3. |φ∗(P )|a,r = |P |ap,rp , 4. |ψ(P )|ap,rp ≤ |p|−1|P |a,r ,

5. xD
(
φ∗(P )

)
= pφ∗

(
xD(P )

)
, 6. xD

(
ψ(P )

)
= p−1ψ

(
xD(P )

)
.

Preuve. — L’égalité 1. est facile à vérifier et l’égalité 2. vient de ce que

1

p

∑
ζp=1

P (ζx) =

d∑
s=0

αsx
s 1

p

∑
ζp=1

ζs =
∑

0≤ps≤d

αpsx
ps

Pour l’égalité 3., commençons par le cas d’un polynôme P (x) = x − α du premier
degré. Pour r ≤ |a|, c’est-à-dire rp ≤ |ap|, on a

|P |ap,rp = |x− α|ap,rp = |ap − α+ x− ap|ap,rp = max(|ap − α|, rp).
D’autre part, on a

φ∗(P )(x) = (x− a+ a)p − α = ap − α+ (x− a)p +
p−1∑
s=1

(
p

s

)
ap−s (x− a)s.

Si 1 ≤ s < p,

(
p

s

)
est divisible par p et alors on trouve pour |a| < r ω−1∣∣∣(p

s

)
ap−s(x− a)s

∣∣∣
a,r

= |p||a|p−s rs < |p|( r
ω
)p−s rs =

|p|
ωp−s r

p ≤ |p|
ωp−1 r

p = rp.

Finalement, pour r ≤ |a| < r ω−1, on obtient

|φ∗(P )|a,r = (max
(
|ap − α|, |x− a|pa,r

)
= max

(
|ap − α|, rp

)
= |P |ap,rp .

La continuité des applications r 7→ | · |a,r permet de prolonger cette égalité au cas
r = ω|a|, Ce qui achève la démonstration de 3. lorsque P est du premier degré.
Soit maintenant P un polynôme de degré plus grand que 1. Quitte à l’agrandir, on
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peut supposer que le corps Ω est algébriquement clos. Le polynôme P est alors un
produit de polynômes du premier degré et l’égalité 3. résulte de ce que les applications
P 7→ |P |a,r, d’une part, et φ∗, d’autre part, sont multiplicatives.

Pour l’égalité 4., on remarque que, pour ζp = 1, on a |(ζ − 1)a| = ω|a| ≤ r soit :

|ζx− a|a,r ≤ max
{
|(ζ − 1)a|, |ζ(x− a)|a,r

}
= |x− a|a,r

En décomposant le polynôme P en un produit de polynômes du premier degré, on
trouve donc, |P (ζx)|a,r ≤ |P (x)|a,r. Mais, comme x = ζ−1(ζx), on a aussi l’inégalité
dans l’autre sens, donc |P (ζx)|a,r = |P (x)|a,r. Les résultats 3. et 2. donnent alors

|ψ(P )|ap,rp = |φ∗◦ψ(P )|a,r =
∣∣∣1
p

∑
ζp=1

P (ζx)
∣∣∣
a,r
≤ |p|−1|P |a,r

Les égalités 5. et 6. découlent immédiatement des définitions.

Remarque 20.4. — La majoration 4. ne peut pas être améliorée car on peut avoir
ψ(P ) = 0 (pour P (x) = x par exemple) mais, à l’opposé, pour P (x) = (a− x)p−1, on
a ψ(P ) = ap−1 et, pour r = ω|a|, on trouve

|P |a,r = rp−1 = ωp−1|a|p−1 = |p| |ψ(P )|ap,rp .

Exercice 20.5. — Montrer que, pour 0 < r < ω|a|, on a |φ∗(P )|a,r = |P |ap,R avec
Rp = |p||a|p−1 r.

Les conditions 20.3-3 et 20.3-4 expriment que, si ω|a| ≤ r < |a|, les applica-
tions linéaires φ et ψ sont continues pour les normes | · |a,r et | · |ap,rp . Or Aa,Ω(R)
(resp. Aap,Ω(R

p)) est, pour ε > 0, le complété de Ω[x] pour la topologie définie
par la famille de normes

{
| · |a,r

}
R−ε≤r<R

(resp.
{
| · |ap,rp

}
R−ε≤r<R

). Donc, pour

ω|a| < R l’application φ (resp. ψ) se prolonge par continuité en un homomorphisme
d’algèbre de Aap,Ω(R

p) dans Aa,Ω(R) (resp. une application Ω-linéaire de Aa,Ω(R)
dans Aap,Ω(R

p)) et le lemme 20.3 devient la proposition suivante.

Proposition 20.6. — Soit a ̸= 0 dans une extension Ω de K, soit ω|a| < R ≤ |a|,
soit f dans Aap,Ω(R

p) et soit g dans Aa,Ω(R). On a

1. ψ
(
g φ∗(f)

)
= ψ(g) f , 2. φ∗◦ψ(g)(x) = p−1

∑
ζp=1g(ζx) ,

3. |φ∗(f)|a,r = |f |ap,rp , 4. |ψ(g)|ap,rp ≤ |p|−1|g|a,r ,

5. xD
(
φ∗(f)

)
= pφ∗

(
xD(f)

)
, 6. xD

(
ψ(g)

)
= p−1ψ

(
xD(g)

)
.

Remarque 20.7 (fondamentale). — La condition R > ω|a| est indispensable dans
la proposition 20.6. On le constate d’abord parce que, sinon, la relation 20.6-2 n’aurait
pas de sens. En effet, pour |x− a| < R ≤ ω|a|, on a |ζx− a| = |ζ − 1||x| = ω|a| ≥ R
et une fonction g de Aa(R) n’est, en général, pas définie en ζx pour x dans D(a, r)
et ζ ̸= 1. Mais, plus profondément, il est impossible de définir sur Aa

(
ω|a|

)
une
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application ψ satisfaisant la condition 20.6-1 car la fonction

f(x) =

∞∑
s=0

(
1/p

s

)
a−ps

(
x− ap

)s
=
(
1 +

x− ap

ap

)1/p
= a−1x1/p (13)

appartient àAap

(
ωp|a|p

)
̸= 0 alors que φ∗(f) = a−1x et donc ψ◦φ∗(f) = ψ

(
a−1x

)
= 0.

Comme A(I) (resp. A(Ip)) est le complété de K[x, x−1] pour la topologie définie
par la famille de normes

{
| · |ρ = | · |tρ,ρ“

}
ρ∈I (resp.

{
| · |ρp = | · |tpρ,ρp

}
ρ∈I), l’application

φ (resp. ψ) prolongée à K[x, x−1] par la formule φ∗(x−nP ) = x−npφ∗(P ) (resp.
ψ(x−npP ) = x−nψ(P )) se prolonge, par continuité, en un homomorphisme d’algèbre
de A(Ip) dans A(I) (resp. une application Ω-linéaire de A(I) dans A(Ip)). On trouve
facilement :

φ∗

(∑
s∈Z

asx
s

)
=
∑
s∈Z

asx
ps , ψ

(∑
s∈Z

asx
s

)
=
∑
s∈Z

apsx
s.

et, directement ou en utilisant le lemme 20.3, on obtient la proposition suivante.

Proposition 20.8. — Soit f dans A(Ip), g dans A(I), x dans C(I), et ρ dans I.

On a 1. ψ
(
g φ∗(f)

)
= ψ(g) f , 2. φ∗◦ψ(g)(x) = p−1

∑
ζp=1g(ζx) ,

3. |φ∗(f)|ρ = |f |ρp , 4. |ψ(g)|ρp ≤ |p|−1|g|ρ ,

5. xD
(
φ∗(f)

)
= pφ∗

(
xD(f)

)
, 6. xD

(
ψ(g)

)
= p−1ψ

(
xD(g)

)
.

En fait, l’opérateur ψ se prolonge au corps F(I) des fractions de l’anneau A(I).

Lemme 20.9. — Soit J un intervalle fermé et soit g un élément de F(J).
1. Il existe un unique élément ψ(f) de F(Jp) tel que φ∗◦ψ(f)(x) = p−1

∑
ζp=1f(ζx)

pour tout point x de C(J) pour lequel aucun des ζx n’est un pôle de f .
2. Il existe, de manière unique, des éléments fi de F(Jp) tels que

f =
∑p−1

i=0 x
iφ∗(fi).

Preuve. — Comme l’intervalle J est fermé, il existe d’après le corollaire 2.25 un

polynôme P de K[x] et une fonction g de A(J) tels que f =
g

P
.

Posons Q(x) =
∏

ζp=1 P (ζx) (les racines de Q sont exactement les points x de C(J)
pour lesquels l’un au moins des ζx est un pôle de f). Il vient∑

ζp=1

f(ζx) =
h(x)

Q(x)
avec h(x) =

∑
ζp=1

g(ζx)
∏

ξp=1,ξ ̸=ζ

P (ξx)

Par construction, h appartient à AK[ζ](J) et Q appartient à K[ζ, x]. Mais comme h et
Q sont invariants par toute permutation des racines p-ièmes de l’unité, h appartient
en fait à A(J) et Q à K[x].

(13)plus précisément, x1/p désigne ici la racine p-ième de x qui est dans le disque D(a, ω|a|)
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Preuve de 1.— Pour toute racine p-ième de l’unité θ, on a :

Q(θx) =
∏

(θζ)p=1

P (ζθx) = Q(x) h(θx) =
∑
ζp=1

g(ζθx)
∏

ξp=1,ξ ̸=ζ

P (ξθx) = h(x)

Donc h(x) = p−1
∑

θp=1 = φ∗◦ψ(h)(x)h(θx et, de même, Q = φ∗(ψ(Q). En partic-

ulier, ψ(Q) ̸= 0 et la fraction rationnelle ψ(f) =
ψ(h)

ψ(Q)
convient.

L’unicité est une conséquence de l’injectivité de φ∗.

Preuve de 2.— Si f =
∑p−1

i=0 x
iφ∗(fi) , on constate que fi = ψ(x−if) montrant ainsi

l’unicité des fi. Pour 0 ≤ i < p, on pose donc fi = ψ(x−if). Les fi appartiennent
alors à F(Jp). Si f(x) =

∑
s∈Z αsx

s appartient à A(J), on trouve

xiφ∗(fi) =
1

p

∑
ζp=1

ζ−if(ζx) =
∑
s∈Z

αsx
s 1

p

∑
ζp=1

ζs−i =
∑

s≡i mod p

αsx
s

et on constate bien que f(x) =
∑p−1

i=0

∑
s≡i mod p αsx

s. Mais on a vu que toute

fonction f de F(J) s’écrivait sous la forme h/φ∗(Q) avec Q dans K[x] et h dans

A(J). Dans ces condtions, on a fi = hi/Q et on vient de voir que h =
∑p−1

i=0 x
iφ∗(hi)

donc f = h/φ∗(Q) =
∑p−1

i=0 x
iφ∗(hi/Q) =

∑p−1
i=0 x

iφ∗(fi).

20.3. Frobenius et rayon de convergence. — Le lien entre les rayons de con-
vergence d’un A(Ip)-module différentiel et ceux de son image par Frobenius sont
fondamentaux dans la théorie. Ils sont à l’origine du comportement particulier de la
ramification x 7→ xp (qui ne change pas la pente p-adique) par rapport aux autres
ramifications x 7→ xd pour d premier à p (qui multiplient la pente par d).
Dans tous les résultats énoncés, il faut exclure, par des hypotèses convenables, le
module différentiel A(Ip)x1/p qui a un comportement pathologique dans ce contexte.
En effet, il a un rayon de convergence égal à ωpρp pour tout nombre ρp de l’intervalle
Ip alors que son image par Frobenius est isomorphe à A(I) et a donc un rayon de
convergence égal à ρ pour tout nombre ρ de l’intervalle I.

Proposition 20.10. — SoitM un F(Ip)-module différentiel et soit ρ dans I.
On note g une base de M, G la matrice représentant la dérivation D dans cette
base, tρ un point générique tel que |tρ| = ρ et on note X la matrice, à coefficients
analytiques dans un disque de centre tpρ, telle que D(X) = GX et X(tpρ) = I.

1. Si Ray(M, ρp) > ρpωp alors Ray(φ∗(M), ρ) = Ray(M, ρp)1/p.
2. Si Ray

(
φ∗(M), ρ

)
> ρω et si la matrice ψ◦φ∗(X)(tpρ)

(14) est inversible, alors

Ray(M, ρp) = Ray
(
φ∗(M), ρ

)p
.

Preuve. — Notons Gs (resp. Fs) la matrice représentant l’opérateur Ds dans la
base g de M (resp. φ∗(g) de φ∗(M)). Comme D

(
φ∗(X)

)
= pxp−1G(xp)φ∗(X) et

(14)Les coefficients de X ont un rayon de convergence égal à Ray(M, ρp) et, a priori, ce nombre
pourrait être inférieur à ωpρp. On ne peut donc pas appliquer le résultat 20.6-3. A posteriori, ce

résultat s’appliquera et montrera qu’en fait ψ◦φ∗(X)(tpρ) = X(tpρ) = I
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φ∗(X)(tρ) = I , on trouve

X(xp) =

∞∑
s=0

Gs(t
p
ρ)
(xp − tpρ)s

s!
=

∞∑
i=0

Fs(tρ)
(x− tρ)s

s!
= φ∗(X)(x)

Par définition du rayon de convergence et son interprétation dans la proposition

8.4.2, la matrice X et (resp. φ∗(X)) appartient à Gl
(
µ,Atpρ

(
Ray(M, ρp)

))
(resp.

Gl
(
µ,Atρ

(
Ray(φ∗(M), ρ)

))
).

Compte tenu de cette interprétation, pour démontrer le résultat1. il suffit de remar-
quer que, si Ray(M, ρp) > ρpωp

— d’après la proposition 20.6-3, on a Ray(φ∗(M), ρ) ≥ Ray(M, ρp)1/p,
— d’après la proposition 20.6-3, on a X = ψ◦φ∗(X),
— d’après la proposition 20.6-2, on a donc Ray(M, ρp) ≥ Ray(φ∗(M), ρ)p.

Démontrons maintenant le résultat 2. Par hypohèse, les coefficients de la matrice
Y = φ∗(X) appartiennent à Atρ(R) avec R = Ray(φ∗(M), ρ) > ω|tρ|. D’après la
proposition 20.6.2, les coefficients de la matrice ψ(Y ) appartiennent à Atpρ(R

p). Or

φ∗
(
pxD

(
ψ(Y )

))
= xD

(
φ∗◦ψ(Y )

)
=

1

p

∑
ζp=1

xζD(Y )(ζx) = φ∗◦ψ
(
xD(Y )

)
= φ∗◦ψ

(
pφ∗(xG)Y

)
= pφ∗

(
xGψ(Y )

)
,

donc D
(
ψ(Y )

)
= Gψ(Y ). Si la matrice ψ(Y )(tpρ) est inversible, les colonnes de

la matrice ψ(Y ) forment une base de solutions de l’équation D(X) = GX. Donc
Ray(M, ρp) ≥ Rp > ωρ et on peut appliquer le résultat 1.(15)

Exercice 20.11. — SoitM un A(Ip)-module différentiel et soit ρ dans I. A l’aide
de l’exercice 20.5, montrer que l’on a

ρ−1 Ray(φ∗(M), ρ) ≥ min
((
ρ−p Ray(M, ρp)

)1/p
, |p|ρ−p Ray(M, ρp)

)
.

Trouver un module différentiel pour lequel l’inégalité précédente est stricte.

20.4. Unicité de l’antécédent. — Dans ce paragraphe, on montre la pleine fidélité
du foncteur de Frobenius (proposition 20.12) et on en déduit l’unicité de l’antécédent
c’est-à-dire que deux modules différentiels dont les images par Frobenius sont isomor-
phes sont eux-même isomorphes (corollaire 20.14).

Proposition 20.12. — Soit I un intervalle et soit M et N deux F(Ip)-modules
différentiels. S’il existe ρ dans I tel que Ray(M, ρp) > ωpρp et Ray(N , ρp) > ωpρp,
alors l’application φ∗ de HomF(Ip)⟨D⟩

(
M,N

)
dans HomF(I)⟨D⟩

(
φ∗M, φ∗N

)
est sur-

jective.

(15)Voir la remarque 20.7 et la note 14 pour comprendre les finesses de cette démonstration.
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Preuve. — D’après le corollaire 8.7 (ou le corollaire 8.8 si Ray(M, ρp) ≥ ωρp) , si
on choisit une base pseudo-cyclique g (resp. f) de M (resp. N ) dans laquelle la
dérivation est représentée par une matrice G (resp. F ), alors

∥xG∥ρp = ρp∥G∥ρp ≤ ρp ω

Ray(M, ρp)
< ρp

ω

ρpωp
=

1

ωp−1 = |p|−1(63)

(resp. ∥xF∥ρp < |p|−1). Tout morphisme s entre φ∗(M) et φ∗(N ) est représenté
dans les bases φ∗(g) et φ∗(f) par une matrice H de Gl(µ,F(I)) qui vérifie la relation
(21) xD(H) = xGH −HxF .
D’après le lemme 20.9-2, on aH =

∑p−1
i=0 x

iφ∗(Hi) oùHi est une matrice à coefficients
dans F(Ip). La relation (21) s’écrit

iHi + pxD(Hi) = px(FHi −HiG).

Les relations (63) et ∥xD(Hi)∥ρp ≤ ∥Hi∥ρp donnent

∥iHi∥ρp ≤ max{∥pxD(Hi)∥ρp , ∥pxF Hi∥ρp , ∥Hi pxG∥ρp} < ∥Hi∥ρp .

On en déduit que Hi = 0 pour i ̸= 0. Donc H = φ∗(H0) et la matrice H0 représente,
dans les bases g et f, un morphisme s0 entreM et N tel que φ∗(s0) = s.

Remarque 20.13. — On démontre le même résultat pour la catégorie MLC
(
A(I)

)
au lieu de MLC

(
F(I)

)
. Il suffit pour cela de remplacer le corollaire 8.7 par le corollaire

19.27.

Corollaire 20.14. — Soit J un intervalle fermé et soitM et N deux A(Jp)-modules
différentiels tels que F(J) ⊗A(J) φ

∗(M) et F(J) ⊗A(J) φ
∗(N ) sont isomorphes. S’il

existe ρ dans J tel que Ray(M, ρp) > ωpρp et Ray(N , ρp) > ωpρp, alors M et N
sont isomorphes.

Preuve. — Par hypothèse, on a un isomorphisme

φ∗
(
F(Jp) ⊗

A(Jp)
M
)
= F(J) ⊗

A(J)
φ∗(M)

i−→F(J) ⊗
A(J)

φ∗(N ) = φ∗
(
F(Jp) ⊗

A(Jp)
N
)

D’après la proposition 20.12, celui-ci provient d’un isomorphisme

F(Jp) ⊗
A(Jp)

M−→F(Jp) ⊗
A(Jp)

N .

qui, d’après la proposition 19.29, provient lui-même d’un isomorphismeM−→N .

20.5. Existence de l’antécédent. — Dans ce paragraphe, on montre l’essentielle
surjectivité du foncteur de Frobenius dans le cas d’un intervalle fermé (théorème
20.15). Pour obtenir un résultat analogue dans le cas d’un intervalle quelconque, on
devra supposer le corps sphériquement complet (corollaire 20.16).

Théorème 20.15. — Soit J un intervalle fermé et soitM un A(J)-module différen-
tiel. Si Ray(M, ρ) > ωρ pour tout ρ dans J , il existe un (unique) A(Jp)-module
différentiel N tel queM = φ∗(N ) et Ray(N , ρp) = Ray(M, ρ)p pour tout ρ dans J .
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Preuve. — On va construire une base de M dans laquelle la matrice de dérivation
est de la forme pxp−1φ∗(E).

Soit G la matrice qui représente l’opérateur D dans une base g deM, pour ρ dans
l’intervalle J , soit XG,ρ la solution au voisinage du point (générique) tρ du système
D(X) = GX telle que X(tρ) = I . Par définition du rayon de convergence d’un

module différentiel, la matrice XG,ρ appartient à Gl
(
µ,Atρ

(
Ray(M, ρ)

))
.

Soit YG la matrice résolvante définie par la formule (34). Si ζ est une racine p-ème de
l’unité, comme Ray(M, ρ) > ωρ ≥ |ζ − 1| pour tout ρ dans J , la matrice YG(ζx, x)
appartient à Gl

(
µ,A(I)

)
et, pour

{
|x− tρ| < Ray(M, ρ)

}
, on a

YG(ζx, x) = XG,ρ(ζx)XG,ρ(x)
−1

Reprenant les notations du lemme 17.2, pour chaque matrice diagonale ∆ dont les
coefficients ∆i sont dans {0, 1, . . . , p− 1}, on considère la matrice :

H∆
déf
= x−∆SG,1,∆ =

1

p

∑
ξp=1

(ξx)−∆YG(ξx, x) = φ∗◦ψ(x∆XG,ρ)X
−1
G,ρ(64)

le lemme 17.2 montre que, pour tout ∆, la matrice H∆ appartient à Mat
(
µ,A(J)

)
et que ∑

∆∈[[0,p−1]]µ
x
∑

∆i det(H∆) =
∑

∆∈[[0,p−1]]µ
det(SG,1,∆) = det(SG,0,∅) = det(I ) = 1

En particulier on constate que, pour chaque point a de C(J), il existe (au moins) une
matrice ∆a telle que a

∑
∆a,i det(H∆a

)(a) ̸= 0. Donc det(H∆a
) ̸= 0 et la matrice H∆a

appartient à Gl(µ,F(J)). De plus les matrices H∆a
et H−1∆a

n’ont pas de pôle en a.
Considérons maintenant un µ-uple ∆ pour lequel la matrice H∆ appartient à

Gl(µ,F(J)) (nous venons de voir qu’il en existe). Dans la base f∆ de F(J)⊗A(J)M,
obtenue à partir de la base g par le changement de base associé à la matrice H∆, la
dérivation D est représentée par la matrice

F∆ =
(
D(H∆) +H∆G

)
H−1∆(65)

On remarque alors que H∆ = φ∗◦ψ(x∆XG,ρ)X
−1
G,ρ. Autrement dit, si on pose Y∆,ρ =

ψ(x∆XG,ρ), on trouve que la matrice

φ∗(Y∆,ρ) = φ∗◦ψ(x∆XG,ρ) = H∆XG,ρ

appartient à Gl
(
µ,Atρ

(
Ray(M, ρ)

))
. Si on note Z l’inverse de φ∗(Y∆,ρ), on a

évidemment Z φ∗(Y∆,ρ) = I et la propriété 20.6-1 montre que ψ(Z)Y∆,ρ = ψ(I ) = I .

On constate que la matrice Y∆,ρ appartient à Gl
(
µ,Atpρ

(
Ray(M, ρ)p

))
. La formule

(65) s’écrit alors que

F∆ = D
(
φ∗(Y∆,ρ)

)
φ∗(Y∆,ρ)

−1 = pxp−1φ∗
(
D(Y∆,ρ)Y

−1
∆,ρ

)
= pxp−1φ∗(E∆).

Nous venons donc de construire une matrice

E∆
déf
= D(Y∆,ρ)Y

−1
∆,ρ(66)
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qui a les bonnes propriétés. Il reste à vérifier qu’elle appartient bien à Mat
(
µ,F(Jp)

)
(voir (68)) alors qu’a priori elle appartient seulement à Mat

(
µ,Atpρ

(
Ray(Mp, ρp)

))
.

En utilisant les formules (35b) et (35d) de la proposition 8.3, on trouve

D(x∆H∆) =
1

p

∑
ξp=1

ξ−∆D
(
YG(ξx, x)

)
=

1

p

∑
ξp=1

ξ−∆
(
ξG(ξx)YG(ξx, x)− YG(ξx, x)G(x)

)
= x∆−1K∆(x)− x∆H∆(x)G(x)

avec K∆(x) =
1
p

∑
ξp=1(ξx)

−∆+1G(ξx)YG(ξx, x). On trouve

F∆H∆ = D(H∆) +H∆G = x−∆D(x∆H∆)−∆x−1H∆ +H∆G

= x−1K∆ −H∆G−∆x−1H∆ +H∆G

= x−1(K∆ −∆H∆)

La formule (35c) montre que, pour toute racine p-ième ζ de l’unité, on a :

H∆(ζx) =
1

p

∑
ξp=1

(ξζx)−∆YG(ξζx, x)YG(x, ζx) = H∆(x)YG(x, ζx)

K∆(ζx) =
1

p

∑
ξp=1

(ξζ)−∆+1G(ξζx)YG(ξζx, x)YG(x, ζx) = K∆(x)YG(x, ζx)

Pour tout point x dans C(J) on a donc:

F∆(ζx)H∆(x)YG(x, ζx) = F∆(ζx)H∆(ζx) = (ζx)−1
(
K∆(ζx)−∆H∆(ζx)

)
= (ζx)−1

(
K∆(x)−∆H∆(x)

)
YG(x, ζx)

= ζ−1F∆(x)H∆(x)YG(x, ζx)

La matrice YG(x, ζx) est inversible pour tout x de C(J) et la matrice H∆(x) est
inversible si x n’est pas un zéro de detH∆. Si x n’est pas un tel zéro on a donc

ζxF∆(ζx) = xF∆(x).(67)

La matrice xF∆ a des coefficients dans F(J) et la matrice det(H∆)F∆ a des coeffi-
cients dans A(J). En appliquant le lemme 20.9-1 aux coefficients de xF∆, on trouve
qu’il existe une (unique) matrice E∆ à coefficients dans F(Jp) telle que, si aucun des
ζx n’est un zéro de det(H∆), on ait

xF∆(x) =
1

p

∑
ξp=1

ζxF∆(ζx) = pxpφ∗(E∆).(68)

La relation (68) signifie que le F(Jp)-module différentiel N∆ = F(Jp)µ pour lequel
la dérivation D est représentée par la matrice E∆ dans la base canonique est tel que

φ∗(N∆) = F(J)⊗A(J)M.
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La matrice Y∆,ρ appartennant à Gl
(
µ,Atpρ

(
Ray(M, ρ)p

))
, la formule (66) dit que

Ray(N∆, ρ
p) ≥ Ray(M, ρ)p > ωpρp.

et la proposition 20.10-1 montre que Ray(N∆, ρ
p) = Ray

(
φ∗(N∆), ρ

)p
= Ray(M, ρ)p.

Si ∆ et ∆′ sont des µ-uples pour lesquels les matricesH∆ etH∆′ sont inversibles, on
a φ∗(N∆′) =M = φ∗(N∆). D’après le corollaire 20.14 les F(Jp)-modules différentiels
N∆ et N∆′ sont isomorphes. Notons N le module différentiel isomorphe à tous ces
modules différentiels N∆ et e∆ la base de N image de la base canonique de N∆. Pour
chaque point a de la couronne C(J), il existe un µ-uple ∆a pour lequel la matrice
H∆a est inversible et a un déterminant non nul au point a. Autrement dit, dans la
base e∆a la dérivation D est représentée par la matrice E∆a définie par la relation :

pxp−1φ∗(E∆a
) = F∆a

=
(
D(H∆a) +H∆aG

)
H−1∆a

.

On constate que la matrice F∆a n’a pas de pôle au point a et donc que la matrice
E∆a = 1

pxψ(xF∆a
) n’a pas de pôle au point ap. Le corollaire 19.30 montre qu’il existe

un A(Jp)-module différentiel Ñ tel que N = F(Jp) ⊗A(Jp) Ñ . Par construction, les

modules différentiels φ∗(Ñ ) et M sont isomorphes après tensorisation par F(J). Il
sont donc isomorphes d’après la proposition 19.29.

Corollaire 20.16. — On suppose le corps K sphériquement complet. Soit I un
intervalle et soit M un A(I)-module différentiel. Si Ray(M, ρ) > ωρ pour tout ρ
dans I, il existe un (unique) A(Ip)-module différentiel N tel que M = φ∗(N ) et
Ray(N , ρp) = Ray(M, ρ)p pour tout ρ dans I.

Preuve. — Pour tout intervalle fermé J ⊂ I, on a construit dans le théorème 20.15
un A(Jp)-module différentiel N (Jp) tel que :

• φ∗
(
N (Jp)

)
=M(J)

déf
= A(J)⊗A(I)M,

• Ray(N (Jp), ρp) = Ray(M, ρ)p pour tout ρ dans J .

Il résulte immédiatement du corollaire 20.14 que les N (Jp) forment un faisceau lo-
calement libre sur la couronne C(Ip). D’après le théorème 4.40, ce faisceau est libre.
Il est maintenant facile de vérifier que le A(Ip)-module N des sections globales de ce
faisceau possède toutes les propriétés demandées car celles-ci sont de nature locale.

Remarque 20.17. — Si on note [A]i la i-ème ligne de la matrice A, il vient :

[H∆]i =
1

p

∑
ξp=1

(ξx)∆i

∞∑
s=0

[Gs]i
(ξx− x)s

s!
=

∞∑
s=0

γs,∆i x
s+∆i [Gs]i

avec γs,∆i =
1

p

∑
ξp=1

ξ∆i
(ξ − 1)s

s!
. Les nombres γs,∆i sont rationnels comme polynômes

symétriques en les ξ. Par ailleurs, la relation bien connue |ξ − 1| ≤ ω pour toute
racine p-ième de l’unité ξ montre que

|γs,∆i
| ≤ 1

|p|
|ξ|∆i

ωs

|s!|
<

1

|p|
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d’où il résulte que le nombre rationnel γs,∆i
est dans Zp ∩Q.

En particulier, on a |γs,∆i | ≤ 1 et, si on a choisi un nombre ρ de l’intervalle J et choisi
la base g comme dans le corollaire 19.27, on obtiendra une base e� de N dans laquelle
la dérivation est représentée par une matrice E∆ vérifiant ∥xE∆∥ρp ≤ |p|−1.

Remarque 20.18. — Si le rayon de convergence deM est suffisamment grand, plus

précisément si Ray(M, ρ) > ωp−h+1

ρ pour tout ρ de I, on peut itérer le procédé. A
partir d’un A(I)-module différentiel N0 =M on construit ainsi une suite {Ni}0≤i≤h
telle que Ni soit un A(Ipi)-module différentiel vérifiant φ∗(Ni+1) = Ni pour 0 ≤
i < h. Une telle construction est traditionnellement appelée structure de Frobenius
faible deM. Elle permet, par exemple, de ramener l’étude du rayon de convergence
d’un module différentiel M tel que Ray(M, ρ) < ρ à celle d’un module différentiel
Nh vérifiant Ray(Nh, ρ) ≤ ωρ pour lequel, d’après le théorème 8.6, on sait calculer le
rayon de convergence à partir des coefficients de la matrice représentant la dérivation
dans une base cyclique.

21. La catégorie MLCF(R)

Les résultats sur le foncteur de Frobenius agissant sur la catégorie MLC
(
A(I)

)
se

traduisent facilement dans la catégorie MLCS(R).
Soit φ un élément de R tel que limρ→1 |φ(x) − xp|ρ < 1. On définit, par compo-

sition, un morphisme de Frobenius d’anneaux φ : R−→R et, par image inverse, un
foncteur exact de la catégorie MLC(R) dans elle-même :

φ∗(M) := R
φ↖R
⊗ M

Corollaire 21.1. — Soient φ et ψ des éléments de R tels que limρ→1 |φ(x)−xp|ρ < 1
et limρ→1 |ρψ(x)−xp|ρ < 1 et soitM un R-module différentiel soluble. Les R-modules
différentiels φ∗(M) et ψ∗(M) sont isomorphes.

Preuve. — Voir proposition 20.1.

D’après ce corollaire, si on ne s’intéresse qu’aux modules différentiels solubles, on
peut se limiter au cas φ(x) = xp.

Corollaire 21.2. — Soit M un R-module différentiel soluble. Alors φ∗(M) est un
R-module différentiel soluble et pt

(
φ∗(M)

)
= pt(M).

Preuve. — Voir proposition 20.10-2.

Remarque 21.3. — Si d est un entier premier à p, le module différentiel soluble
φ∗d(M) obtenu à partir de la ramification x 7→ xd vérifie pt

(
φ∗d(M)

)
= d pt(M).

Le comportement du foncteur de Frobenius vis à vis des pentes est donc tout à fait
singulier. En particulier, comme les modules différentiels de rang un ont une pente
entière, un module différentiel dont l’une des pentes a un dénominateur divisible par
p ne peut pas, même après ramification, être obtenu par extensions successives de
modules différentiels de rang un.
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Corollaire 21.4. — Le foncteur φ∗ de la catégorie MLCS(R) dans elle même est
une équivalence de catégorie.

Preuve. — C’est une conséquence des théorèmes 20.15 et 20.14.

Fixons un morphisme de Frobenius.

Définition 21.5. — On dit qu’un R-module différentiel M a une structure de
Frobenius s’il existe un entier h ≥ 1 pour lequel φ∗h(M) est isomorphe à M (dans
MLC(R)).

On note MLCF(R) la sous-catégorie pleine de MLC(R) dont les objets sont les
R-modules différentiels ayant une strtucture de Frobenius.

Proposition 21.6. — MLCF(R) est une sous-catégorie de MLCS(R).

Preuve. — Soit M un objet de MLCF(R). Pour simplifier la démonstration nous
supposons que la structure de Frobenius est d’ordre h = 1, c’est-à-dire que φ∗(M) =
M. Le cas général se traite de manière analogue.

SoitMε un A(Iε)-module différentiel vérifiant (36). D’après la proposition 20.10-
1, pour ε suffisamment petit et ρp dans Iε, on a :

1 ≥ ρ−1 Ray(Mε, ρ) = ρ−1 Ray(φ∗(Mε), ρ)

≥ ρ−1 min
(
Ray(Mε, ρ

p)1/p, pρ1−p Ray(Mε, ρ
p)
)

≥ ρ−p Ray(Mε, ρ
p).

Il en résulte que, pour ρ dans Iε, la suite uh = ρ−p
−h

Ray(Mε, ρ
p−h

) est croissante et
converge vers une limite ℓ qui vérifie 1 ≥ ℓ ≥ min(ℓ1/p, pℓ) c’est-à-dire ℓ = 1.

Remarque 21.7. — Il est d’usage de dire que les objets de MLCF(R) ont une
structure de Frobenius forte. Toutefois, à bien des égards, cette structure forte donne
moins d’informations que la structure de Frobenius faible. En effet l’antécédent fort
du module différentiel Mε est Mε lui-même, donc défini dans la même couronne,
C(Iε) alors que l’antécédent faible de Mε est défini dans la couronne C(Ipε ) qui est
strictement plus grande.

22. Le théorème de non séparabilité

22.1. Topologies. — Rappelons que l’anneau A(I) est muni de la topologie locale-
ment convexe définie par la famille des valeurs absolues | · |ρ pour ρ dans I. Cette
topologie est celle de la convergence uniforme sur les sous-couronnes fermées de C(I).
Elle fait de A(I) un espace de Frechet c’est-à-dire un métrique complet.

Définition 22.1. — Soit λ ≥ 0 un nombre réel et soit ρ dans I. On définit une
norme sur A(I)⟨D⟩ en posant :∥∥∥∑ ai

1

i!
Di
∥∥∥
op,λ,ρ

= max |ai|ρ ρ−i(1+λ).
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Ce sont les normes des polynômes différentiels de A(I)⟨D⟩ vus comme opérateurs
sur les espaces Btρ(ρλ+1).

Remarque 22.2. — On prendra garde de ne pas confondre la norme ∥ · ∥op,λ,ρ, qui
est une norme d’opérateur et la norme ∥ · ∥γ,ρ définie en 7.3 par∥∥∥∑ aiD

i
∥∥∥
γ,ρ

= max |ai|ρ ρ−iγ .

qui est une valeur absolue si γ ≥ 1. On a évidemment ∥ · ∥op,λ,ρ ≤ ∥ · ∥1+λ,ρ. Alors
que la norme ∥ · ∥λ,ρ permet, via le lemme de Hensel 7.12, de scinder les modules
différentiels ayant un petit rayon de convergence, la norme ∥ · ∥op,λ,ρ elle, va nous
permettre de scinder les modules différentiels en fonction du rayon de convergence de
leurs solutions et ceci quel que soit celui-ci.

Définition 22.3. — Pour λ ≥ 0, on note Tλ la topologie définie sur A(I)⟨D⟩ par la
famille de normes ∥ · ∥op,λ,ρ pour ρ dans I.

Remarque 22.4. — Dans le théorème 14.2, nous avons utilisé l’équivalence des
normes sur un espace vectoriel de dimension finie. Si on travaille sur un espace
métrique complet (Fréchet) ou sur une limite inductive de Fréchet on dispose du
théorème des homomorphismes ([30], Chap. IV théorème 2) disant que toute ap-
plication linéaire continue bijective a un inverse continu et qui peut jouer le même
rôle.

Malheureusement, lorsque l’intervalle I est ouvert, l’espace A(I)⟨D⟩, muni de la
topologie Tλ, est un espace métrique séparé mais n’est ni complet ni même une limite
inductive de Fréchet. Nous ne pourrons pas nous limiter à des méthodes d’analyse
fonctionnelle et nous devrons utiliser des méthodes spécifiques.

Définition 22.5. — Soit M un A(I)⟨D⟩-module différentiel. On le munit de la
topologie quotient Tλ,Q donnée par une présentation

A(I)⟨D⟩µ−→M−→ 0.

Cette topologie est indépendante de la présentation choisie. Elle n’est pas séparée
en général. Le point de départ de la démonstration du théorème de décomposition
est d’étudier l’adhérence de 0 pour cette topologie ainsi que le séparé associé.

Le résultat suivant est fondamental. A cause des idéaux différentiels non triviaux
dans le cas d’un intervalle ouvert (exemple 6.12), il ne peut pas être démontré par
voie purement algébrique.

Théorème 22.6. — SoitM un A(I)-module différentiel et soit λ ≥ 0. L’adhérence
Oλ(M) de zéro dansM pour la topologie Tλ,Q est un A(I)-module différentiel.

Preuve. — Soit J un intervalle fermé contenu dans I. On munitMJ = A(J)⊗A(I)M
de la topologie quotient induite par la norme maxρ∈J ∥·∥op,λ,ρ sur A(I)⟨D⟩ et on note
NJ l’adhérence de 0 dans cet espace. Par définition de la topologie quotient, on a

Oλ(M) =
⋂

J fermé de I

NJ .



LE THÉORÈME DE TURRITTIN p-ADIQUE 163

Comme NJ est un module différentiel sur l’anneau principal A(J), c’est un module
libre de type fini. Comme le rang de NJ est une fonction décroissante de J , pour J
assez grand, disons pour J ⊃ J0, le rang de NJ est constant et, pour J0 ⊂ J ⊂ J ′ ⊂ I,
on a

NJ = A(J)⊗AJ′ NJ′ .

On constate donc que, pour J ⊃ J0, les NJ sont les sections locales d’un faisceau

Ñ localement libre sur la couronne C(I). Comme C(I) est une variété de Stein, les
sections locales sont engendrées par les sections globales :

ÑJ = A(J)⊗A(I) Γ
(
C(I), Ñ

)
.

On en déduit que

Oλ(M) =
⋂

J⊃J0

NJ =
⋂

J⊃J0

ÑJ =
⋂

J⊃J0

A(J)⊗A(I) Γ
(
C(I), Ñ

)
= Γ

(
C(I), Ñ

)
est un module libre de type fini.

La catégorie MLC
(
A(I)

)
étant abélienne, on a aussi :

Corollaire 22.7. — Sous les hypothèses du théorème, le séparé associéM/Oλ(M)
est un A(I)-module différentiel.

Proposition 22.8. — Soit M un A(I)-module différentiel et soit λ ≥ 0. Si l’adhé-
rence de 0 pour la topologie Tλ,Q estM tout entier, alors, pour tout ρ dans I, on a
HomA(I)⟨D⟩

(
M,Atρ(ρ

λ+1)
)
= 0.

Preuve. — La démonstration reprend des idées déjà utilisées dans le théorème 14.2-
3).

On considère une présentation

0−→A(I)⟨D⟩µ u−→A(I)⟨D⟩µ v−→M−→ 0.

Par hypothèse, tout élément m = v(P ) deM appartient à l’adhérence de 0. Il existe
donc une suite Qn dans A(I)⟨D⟩µ telle que u(Qn) tende vers P pour la topologie Tλ
c’est-à-dire telle que, pour tout ρ dans I, la suite ∥u(Qn) − P∥op,λ,ρ tende vers 0.
Mais la norme ∥ · ∥op,λ,ρ est la norme d’opérateur sur Btρ(ρλ+1) ; si g est un élément

de HomA(I)⟨D⟩

(
M,Btρ(ρλ+1)

)
, on a :

|g(m)|ρ = |g◦v(P )|ρ = |g◦v(P − u(Qn))|ρ ≤ ∥u(Qn)− P∥op,λ,ρ max
1≤i≤µ

|g◦v(ei)|ρ

où {ei} désigne la base canonique de A(I)⟨D⟩µ. En faisant tendre n vers l’infini, on
trouve g(m) = 0 c’est-à-dire g = 0. Pour terminer, on utilise un résultat de Dwork [20]

disant que HomA(I)⟨D⟩

(
M,Btρ(ρλ+1)

)
= 0 entraine HomA(I)⟨D⟩

(
M,Atρ(ρ

λ+1)
)
=

0.
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22.2. Enoncé du théorème. — Le but de ce paragraphe est de donner la démon-
stration du théorème fondamental sur les modules différentiels solubles. Celle-ci va
nécessiter d’établir deux résultats importants (le théorème 22.6 et la proposition
22.8) et repose de manière essentielle sur des majorations et minorations “ explicites”
(théorème 22.9) qui sont des résultats fins de la théorie.

Théorème 22.9. — Soit M un R-module différentiel soluble. Si pt(M) > λ ≥ 0,
pour ε > 0 assez petit, la topologie Tλ,Q surMε n’est pas séparée.

Preuve. — La démonstration est faite en plusieurs étapes.

22.3. Notations générales. — Par hypotèse, Mε est un AIε-module différentiel
libre de rang µ tel que Ray(Mε, ρ) = ρβ+1 pour ρ dans Iε, c’est-à-dire pour 1− ε <
ρ < 1.

Soit ρ un nombre de Iε qui va être fixé dans un premier temps.
On définit un entier h par :

ωp ρp
h

< ρ(β+1)ph

= Ray(Mε, ρ)
ph

≤ ω ρp
h

.(69)

Si on pose :

d(ρ) = −(p− 1)β
log(ρ)

log(p)
(70)

On trouve

1

d(ρ)
≤ ph < p

d(ρ)
h =

[
− log(d(ρ))

log(p)

]
∼ log(1− ρ)

log(p)

Le théorème 20.15 montre qu’il existe un E
ρph -module différentiel N tel que φh(N ) ≃

Eρ⊗Mε. On considère une base G deMε et on construit une base “pseudo-cyclique”
de N , c’est-à-dire vérifiant les hypothèses du corollaire 8.7. On note B (resp. G, F ) la
matrice qui représente la dérivation dans la base : B (resp. G, φh(B)) et H la matrice
(inversible) qui représente le changement de base de la base G à la base φh(B). On
trouve :

∥H∥ρ ∥H−1∥ρ ≤ c(µ)−h |(µ− 1)!|−h−1 p(µ−1)(h+2) max(1, ∥G∥ρ)(1−µ)

≤ pc1h+c2(71)

où c(µ) est n’importe quelle constante strictement inférieure à |
∏µ−1

j=1

(
µ
j

)
| et où c1 > 0

et c2 sont des constantes ne dépendant que de µ et de la base G.

22.4. De la base B à la base φh(B). — Commençons par un lemme technique

Lemme 22.10. — Les entiers αk,s définis par :(
(x+ 1)p

h

− 1
)s

=

sph∑
k=s

αk,s x
k

vérifient, pour tout entier δ tel que 0 ≤ δ ≤ h− 1 :

|αk,s| ≤ ωsp+δ(p−1)s−kpδ+1−h

(72)
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avec égalité si k = s ph−δ−1 ou si k = s ph−δ. En particulier |αsph,s| = 1 et |αph−δ,1| =
|p|δ.

Preuve. — Des égalités :

(x+ 1)p
h

− 1 =

ph∑
k=1

(
ph

k

)
xk

∣∣∣(ph
k

)∣∣∣ ≤ |p|ν pour k < ph−ν+1

il résulte que, pour :

|x| = ωpδ+1−h

on a : ∣∣∣ sph∑
k=s

αk,s x
k
∣∣∣ ≤ (|p|δ |x|ph−δ

)s
= ωs(p+δ(p−1))

la majoration (2) s’en déduit immédiatement. Les cas particuliers se vérifient facile-
ment. Ils peuvent aussi très facilement s’obtenir directement.

Notons Bs (resp. Fs) la matrice qui représente l’opérateur 1
s! D

s dans la base B
(resp. φh(B)). Nous attirons l’attention du lecteur sur ce changement de notation :
ici le facteur 1

s! est contenu dans la matrice Bs contrairement à ce que nous avons fait
jusqu’ici.

Proposition 22.11. — On a, pour rp
h

< ρ < 1 :{
ρs∥Bs∥ρ ≤ ω ρ−βs pour s ≥ 1

ρp
ℓ∥Bpℓ∥ρ = ω ρ−βp

ℓ

pour ℓ ≥ 0
(73)

Preuve. — Comme B est une base pseudo-cyclique et comme :

Ray(N , ρp
h

) = Ray(M, ρ)p
h

= ρ(β+1)ph

on a, d’après le théorème 8.6 :

∥Bs∥ρ = ∥B∥s(ρ) =
∣∣∣ 1
s!

∣∣∣ ( 1

ω
Ray(N , ρ)

)−s
= ωs

∣∣∣ 1
s!

∣∣∣ ρ−(β+1)s

Pour démontrer la Proposition, il suffit alors de remarquer que :

ωs ≤ ω|s!| pour s ≥ 1

avec égalité pour s = pℓ.

Proposition 22.12. — Pour ρ dans Iε, on a :{
ρk∥Fk∥ρ ≤ ω ρ−βk pour k ≥ 1,

ρp
ℓ∥Fpℓ∥ρ ≥ ω |p|ℓ ρ−βp

ℓ

pour ℓ ≥ 1
(74)

Preuve. — La solution de l’équation différentielle :

X ′ = BX X(tp
s

ρ ) = I
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au voisinage du point générique tp
h

ρ (avec |tph

ρ | = ρp
h

) est :

X(x) =

∞∑
s=0

Bs(t
ph

ρ )
(
x− tp

h

ρ

)s
Par définition de la base φh(B) , la solution de l’équation différentielle :

Y ′ = F Y Y (tρ) = I

au voisinage du point générique tρ (|tρ| = ρ) est, :

Y (x) =

∞∑
s=0

Fs(tρ) (x− tρ)s

= X(xp
h

) =

∞∑
s=0

Bs(t
ph

ρ )
(
xp

h

− tp
h

ρ

)s
Remarquant que : (

xp
h

− tp
h

ρ

)s
=

sph∑
k=s

tp
hs

ρ αk,s

(
x− tρ
tρ

)k

on trouve donc :

Fk(tρ) =
∑

p−hk≤s≤k

Bs(t
ph

ρ ) tp
hs−k

ρ αk,s

c’est-à-dire, d’après les majorations (72) et (73) :

ρk∥Fk∥ρ ≤ max
p−hk≤s≤k

ρp
hs ∥Bs∥ρph |αk,s|(75)

≤ min
0≤δ<h

max
p−hk≤s≤k

ω ρ−βsp
h

ωsp+δ(p−1)s−kpδ+1−h

En utilisant la majoration (69), on trouve :

ρ−βp
h

ωp+δ(p−1) < ω−p+p+δ(p−1) ≤ 1

Les termes apparaissant dans la majoration (75) sont donc, pour chaque valeur de δ,
strictement décroissants en fonction de s. On en déduit que le maximum est atteint
pour la plus petite valeur de s possible, c’est -à-dire pour le plus petit entier supérieur
à p−hk. En particulier, on a, en prenant δ = 0 :

ρk∥Fk∥ρ ≤ ω ρ−βkωp−hkp−kp1−h

= ω ρ−βk

Pour obtenir la minoration, nous distinguons deux cas.

22.4.1. Cas où ℓ > h. — On prend δ = 0. Le plus grand terme dans la majoration
(75) est obtenu pour s = pℓ−h. Les cas d’égalité dans le lemme 22.10 et la proposition
22.11 montrent que l’on a :

ρp
ℓ

∥Fpℓ∥ρ = ρp
ℓ

∥Bpℓ−h∥ρph |αpℓ,pℓ−h | = ω ρ−βp
ℓ
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22.4.2. Cas où 1 ≤ ℓ ≤ h. — On prend δ = h − ℓ. Comme 0 < pℓ−h ≤ 1, le plus
grand terme dans la majoration (75) est obtenu pour s = 1. On trouve donc :

ρp
ℓ

∥Fpℓ∥ρ = ρp
h

∥B1∥ρph |αpℓ,1| = ω ρ−βp
h

|p|δ

La minoration (ref??) découle de ce que β(pℓ − ph) ≤ 0, ρ < 1 et |p|δ ≥ |p|h.

22.5. De la base φh(B) à la base G. —

Proposition 22.13. — Il existe une fonction logarithmiquement concave c(ρ) et une
fonction M(ρ) définies sur l’intervalle Iε telles que l’on ait, pour ρ dans Iε :{

ρs∥Gs∥ρ ≤ M(ρ) ρ−βs pour s ≥ 0

max0≤s≤pℓ ρs ∥Gs∥ρ ≥ c(ρ) ρβp
ℓ

pour ℓ ≥ 1

Preuve. — La formule de Leibniz s’écrit :

Gs =

s∑
k=0

1

k!
H(k) Fs−k H

−1 Fs =

s∑
k=0

1

k!
(H−1)(k) Gs−k H

et donne les majorations :

∥Gs∥ρ ≤ ∥H∥ρ ∥H−1∥ρ max
0≤k≤s

ρk ∥Fs−k∥ρ

∥Fs∥ρ ≤ ∥H∥ρ ∥H−1∥ρ max
0≤k≤s

ρ−k ∥Gs−k∥ρ

Comme on a β > 1 et ρ < 1 et compte tenu des majorations (71) et (74), la première
de ces majorations s’écrit :

ρs∥Gs∥ρ ≤ pc1h+c2 max
0≤k≤s

ρ−β(s−k) ≤
(

p

d(ρ)

)c1

pc2ρ−βs

qui est bien de la forme annoncée.
La deuxième majoration s’écrit aussi :

max
0≤k≤pℓ

ρk ∥Gk∥ρ ≥ p−c1h−c2 ω |p|h ρ−βp
ℓ

≥ ω
(
d(ρ)

p

)1+c1

p−c2 ρ−βp
ℓ

On vérifie que la fonction :

c(ρ) = ω

(
d(ρ)

p

)1+c1

p−c2 = c3(− log(ρ))1+c1 (c3 > 0, 1 + c1 > 0)

est bien logarithmiquement concave sur ]0, 1[ car 1 + c1 > 0.
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22.6. Minoration uniforme. — La proposition 22.13 ne permet de minorer que le
plus grand des termes ∥Gs∥ρ. Il n’y a aucune raison pour que l’indice s correspondant
soit le même pour tous les nombres ρ de l’intervalle Iε. Des arguments de convexité
vont nous permettre de contourner cette difficulté.

Lemme 22.14. — Soit c(ρ) une fonction logarithmiquement concave sur l’intervalle
ouvert I et soient A et B deux matrices µ×µ à coefficients dans A(I) telles que, pour
tout nombre ρ de l’intervalle I, on ait max

(
∥A∥ρ, ∥B∥ρ

)
≥ c(ρ). Alors il existe des

nombres λ et µ prenant les valeurs 0 ou 1, tels que, pour tout nombre ρ de l’intervalle
I on ait ∥λA+ µB∥ρ ≥ c(ρ).

Preuve. — Si l’une des deux fonctions (logarithmiquement convexe) ∥A∥ρ/c(ρ) ou
∥B∥ρ/c(ρ) est supérieure à 1 sur tout l’intervalle I, le résultat est évident.

Sinon, quitte à échanger les rôles de A et B, il existe des nombres r3 < r4 ≤ r5 < r6
de l’intervalle I tels que :

• ∥A∥ρ/c(ρ) < 1 si et seulement si ρ ∈]r3, r4[
• ∥B∥ρ/c(ρ) < 1 si et seulement si ρ ∈]r5, r6[.
On a alors :

dlog+
(
∥A∥r4/c(r4)

)
≥ dlog−

(
∥A∥r4/c(r4)

)
> 0

dlog−
(
∥B∥r5/c(r5)

)
≤ dlog+

(
∥B∥r5/c(r5)

)
< 0

En particulier, la fonction ∥A∥ρ/c(ρ) est logarithmiquement strictement croissante sur
l’intervalle I∩]r4,∞[ et la fonction ∥B∥ρ/c(ρ) logarithmiquement strictement décrois-
sante sur l’intervalle I∩]−∞, r5[. Comme, de plus, on a :

∥A∥r4/c(r4) = ∥B∥r5/c(r5) = 1

la fonction ∥A∥ρ/∥B∥ρ est logarithmiquement strictement croissante sur l’intervalle
[r4, r5]et passe d’une valeur inférieure à 1 à une valeur supérieure à 1. Elle prend donc
la valeur 1 en un unique point r7 de cet intervalle. Compte tenu de la définition des
points ri, on en déduit que :

∥A∥ρ < ∥B∥ρ pour ρ ∈ [r3, r7[

∥A∥ρ > ∥B∥ρ pour ρ ∈]r7, r6]
Comme la fonction ∥A+B∥ρ est continue, on trouve :

∥A+B∥ρ = max
(
∥A∥ρ, ∥B∥ρ

)
≥ c(ρ) pour ρ ∈ [r3, r6]

Maintenant, on constate que la fonction ∥A + B∥ρ/c(ρ) est logarithmiquement
strictement décroissante sur l’intervalle [r3, r7[ donc, par logarithme convexité, sur
l’intervalle I∩]−∞, r7[. On démontre de même qu’elle est strictement croissante sur
l’intervalle I∩]r7,∞[. Autrement dit, on a montré que

∥A+B∥ρ ≥ c(ρ) pour ρ ∈ I
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Proposition 22.15. — Soit c(ρ) une fonction logarithmiquement concave sur l’in-
tervalle I et soient {Ai}1≤i≤n une famille finie de matrices µ× µ à coefficients dans
A(I) telles que, pour tout nombre ρ de l’intervalle I, on ait max1≤i≤n(∥Ai∥ρ) ≥ c(ρ).
Alors il existe des nombres λi prenant les valeurs 0 ou 1, tels que, pour tout nombre
ρ de l’intervalle I on ait ∥

∑n
i=1 λiAi∥ρ ≥ c(ρ).

Preuve. — On fait une récurrence sur le nombre n d’éléments de la famille.
Pour n = 1, le résultat est évident.
Supposons le résultat démontré pour les familles contenantn − 1 matrices. La

fonction ∥An∥ρ/c(ρ) est logarithmiquement convexe sur l’intervalle I. L’ensemble des
nombres ρ où elle est strictement inférieure à 1 est donc un intervalle ouvert ]r3,r4[,
éventuellement vide, contenu dans I. On a donc, pour r3 < ρ < r4 :

max
1≤i≤n−1

(∥Ai∥ρ) ≥ c(ρ)

D’après l’hypothèse de récurrence, il existe des nombres λi prenant les valeurs 0 ou
1, tels que, pour tout nombre ρ de l’intervalle ]r3, r4[ on ait :

∥
n−1∑
i=1

λiAi∥ρ ≥ c(ρ)

Posons B =
∑n−1

i=1 λiAi. On a ∥B∥ρ ≥ c(ρ) si ρ ∈]r3, r4[ et, par construction de
]r3, r4[, ∥An∥ρ ≥ c(ρ) pour ρ ∈ I\]r3, r4[. Donc max(∥B∥ρ, ∥An∥ρ) ≥ c(ρ) pour tout
nombre ρ de I. Le lemme 22.14 permet de conclure.

Proposition 22.16. — SoitMε un A(Iε)-module différentiel de rang µ tel que
Ray(M, ρ) = ρ(β+1) pour ρ dans Iε et soit G une base de Mε. Il existe des nombres
(λs,ℓ)0≤s≤pℓ prenant les valeurs 0 ou 1 tels que, si on pose :

Lℓ =

pℓ∑
s=0

λs,h x
s 1

s!
Ds

On ait, pour ρ dans Iε

c(ρ) ρβp
ℓ

≤ ∥Lℓ∥ρ,G ≤M(ρ) ρβp
ℓ

Preuve. — D’après la proposition 22.13, on a, pour 0 ≤ s ≤ pℓ, d’une part :

∥xs 1

s!
Ds∥ρ,G ≤M(ρ) ρβs ≤M(ρ) ρ−βp

ℓ

ce qui, compte tenu de |λs,ℓ| ≤ 1, donne la majoration du théorème, et, d’autre part

max
0≤s≤pℓ

∥xs 1

s!
Ds∥ρ,G ≥ c(ρ) ρ−βp

ℓ

Si on remarque que la fonction c(ρ) ρ−βp
ℓ

est logarithmiquement concave, il suffit
d’appliquer le Théorème 22.15 pour pouvoir conclure.
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On pose alors Lh =

ph∑
s=0

αh,s x
s+[βph] 1

s! D
s où [α] désigne la partie entière de α.

Comme ρ < 1, on a ∥Lh∥op,λ,ρ ≤ max0≤s≤ph ρs+[βph] ρ−s(λ+1) ≤ ρ(β−λ)p
h−1. Comme

β > λ, la suite Lh tend vers 0 dans D(Iε) pour la topologie localement convexe des
normes ∥ · ∥op,λ,ρ (ρ ∈ I). La minoration (ref??) montre que l’image dans M de la
suite Lh ne tend pas vers 0 pour la topologie quotient (la majoration (ref??) montre
qu’elle est bornée).

Un argument de compacité, ou plutôt de c-compacité si le corps K est sphérique-
ment complet mais pas localement compact, permet d’extraire (resp. de c-extraire)
de l’image de la suite Lh dans Mε une suite qui converge vers un élément non nul.
Cet élément appartient par construction à l’adhérence de 0.

23. Pentes d’un module différentiel

23.1. Le théorème de décomposition. —

Définition 23.1. — SoitM un R-module différentiel soluble et soit λ ≥ 0.
1) On dit queM a des pentes supérieures(16) à λ s’il existe ε > 0 tel que, pour

ρ dans Iε, on a HomD(Iε)

(
Mε,Aρ(ρ

λ+1)
)
= 0.

2) SiM est non nul, on dit qu’il est purement de pente β si pt(M) = β et siM
a des pentes supérieures à λ pour tout λ < β.

Théorème 23.2 (de décomposition). — SoitM un R-module différentiel soluble
non nul et soit λ ≥ 0 un réel. Il existe un (unique) sous-module différentiel M>λ de
M qui a des pentes supérieures à λ et tel que pt(M/M>λ) ≤ λ.

Si, de plus, 0 ≤ λ < pt(M), alorsM>λ est non nul.

Preuve. — Posons β = pt(M). On prend α suffisamment proche de 1 pour que
Ray(Mα, ρ) = ρβ+1 pour ρ dans Iα.

Pour λ ≥ pt(M), on prendM>λ = 0.
Supposons donc pt(M) > λ et notons Nε l’adhérence de zéro dans Mε pour la

topologie Tλ,Q. Le théorème 22.9 dit que Nε ̸= 0 pour ε assez petit. Maintenant, pour
0 < ε′ < ε, l’injectionMε ↪→Mε′ est continue donc Nε ↪→ Nε′ . D’après le théorème
22.6, il en résulte que les R⊗A(Iε)Nε forment une suite croissante de sous-R-modules
différentiels de M. Cette suite est nécessairement stationnaire. On note M>λ,0 sa
limite ; c’est un R-module différentiel (comme sous-module différentiel de M) non
nul d’après le théorème 22.9. La catégorie MLCS(R) étant abélienne,M/M>λ,0 est
aussi un objet de MLCS(R).

La topologie sur M/M>λ,0 est quotient de celle de M (une présentation de M
fournit une présentation deM/M>λ,0). Par construction,M/M>λ,0 est donc séparé,
et, d’après le théorème 22.9, pt(M/>λ,0) ≤ λ. Comme pt(M) > λ, on a pt(M>λ,0) =
pt(M) > λ.

(16)Plus la pente est grande plus les rayons de convergence de M sont petits.
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Par contre, il n’y a aucune raison pour que la topologie sur M>λ,0 soit la to-
pologie induite par celle de M. On itère donc le procédé en construisant, à par-
tir des adhérences de zéro, un sous-module différentiel M>λ,i+1 de M>λ,i tel que
pt(M>λ,i/M>λ,i+1) ≤ λ et pt(M>λ,i+1) = pt(M>λ,i) = pt(M) > λ.

La suite des M>λ,i étant décroissante et M>λ,i ne pouvant être nul d’après le
théorème 22.9, le processus s’arrête lorsqueM>λ,ν+1 =M>λ,ν ce qui signifie, d’après
la proposition 22.8, que toutes les pentes deM>λ,ν sont supérieures à λ. Le module

M>λ
déf
= M>λ,ν a toutes les propriétés demandées.

Exemple 23.3. — Reprenons l’exemple 9.5. L’opérateur L a un point singulier
régulier à l’infini et un point singulier irrégulier en zéro. En utilisant le théorème
de transfert [12], on montre que le module différentiel M = D/D · L est de pente
strictement positive (sinon les solutions à l’infini convergeraient plus loin qu’elles ne le
font). Par ailleurs, la solution f fournit une solution dans Atρ(ρ) pour ρ assez proche

de 1. Donc,M>λ etM≤λ sont tous deux non nuls donc de rang un. Il résulte alors
du théorème de décomposition, mais on peut le vérifier directement, que l’adhérence
de l’idéal (L) de D(Iε) pour la topologie T0 est égale à l’idéal

(
L, f D − f ′

)
.

Définition 23.4. — Soit M un R-module différentiel de pente nulle. Les A(Iε)-
modules différentielsMε sont de Robba, par définition, et ont tous le même exposant
(voir le paragraphe 17.3). Celui-ci est appelé exposant deM.

Le théorème 17.7 donne le résultat suivant.

Corollaire 23.5 (théorème de la monodromie p-adique)

Tout R-module différentiel de pente nulle dont l’exposant ∆̃ a des différences non
Liouville s’obtient par des extensions successives à partir des modules différentiels (de
rang un) x∆iR (1 ≤ i ≤ µ).

Définition 23.6. — SoitM un R-module différentiel. On appelle exposant deM,
et on note Exp(M), l’exposant du R-module différentiel de pente nulleM≤0.

Proposition 23.7. — Soit M un R-module différentiel de pente nulle ayant une
structure de Frobenius forte (c’est-à-dire tel que φ∗h(M) =M pour un h ≥ 1). Alors
l’exposant de M est rationnel (c’est un µ-uplet de nombres de Q/Z à permutation
près).

Preuve. — Si ∆ est un représentant de l’exposant deM, il existe une puissance q de

p telle que ∆
E∼ q∆ (proposition 17.13). Autrement dit, pour tout entier h, il existe

une permutation σh telle que ∥∆(h) − q σh(∆
(h))∥∞ = O(h). Maintenant, comme

l’ordre de σh divise µ!, on trouve ∥∆(h) − qµ! ∆(h)∥∞ = O(h) et on en déduit que
∆− qµ!∆ appartient à Zµ.

Corollaire 23.8. — Soit M un R-module différentiel tel que toutes les pentes du
module différentiel dual M∗ = HomR(M,R) sont supérieures à 0. Etant donné
une base e de M et un nombre ε suffisamment petit, il existe, pour tout intervalle
fermé J contenu dans Iε, un nombre réel MJ tel que, pour tout m dans M, on ait
∥m∥e,ρ ≤MJ ∥D(m)∥e,ρ.
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Preuve. — Si la dérivation est représentée dans la base e deM par la matrice G, elle
est représentée dans la base duale e∗ de M∗ par la matrice − tG. Comme toute les
pentes deM∗ sont supérieures à 0, on aM∗ =M∗>0 et 0 est dense dansM∗ pour la
topologie quotient associée à la pente 0. Ceci signifie que, pour tout ε suffisamment
petit, tout intervalle fermé J contenu dans Iε et tout η > 0, il existe une matrice QJ,η

de Mat
(
µ,D(Iε)

)
telle que, pour tout ρ de J ,∥∥QJ,η

(
D I −(−tG)

)
− I

∥∥
0,ρ

< η.

Soit maintenant m un élément de Mε et notons [m] le vecteur colonne de ses com-
posantes dans la base e. Par définition de la norme ∥ · ∥0,ρ, on a pour ρ dans J∥∥QJ,1

(
D([m]) + tG[m]

)
− [m]

∥∥
ρ
<
∥∥[m]

∥∥
ρ

c’est-à-dire , en posant MJ = maxρ∈J ∥QJ,1∥0,ρ et en utilisant la formule (18),

∥m∥e,ρ =
∥∥[m]

∥∥
ρ
=
∥∥QJ,1 [D(m)]

∥∥
ρ
≤MJ

∥∥[D(m)]
∥∥
ρ
=MJ ∥D(m)∥e,ρ.

23.2. Fonctorialité. — Pour simplifier les notations, étant donné un objetM de
MLC(R), on pose, pour ε suffisamment petit et ρ dans Iε :

Sλ(M, ρ) = HomD(Iε)

(
Mε,Aρ(ρ

λ+1)
)

Autrement dit, d’une part, M a toutes ses pentes supérieures à λ si et seulement si
Sλ(M, ρ) = 0 pour ρ suffisamment proche de 1 et, d’autre part, pt(M) ≤ λ si et
seulement si dimK

(
Sλ(M, ρ)

)
= dimR(M) pour ρ suffisamment proche de 1.

Lemme 23.9. — Soit 0−→N −→M−→Q−→ 0 une suite exacte de MLCS(R) et soit
λ ≥ 0 un réel.

1) On a pt(M) = max
(
pt(N ),pt(Q)

)
.

2) Si toutes les pentes de M sont supérieures à λ, il en est de même des pentes
de N et des pentes de Q.

3) Si toutes les pentes de N sont supérieures à λ, alors N est contenu dansM>λ.

Preuve. — 1) C’est une conséquence immédiate de la proposition 8.5.
2) Supposons ε suffisamment petit et ρ dans Iε. On a d’après le corollaire 15.8 :

0−→Sλ(Q, ρ)−→Sλ(M, ρ)−→Sλ(N , ρ)−→ 0(76)

Comme, par hypothèse, Sλ(M, ρ) = 0, on trouve Sλ(N , ρ) = Sλ(Q, ρ) = 0.
3) Par hypothèse, pour ε suffisamment petit et ρ dans Iε, on a

Sλ(N ⊕M>λ, ρ) = Sλ(N , ρ)⊕ Sλ(M>λ, ρ) = 0.

Or N +M>λ est un quotient de N ⊕M>λ donc, d’après 2), Sλ(N +M>λ, ρ) = 0.
Maintenant, la suite exacte (76) montre que :

Sλ(M/(N +M>λ), ρ) = Sλ(M, ρ) = Sλ(M/M>λ, ρ).

Par ailleurs, comme pt(M/M>λ) ≤ λ, on obtient (cf. remarque 6.18):

dimR(M/M>λ) = dimK Sλ(M/M>λ, ρ)
= dimK Sλ(M/(N +M>λ), ρ)
≤ dimR(M/(N +M>λ))
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d’où il résulte que N +M>λ =M>λ.

Lemme 23.10. — Soit N u−→M un morphisme de MLCS(R). On a u(N>λ) ⊂
M>λ.

Preuve. — Comme u(N>λ) est un quotient de N>λ, d’après le lemme 23.9-2, toutes
ses pentes sont supérieures à λ. D’après le lemme 23.9-3, il est contenu dansM>λ.

Lemme 23.11. — Si pt(M) ≤ λ et siM a toutes ses pentes supérieures à λ, alors
M = 0.

Preuve. — En effet, pour ε suffisamment petit et pour ρ dans Iε, on a :

0 = dimK Sλ(M, ρ) = dimRM

Définition 23.12. — On poseM≤λ =M/M>λ.

Théorème 23.13. — Les modules différentiels M>λ et M≤λ dépendent fonctoriel-
lement de M. Les foncteurs ainsi définis de la catégorie MLCS(R) dans elle-même
sont exacts.

Preuve. — D’après le lemme 23.10 un morphisme N u−→M de la catégorie MLCS(R)
définit par restriction un morphisme N>λ

uλ−→M>λ. Par passage au quotient, on en

déduit un morphisme N≤λ uλ

−→M≤λ.
Considérons maintenant une suite exacte de MLCS(R) :

0−→N u−→M v−→Q−→ 0.

On lui associe la suite exacte de complexes :

0 −−→ N>λ −−→ N −−→ N≤λ −−→ 0

uλ

y u
y uλ

y
0 −−→ M>λ −−→ M −−→ M≤λ −−→ 0

vλ

y v
y vλ

y
0 −−→ Q>λ −−→ Q −−→ Q≤λ −−→ 0

Par hypothèse, le complexe N −→M−→Q a une cohomologie nulle. D’après le lemme
23.9-2 (resp. 23.9-1) les espaces de cohomologie du complexe N>λ−→M>λ−→Q>λ

(resp. N≤λ−→M≤λ−→Q≤λ) ont toutes leurs pentes supérieures à λ (resp. sont de
pente inférieure à λ). La suite exacte longue de cohomologie montre que ces espaces
sont isomorphes donc nuls d’après le lemme 23.11.
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23.3. Images inverses. — Le comportement du foncteurM→M>λ par images
inverses est délicat ([15], 6.3) : pour d ≥ 2 on note φd la ramification d’ordre d.

Théorème 23.14. — Soit M un R-module différentiel soluble, d ≥ 2 un entier et
λ un réel. On suppose que 0 ≤ λ < pt(M). Alors
1) l’image inverse φ∗d(M) est soluble,
2) on a une injection φ∗d(M)>dλ → φ∗d(M>λ),
3) cette injection est une bijection si d est premier avec p.

A l’aide du corollaire 21.2, on en déduit le corollaire :

Corollaire 23.15. — La catégorie MLCF(R) est stable par les foncteurs M →
M>λ etM→M≤λ.

Corollaire 23.16. — SoitM un R-module ayant une structure de Frobenius forte.
Alors l’exposant deM est rationnel.

Preuve. — C’est une conséquence immédiate de la proposition 23.7 et du corollaire
23.15.

Remarque 23.17. — Ce corollaire est en fait le seul moyen pratique dont on dispose
pour montrer que l’exposant d’un module différentiel a un exposant dont les différences
ne sont pas Liouville. On montre alors beaucoup plus puisqu’on montre que cet
exposant appartient à (Q ∩ Zp)

µ.

23.4. Polygone de Newton. — Le théorème de décomposition permet de définir
les pentes d’un module différentiel soluble.

Corollaire 23.18 (décomposition suivant les pentes)
Soit M un R-module différentiel soluble. Il y a une filtration décroissante de M

par des sous-modules différentiels M>λ (λ ∈ R+) dont le gradué associé GrλM =(⋂
ν<λM>ν

)
/M>λ est nul ou purement de pente λ.

Preuve. — Par construction, M>λ est le plus grand sous-module différentiel de M
dont toutes les pentes sont supérieures à λ. Pour ν ≥ λ, Mν , qui a des pentes
supérieures à ν ≥ λ, est contenu dansM>λ.

La suite exacte 0−→M>λ−→
⋂

ν<λMν −→GrλM−→ 0 montre que, s’il est non nul,
GrλM a des pentes supérieures à ν pour tout ν < λ. Par ailleurs, le lemme du
serpent fournit la suite exacte

0−−→GrλM−−→M≤λ−−→
⋃
ν<λ

M≤ν −−→ 0

qui montre que pt(GrλM) ≤ λ.

Théorème 23.19. — La suite exacte 0−→M>λ−→M−→M≤λ−→ 0 est scindée.
Autrement dit, on aM =

⊕
λ GrλM.
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Preuve. — La plus grande pente d’un module différentiel soluble est donnée par ses
rayons de convergence dans les disques génériques de grand rayon. Or les modules

différentiels M et M∗ déf
= HomR(M,R) ont les mêmes rayons de convergence (leurs

matrices de solutions au voisinage des points génériques sont transposées-inverses l’une
de l’autre). Donc les plus grandes pentes deM etM∗ sont égales. En particulier, la
plus grande pente de (M≤λ)∗ est inférieure à λ et

(
(M≤λ)∗

)
>λ

= 0
A partir de la suite exacte :

0−−→(M∗)>λ−−→M∗−−→(M∗)≤λ−−→ 0,

et en remarquant que (M∗)∗ =M, on obtient la suite exacte (la surjectivité résulte
du calcul des rangs)

0−−→
(
(M∗)≤λ

)∗−−→M ℓ−−→
(
(M∗)>λ

)∗−−→ 0

Par fonctorialité, on trouve :((
(M∗)≤λ

)∗)
>λ

= 0−−→M>λ
ℓ−−→
((

(M∗)>λ

)∗)
>λ
−−→ 0.

Autrement dit, ℓ est un isomorphisme. Par construction, c’est la restriction à M>λ

du morphisme ℓ.
Considérons maintenant le morphisme composé

M>λ
ℓ−−→
((

(M∗)>λ

)∗)
>λ

i−−→
(
(M∗)>λ

)∗
où i est l’injection canonique. C’est une injection et donc

rgRM>λ ≤ rgR
(
(M∗)>λ

)∗
= rgR(M∗)>λ

En échangeant le rôle deM etM∗, on trouve l’inégalité inverse donc

rgRM>λ = rgR(M∗)>λ

et l’injection i◦ℓ deM>λ dans
(
(M∗)>λ

)∗
est donc en fait une bijection. En partic-

ulier, i est l’application identité.
On vient de construire une surjection (i◦ℓ)−1◦ℓ deM surM>λ. Par construction

sa restriction àM>λ est (i◦ℓ)−1◦ℓ c’est-à-dire l’identité. Elle donne donc un scindage
de la suite exacte 0−→M>λ−→M−→M≤λ−→ 0.

Définition 23.20. — On appelle pentes du module différentiel solubleM les nom-
bres réels λ pour lesquels Grλ(M) ̸= {0}.

Définition 23.21. — Le polygone de Newton d’un module différentiel soluble M
est le polygone convexe commençant au point (0, 0) et qui a, pour chaque pente λ de
M, un coté de pente λ dont la projection sur l’axe des abscisses a pour longueur le
rang de GrλM. Nous le noterons New(M).

Théorème 23.22 (Hasse-Arf p-adique). — Les sommets du polygone de Newton
d’un module différentiel soluble ont des coordonnées entières.
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Preuve. — On montre en fait que la hauteur polygone de Newton (ordonnée de
son dernier sommet) d’un R-module différentiel M de rang µ est égale à l’“indice
généralisé” deM c’est-à-dire à l’indice sur A([0, 1[)µ (voir paragraphe 6.8) de l’opé-
rateur γ◦(xD − xG) où γ désigne la projection canonique de Rµ sur A([0, 1[)µ et G
la matrice de la dérivation D dans une base deM.

En particulier, Le théorème 23.22 implique que les pentes d’un module différentiel
soluble de rang µ sont des nombres rationnels dont le dénominateur est inférieur ou
égal à µ.

CHAPITRE VIII

LE THÉORÈME DE TURRITTIN p-ADIQUE

24. Modules différentiels complètement irréductibles

Contrairement à ce qui se passe dans le cas complexe, les modules différentiels
p-adiques qui restent irréductibles après ramification de la variable ne sont pas, en
général, de rang un. Le but de ce paragraphe est d’étudier ces modules différentiels
que l’on dit complètement irréductibles.

Si M est un R-module différentiel, on munit EndR(M)
déf
= HomR(M,M) de la

structure de R-module différentiel définie en 6.4. Dans ces conditions, EndR⟨D⟩(M)
représente les solutions de EndR(M) dans R.

SoitM un R-module différentiel , e une base deM et G la matrice représentant la
dérivation D dans cette base. La base e fournit une base “canonique” de EndR(M),
c’est-à-dire un isomorphisme i de R-modules différentiels entre EndR(M) muni de
la dérivation D et Mat(µ,R) muni de la dérivation ∇ définie par ∇(X) = D(X) −
GX +X G.

Pour simplifier l’exposé nous introduisons trois définitions.

Définition 24.1. — On note MLCSNL(R) la sous-catégorie pleine de MLCS(R)
dont les objets vérifient les deux conditions suivantes :

1) L’exposant deM a des différences non Liouville,
2) L’exposant de EndR(M) est non Liouville.

Définition 24.2. — On dit que le module différentielM est absolument irréductible
si, pour toute extension finie K ′ de K, K ′ ⊗KM est irréductible dans MLC(RK′).

Définition 24.3. — Un module différentielM de MLCSNL(R), est dit complètement
irréductible si la composante de pente nulle EndR(M)≤0 de EndR(M) est de rang 1.

SiM est décomposable (c’est-à-dire n’est pas irréductible), EndR(M)≤0 contient
les projections sur les sous-modules différentiels. Il en résulte qu’un module différentiel
complètement irréductible est irréductible.
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Lemme 24.4. — Soit 0−→N −→M−→Q−→ 0 une suite exacte de MLCS(R). Si l’ex-
posant de M a des différences non Liouville (resp. est non Liouville), il en est de
même des exposants de N et Q.

Preuve. — Par définition, l’exposant de M (resp. N , Q) est celui de M>0 (resp.
N>0, Q>0). Maintenant, la suite 0−→N>0−→M>0−→Q>0−→ 0 est exacte d’après le
théorème 23.13. Le lemme est donc une conséquence immédiate de la proposition
17.12.

Corollaire 24.5. — Soit 0−→N −→M−→Q−→ 0 une suite exacte de MLCS(R). Si
M est un objet de MLCSNL(R), il en est de même de N et Q.

Preuve. — Le lemme 24.4 montre que les exposants de N et Q ont des différences
non Liouville. Par ailleurs, les modules différentiels EndR(N ) et EndR(Q) sont des
sous-quotients de EndR(M), le même lemme montre qu’ils ont des exposants non
Liouville.

Montrons maintenant que tout module différentiel absolument irréductible devient
complètement irréductible après ramification de la variable. Pour cela, nous étudions
la partie de pente nulle du module différentiel des endomorphismes d’un module
différentiel absolument irréductible.

Proposition 24.6. — Soit M un module différentiel de MLCSNL(R) de rang µ
absolument irréductible.
1) On a EndR⟨D⟩(M) = K Id.

2) Il existe un entier d premier à p et qui divise µ pour lequel {0, 1
d ,

2
d , . . . ,

d−1
d }

est un représentant de l’exposant de EndR(M). De plus, on a EndR(M)≤0 = R[u]
où u est un R-automorphisme de M tel que xD(u) = 1

d u et ud = cx Id avec c ̸= 0
dans K.

Preuve. — Considérons un élément non nul u de EndR⟨D⟩(M). Son polynôme uni-
taire minimal est à coefficients dans K. Soit λ une racine de P dans une extension
finie de K. Comme u − λ Id est, par construction, non inversible, il en résulte que
u = λ Id. Le point 1) est bien démontré.

Par hypothèse, l’exposant de EndR(M) a des différences non Liouville. D’après
le lemme ref??, on peut considérer EndR(M)≤0 comme un sous module différentiel
de EndR(M). D’après le théorème 18.1, un nombre α est composante de l’exposant
si et seulement s’il existe u non nul dans EndR(M) tel que xD(u) = αu.

On vérifie que les multiplicités des composantes de l’exposant sont égale à un
puis que ces composantes forment un sous-groupe fini de Q/Z. On en déduit que

EndR(M)≤0 possède une base de la forme {Id, u, u2, . . . , ud−1} où u
déf
= u1/d est un

endomorphisme inversible tel que xD(u) = 1
d u.

En particulier on a xD(ud) = ud. On en déduit ud = cx Id (avec c ̸= 0) puis
det(u)d = cµxµ. Mais, det(u) appartennant à R, ceci implique que d divise µ.

Soit d un entier. Nous considérons l’extension R[y] où yd = x. C’est une K-algèbre
que l’on munit de la dérivation D, prolongeant celle de R, définie par D(y) = 1

d y
1−d.
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On obtient ainsi un plongement de R⟨D⟩ dans R⟨D⟩[y] = R[y][D]. On peut aussi
voir R[y] comme un R-module différentiel de rang d, de base 1, y, . . . , yd−1.

Pour un R-module différentiel M, on note θ∗(M) le R[y]-module différentiel
obtenu par extension des scalaires de D à R⟨D⟩[y]. En tant que R[y]-module, on
a θ∗(M) = R[y]⊗RM. En particulier le rang de θ∗(M) est celui deM.

Inversement, à unR[y]-module différentielN , nous associons leR-module différen-
tiel θ∗(N ) obtenu par restriction des scalaires de R⟨D⟩[y] à R⟨D⟩. Le rang de θ∗(N )
est d fois celui de N . On a θ∗θ

∗(M) = R[y]⊗RM =M⊕x1/dM⊕· · ·⊕x(d−1)/dM.

Proposition 24.7. — Soit M un module différentiel de MLCSNL(R) de rang µ
absolument irréductible. Quitte éventuellement à faire une extension finie du corps K,
il existe dans θ∗(M) un sous R[y]-module différentiel N , de rang µ/d, complètement
irréductible tel queM = θ∗(N ).

Preuve. — Le polynôme minimal de u sur F est ud − c x. Supposons que K soit
suffisamment gros pour que c = γd avec γ dans K. Les valeurs propres de u sont
donc les ζγ y pour ζd = 1. Elles ont toutes le même ordre µ/d (elles s’échangent par
l’automorphisme y 7→ ζy). L’endomorphisme u − γy a un noyau N de rang µ/d qui
est un sous R[y]-module différentiel de θ∗(M).

On vérifie que u réalise un morphisme de M dans x1/dM d’où il résulte que
θ∗θ
∗(M) =Md. Mais θ∗(N ) est un sous module différentiel de rang µ de θ∗θ

∗(M).
Comme M est irréductible, l’unicité de la décomposition de Jordan-Holder montre
que θ∗(N ) =M. Par ailleurs, si N était réductible, il en serait de même de θ∗(N )
(la réciproque est fausse). Donc N est irréductible.

Quitte à changer la dérivation D = d/dx en d yd−1D = d/dy, R[y] est isomorphe
à R. D’après la définition même de l’exposant 17.7, pour un module différentiel Q de
pente nulle, l’exposant de θ∗(Q), vu comme R-module différentiel par l’isomorphisme
précédent, est d fois celui de Q. L’exposant de EndR[y]

(
θ∗(M)

)
est donc {0, . . . , 0}

(0 répété d fois). Comme EndR[y](N ) est un sous quotient de EndR[y]

(
θ∗(M)

)
, son

exposant ne comprend que des 0. La proposition 24.6 montre que N est un R-module
différentiel complètement irréductible.

25. Exponentielles de Robba

25.1. Vecteurs de Witt. — Pour n ≥ 0, on pose :

Wn(X0, . . . , Xn) =

n∑
i=0

piXpn−i

i = Xpn

0 + pXpn−1

1 + · · ·+ pnXn.

En particulier, W0 = X0, W1 = Xp
0 +X1 et

Wn(X0, . . . , Xn) =Wn−1(X
p
0 , . . . , X

p
n−1) + pnXn(77)

Si A est un anneau et si a = (a0,..., an,...) est un élément de AN, on pose :

W
(
a
)
=
(
W0(a), . . . ,Wn(a), . . .

)
=
(
W0(a0), . . . ,Wn(a0, . . . , an), . . .

)
.

faisant ainsi de W une application de AN dans AN.
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Si A est de caractéristique p, les Wn(a), qui ne dépendent que de a0, ne donnent
aucune information sur les ai pour i > 0 . D’un autre coté, si p est inversible dans
A, l’équation (77) montre que l’application W est une bijection. On étudiera donc
cette application en supposant que p n’est pas inversible dans A et que A n’est pas
de caractéristique p. En particulier, on supposera que A est de caractéristique nulle.

Nous allons voir que l’image de l’application W est facile à caractériser lorsque A
est (contenu dans) l’anneau des entiers d’une extension non ramifiée de Qp. On ne
sait pas étudier directement le cas d’une extension ramifiée mais on utilisera le détour
suivant : on considérera son anneau des entiers comme une extension A = A0[π] de
l’anneau des entiers A0 d’une extension non ramifiée et la spécialisation X 7→ π de
l’anneau “non ramifié” A0[X] dans A permettra de trouver des éléments de W(AN).

Définition 25.1. — Un anneau A est dit pNR (p non ramifié) s’il est de carac-
téristique nulle et s’il est muni d’un endomorphisme d’anneau τ : A → A tel que,
pour tout élément a de A, la différence τ(a)− ap appartienne à pA.

Remarques 25.2. — On vérifie facilement les faits suivants :
1) L’anneau Z est pNR (d’après le petit théorème de Fermat, τ = identité convient).
2) Plus généralement, si k est un corps de caractéristique p, l’anneau des vecteurs de
Witt W (k) muni de l’endomorphisme de Frobenius (voir exercice 25.9) est pNR.
3) Si l’anneau A est pNR, alors l’anneau A[x] (resp. A[[x]], A((x))) est pNR pour
l’endomorphisme τ

(∑
asx

s
)
=
∑
τ(as)x

ps.
4) Par contre, si K est une extension ramifiée de Qp, alors l’anneau A des entiers de
K n’est pas pNR. En effet, il existe π dans A et n > 1 tels que πn = pa avec |a| = 1
(en particulier a est dans A mais pas dans pA). Si A était pNR, on devrait avoir

⋆ |τ(a)− ap| ≤ |p| < |ap| donc |τ(a)| = |ap| = 1,
⋆ |τ(π)n| = |τ(πn)| = |pτ(a)| = |p| donc |τ(π)| = |p|1/n = |π|,
⋆ |τ(π)− πp| ≤ |p| < |p|1/n = |τ(π)| donc |τ(π)| = |πp| < |π|.

Contradiction.

Le lemme 25.4 est classique : c’est une variante algébrique du théorème des valeurs
intermédiaires. Lorsque A est un anneau topologique, on peut étendre les résultats 3),
4) et 5) au cas où le polynôme R est une série entière de A[[x]] à condition d’imposer
à a et b d’appartenir au domaine de convergence de R.

Notation 25.3. — Soit P un polynôme de A[x] ou une série entière de xA[[x]]. On
définit par récurrence P ◦(0) = x, P ◦(n)(x) = P

(
P ◦(n−1)(x)

)
.

Lemme 25.4. — Soit A un anneau et R dans A[x]. On pose P (x) = xp + pR(x).
Pour a et b dans A et n entier,
1) bn − an appartient à (b− a)A,
2) Si b− a appartient à pA, alors bp − ap appartient à p(b− a)A,
3) R(b)−R(a) appartient à (b− a)A,
4) Si b− a appartient à pA, P (b)− P (a) appartient à p(b− a)A,
5) Si b− a appartient à pA, P ◦(n)(b)− P ◦(n)(a) appartient à pn(b− a)A ⊂ pn+1A.
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Preuve. — Les points 1) et 2) sont des conséquences immédiates de la formule du

binôme appliquée à bn =
(
(b− a) + a

)n
.

Le point 3) est une conséquence du point 1) et le point 4) découle des points 2) et 3).
Pour le point 5), on fait une démonstration par récurrence sur n. C’est évident pour
n = 0 car b− a appartient bien à (b− a)A ! Si, pour n ≥ 1, P ◦(n−1)(b)− P ◦(n−1)(a)
appartient à pn−1(b− a)A donc à pnA. Alors, d’après le point 4)

P ◦(n)(b)− P ◦(n)(a) = P
(
P ◦(n−1)(b)

)
− P

(
P ◦(n−1)(a)

)
appartient à p

(
P ◦(n−1)(b)− P ◦(n−1)(a

)
⊂ pn(b− a)A.

Proposition 25.5. — Soit A un anneau pNR. W est injective et (w0, . . . , wn, . . .)
appartient à W(AN) si et seulement si, pour tout n, wn − τ(wn−1) appartient à p

nA.

Preuve. — Si W(a) = W(b), on trouve a0 = W0(a0) = W0(b0) = b0 et, par
récurrence sur n, en utilisant la relation (77)

pnan = Wn(a)−Wn(a
p
0, . . . , a

p
n−1, 0)

= Wn(b)−Wn(b
p
0, . . . , b

p
n−1, 0) = pnbn,

d’où an = bn car A est de caractéristique nulle.
Appliquons le lemme 25.4-5 avec R = 0 c’est-à-dire P ◦(n)(x) = xp

n

. Pour a dans

A, la différence ap − τ(a) appartient à pA et donc ap
n − τ(a)pn−1

appartient à pnA .
Il vient :

Wn(a
p
0, . . . , a

p
n)−Wn

(
τ(a0), . . . , τ(an)

)
=
∑

pk
(
ap

n−k+1

k − τ(ak)p
n−k)

∈ pn+1A

Si on calcule modulo pnA, on trouve donc :

wn ≡ Wn(a0, . . . , an−1, 0) =Wn−1(a
p
0, . . . , a

p
n−1)

≡ τ
(
Wn−1(a0, . . . , an−1)

)
= τ(wn−1) (mod pnA)

Réciproquement, si wn−τ(wn−1) appartient à p
nA pour tout n, on peut construire

par récurrence une suite (an) de A
N telle que (w0, . . . , wn, . . .) =W(a0, . . .) :

On pose a0 =W (a0) = w0 et, si on connait a0, . . . an−1, comme

wn −Wn−1(a
p
0, . . . , a

p
n−1) ≡ wn − τ

(
Wn−1(a0, . . . , an−1)

)
= wn − τ(wn−1) (mod pnA),

il existe an dans A tel que

wn =Wn−1(a
p
0, . . . , a

p
n−1) + pnan =Wn(a0, . . . , an).

Le résultat suivant contient déjà beaucoup de congruences entre nombres binomi-
aux (voir [49] page 50 une autre manière de présenter la démonstration) :

Théorème 25.6. — Soit Φ un polynôme de Z[X,Y ]. Pour chaque n ≥ 0, on peut
choisir un polynôme φn de Z[X0, . . . , Xn, Y0, . . . , Yn] de telle sorte que l’on ait

Wn

(
φ0(X0, Y0), . . . , φn(X0,..., Xn, Y0,..., Yn)

)
= Φ

(
Wn(X0,..., Xn),Wn(Y0,..., Yn)

)
.

Les polynômes φn satisfaisant cette relation sont uniques.
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Preuve. — L’anneau A = Z[X0, Y0,..., Xn, Yn,...] est pNR d’après la remarque 25.2-3.
Posons wn = Φ

(
Wn(X0,..., Xn),Wn(Y0,..., Yn)

)
. On veut montrer que (wn) appartient

à W(A). D’après la proposition 25.5 il suffit de vérifier que wn − τ(wn−1) appartient
à pnA pour tout n. Or, en utilisant le lemme 25.4-3, on trouve

τ(wn−1) = Φ
(
Wn−1(X

p
0 ,..., X

p
n−1),Wn−1(Y

p
0 ,..., Y

p
n−1)

)
= Φ

(
Wn(X0,..., Xn)− pnXn,Wn(Y0,..., Yn)− pnYn

)
≡ Φ

(
Wn(X0,..., Xn),Wn(Y0,..., Yn)

)
= wn (mod p)nA.

Si on applique le théorème 25.6 au polynôme Φ(X,Y ) = X + Y (resp. Φ[X,Y ] =
XY ) et si on note Sn (resp. Pn) les polynômes φn correspondants, on en déduit
facilement le résultat suivant

Proposition–définition 25.7. — Soit A un anneau commutatif quelconque. Les
lois de compositions suivantes

a+ b =
(
S0(a0, b0), . . . , Sn(a0,..., an, b0,..., bn), . . .

)
ab =

(
P0(a0, b0), . . . , Pn(a0,..., an, b0,..., bn), . . .

)
font de AN un anneau commutatif appelé anneau des vecteurs de Witt à coefficients
dans A et noté W (A).

Exercice 25.8. — On suppose que A = Fp est le corps à p éléments et on définit

une application θ de Z dans Zp par θ(x) = limh→∞ xp
h

1. Vérifier que θ(x) = θ(y) pour x et y congrus modulo p et que θ(xy) = θ(x)θ(y).
On note θ l’application de Fp dans Zp obtenue par passage au quotient.

2. Au vecteur de Witt (a0, . . . , an, . . .) de W (Fp) on associe le nombre de Zp

Θ((a0, . . . , an, . . .) =

∞∑
n=0

θ(an)p
n.

Montrer que Θ est un isomorphisme de l’anneau W (Fp) avec l’anneau Zp.

Exercice 25.9. — Soit k un corps (resp. un corps parfait) de caractéristique p .
1) Vérifier que l’application F : W (k)→W (k) définie par

F (a0, . . . , an, . . .) = (ap0, . . . , a
p
n, . . .)

est un endomorphisme (resp. un automorphisme) d’anneau, appelé endomorphisme
de Frobenius, et que F (a)− ap appartient à pW (k) pour tout a de W (k).
2) On pose

V (a0, . . . , an, . . .) = (0, a0, . . . , an−1, . . .).

Vérifier que F ◦V (a) = pa [calculer l’image par W].

Nous terminons ce paragraphe en donnant une autre application de la proposition
25.5. Nous nous limitons au cas qui nous sera utile. Au prix de petites difficultés
techniques, on peut la généraliser, par exemple, en remplaçant l’anneau Z par un
anneau pNR quelconque ou bien en emplaçant le polynôme R (resp. Q) par une série
entière de Z[[x]] (resp. de xZ[[x]]).
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Proposition 25.10. — Soit Q et R dans Z[x]. On pose P (x) = xp + pR(x). Alors

1)
(
Q
(
P ◦(0)(x)

)
, . . . , Q

(
P ◦(n)(x)

)
, . . .

)
appartient à W

(
W
(
Z[x]

))
,

2) si Q(0) = R(0) = 0,
(
Q
(
P ◦(0)(x)

)
,..., Q

(
P ◦(n)(x)

)
,...
)
appartient àW

(
W
(
xZ[x]

))
.

Preuve. — L’anneau Z[x] est pNR pour l’endomorphisme τ(H)(x) = H(xp) Comme
P (x) − xp = pR(x) appartient à pZ[x], d’après les congruences 5) et 3) du lemme
25.4, on trouve, modulo pn Z[x],

Q
(
P ◦(n)(x)

)
= Q

(
P ◦(n−1)

(
P (x)

))
≡ Q

(
P ◦(n−1)(xp)

)
= τ

(
Q
(
P ◦(n−1)(x)

))
Il suffit maintenant d’appliquer la proposition 25.5.
Si Q et R appartiennent à xZ[x], alors, pour n ≥ 0, Q

(
P ◦(n)(x)

)
appartient à xZ[x].

Il reste à voir que si (w0, . . .) =W(a0, . . .) pour des polynômes wn de xZ[x] alors les
an eux aussi appartiennent à xZ[x]. Mais ceci se vérifie facilement par récurrence à
partir de la formule (77).

Remarque 25.11. — La proposition 25.10, avec Q(x) = x, montre qu’il existe a

dans W
(
Z[x]

)
tel que W(a) =

(
P ◦(0)(x), . . . , P ◦(n)(x), . . .

)
. Par définition de la

somme et du produit des vecteurs de Witt, on a alors

W
(
Q(a)

)
=
(
Q
(
P ◦(0)(x)

)
, . . . , Q

(
P ◦(n)(x)

)
, . . .

)
.

L’introduction d’un polynôme Q dans cette propostion peut donc sembler une
généralisation inutile. En fait ce qui va nous être utile est de savoir que, si R et
Q sont divisibles par x, il en est de même des composantes de Q(a). On peut

montrer directement que, si Q(0) = 0, on a Q
(
W
(
xZ[x]

))
⊂ W

(
xZ[x]

)
mais cette

vérification est un peu laborieuse.

25.2. Exponentielle d’Artin-Hasse. — Le résultat suivant contient de nouvelles
congruences entre factorielles.

Théorème 25.12. — La série formelle

E(x)
déf
= exp

( ∞∑
h=0

p−hxp
h
)
=

∞∑
n=0

1

n!

( ∞∑
h=0

p−hxp
h
)n

=

∞∑
s=0

αsx
s

a des coefficients αi qui appartiennent à Zp ∩Q.

Preuve. — En écrivant l’entier n sous la forme n = dph avec d premier à p, on trouve

− log(1− x) =
∞∑

n=1

1

n
xn =

∑
(d,p)=1

1

d

∞∑
h=0

p−hxdp
h

La formule d’inversion de Moebius
∑

di=n µ(i) = 0 pour n ≥ 2 donne alors :

−
∑

(i,p)=1

µ(i)

i
log(1− xi) =

∑
(i,p)=(d,p)=1

µ(i)

di

∞∑
h=0

p−hxdip
h
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=
∑

(n,p)=1

∑
di=n

µ(i)

n

∞∑
h=0

p−hxnp
h

=

∞∑
h=0

p−hxp
h

On trouve finalement

E(x) =
∏

(i,p)=1

(1− xi)−µ(i)/i

et on conclut en remarquant que, pour a dans Zp ∩Q, la série

(1− x)−a =

∞∑
s

a(a+ 1) · · · (a+ s− 1)

s!
xs

appartient à
(
Zp ∩Q

)
[[x]].

On met ensemble les congruences que nous venons de trouver.

Proposition 25.13. — Soit A un anneau et soit a un élément de W (A). On a

E(a, x)
déf
= exp

( ∞∑
n=0

Wn(a) p
−nxp

n
)
=

∞∏
i=0

E
(
ai x

pi)
.

En particulier, la série entière E(a, x) appartient a A[[x]]. De plus on a :
1) E(a+ b, x) = E(a, x) E(b, x)
2) Si V (a) = (0, a0, a1,...) alors E

(
V (a), x

)
= E(a, xp).

Preuve. — On a

E(a, x) = exp
( ∞∑

n=0

n∑
i=0

ap
n−i

i pi−nxp
n
)
= exp

( ∞∑
i=0

∞∑
h=0

ap
h

i p−hxp
h+i
)

= exp
( ∞∑

i=0

∞∑
h=0

p−h (ai x
pi

)p
h
)
=

∞∏
i=0

E(ai x
pi

).

La relation 1) est une conséquence immédiate de la définition de la somme dans
l’anneau W (A). Cette définition s’écrit en effet Wn(a+ b) =Wn(a) +Wn(b).
La relation 2) vient de la formule Wn

(
V (a)

)
= pWn−1(a).

Remarque 25.14. — Si on note 1 = (1, 0,...) l’élément neutre de la multiplication
dans W (A), on a E(1, x) = E(x).

25.3. Vecteurs de Witt finis. — En général, la dérivée logarithmique de la fonc-
tion E(a, x) est une série entière. Pour étudier les équations différentielles (d’ordre
un), le seul cas intéressant est celui où cette dérivée logarithmique est un polynôme,
c’est-à-dire où les Wn(a) non nuls sont en nombre fini. Nous sommes donc amenés à
construire des vecteurs de Witt ayant cette propriété.

Définition 25.15. — Un générateur de Tate ϖ est une suite (πm) d’entiers non
nuls d’une extension K de Qp vérifiant

P (π0) = 0 et P (πm) = πm−1 pour m ≥ 1
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pour un polynôme P (x) = xp + p x+ px2R(x) avec R dans Z[x]. Le polynôme P est
appelé polynôme de Lubin-Tate associé à ϖ.
On pose πm = 0 pour m < 0. Ainsi on a P (πm) = πm−1 pour m dans Z.

Remarque 25.16. — En regardant le polygone de Newton du polynôme P , il est

facile de constater que |πm| = ωp−m

. Plus précisément, si le degré du polynôme R est
au plus p, toutes les racines non nulles du polynôme P ◦(m) ont cette valeur absolue
mais si le degré de R est plus grand que p alors P a aussi des racines de valeur absolue
supérieure à 1. Ces dernières ne joueront aucun rôle.

Proposition–définition 25.17. — Soit ϖ un générateur de Tate et soit m ≥ 0
un entier. Il existe un (unique) vecteur de Witt ϖm de W

(
πm Z[πm]

)
tel que(

πm, πm−1,..., π0, 0,...
)
=W(ϖm). Autrement dit, Wi(ϖm) = πm−i pour tout i ≥ 0.

Soit Q un polynôme de xZ[x]. Le vecteur de Witt Q(ϖm)
déf
= (λ0, λ1...) a des

coefficients λi dans πm Z[πm]. En particulier on a |λi| < 1 pour tout i ≥ 0.

Preuve. — Soit P le polynôme de Lubin-Tate associé à ϖ. D’après la proposition

25.10,
(
P ◦(0)(x), . . . , P ◦(n)(x), . . .

)
appartient àW

(
W
(
Z[x]

))
. On spécialise x en πm

et on remarque que, par construction, P ◦(i)(πm) = πm−i pour i ≥ 0. On constate que(
πm,..., π0, 0...

)
appartient à W

(
W
(
Z[πm]

))
.

Or W
(
Q(ϖm)

)
est la spécialisation de

(
Q
(
P ◦(0)(x)

)
, . . . , Q

(
P ◦(n)(x)

)
, . . .

)
qui ap-

partient à W
(
W
(
xZ[x]

))
d’après la proposition 25.10-2. On en déduit que Q(ϖm)

appartient à W
(
πm Z[πm]

)
.

Définition 25.18. — Soit ϖ un générateur de Tate et soit m ≥ 0 un entier. On
appelle exponentielle de Robba la série entière

em,ϖ(x)
déf
= E(ϖm, x) = exp

(
πmx+ πm−1p

−1xp + . . .+ π0 p
−mxp

m)
.

Théorème 25.19. — Soit ϖ un générateur de Tate et soit m ≥ 0 un entier. L’expo-
nentielle de Robba em,ϖ(x) appartient à Z[πm][[x]] et a un rayon de convergence ex-
actement égal à 1.

Preuve. — Puisque ϖm appartient àW
(
Z[πm]

)
, la série em,ϖ appartient à Z[πm][[x]]

d’après la proposition 25.13. Comme |πm| < 1, ses coefficients sont des entiers p-
adiques et elle a un rayon de convergence au moins égal à 1.
Posons η(x) = πm + . . . + π0x

pm−1 de telle sorte que d
dx (em,ϖ) = η(x) em,ϖ. Pour ρ

assez grand, on a

|η(x)|ρ = ω ρp
m−1 > ρ−1.

D’après le théorème 8.6, le module différentiel Mη (de rang 1) associé à l’opérateur
D − η a un rayon de convergence

Ray(Mη, ρ) = ω|η|−1ρ = ρ1−p
m

.

Pour ρ < 1, la fonction em,ϖ est une solution du module différentielMη qui converge
dans le disque générique D(tρ, ρ). On constate donc que Ray(Mη, ρ) = ρ pour ρ < 1
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(en fait pour ρ ≤ 1). La fonction ρ 7→ Ray(Mη, ρ) étant logarithmiquement concave

et continue(proposition 9.3), il en résulte que Ray(Mη, ρ) = ρ1−p
m

< ρ pour ρ > 1
(et pas seulement pour ρ assez grand). Or, si em,ϖ avait un rayon de convergence
R > 1, on devrait avoir Ray(Mη, ρ) = ρ pour ρ < R. Donc le rayon de convergence
de em,ϖ est exactement 1.

Remarque 25.20. — Si R(x) = 0, c’est-à-dire si P (x) = xp + px, alors on peut
prendre π0 = π (le π de Dwork). Les fonctions em,ϖ font partie de celles que Robba
obtenait dans [45] lemme 10.8 (voir aussi [46] théorème 13.2.1) par une construction
extrêmement astucieuse mais détournée.
Si P (x) = (x + 1)p − 1, alors πm = ζm − 1 avec ζp0 = 1 et ζpm = ζm−1. Autrement
dit ζm est une racine pm-ème primitive de l’unité. Les fonctions em,ϖ sont celles
que Matsuda a construites quand il a introduit les vecteurs de Witt dans l’étude des
exponentielles de Robba [37].

La décomposition donnée dans la proposition 25.13 ne permet pas, en général, de
trouver le rayon de convergence de la fonction E(a, x) car elle fait intervenir un produit
infini. Lorsque W(a) n’a qu’un nombre fini de composantes non nulles, les fonctions
em,ϖ vont donner une décomposition en un produit fini permettant de calculer ce
rayon de convergence.

Proposition 25.21. — Soit ϖ un générateur de Tate, m ≥ 0 un entier, A un an-
neau contenant Z[πm] et a = (a0,...) un vecteur de Witt de W (A). On a

E(ϖm a, x) =
m∏
i=0

em−i,ϖ(ai x
pi

).

En particulier, si |ai| < 1 pour 0 ≤ i ≤ m, le rayon de convergence de la fonction
E(ϖma, x) est strictement plus grand que 1.

Preuve. — Par définition, on a Wi(ϖma) = πm−iWi(a) pour 0 ≤ i. On trouve

E(ϖm, x) = exp
( m∑

i=0

πm−i
( i∑
j=0

pjap
i−j

j

)
p−i xp

i
)

= exp
( m∑

j=0

m−j∑
h=0

πm−h−ja
ph

j p−h xp
h+j
)
=

m∏
j=0

em−j,ϖ(aj x
pj

).

Si |ai| < 1 pour 0 ≤ i ≤ m, chacune des fonctions em−i,ϖ(ai x
pi

) a un rayon de
convergence strictement supérieur à 1. Il en est de même de leur produit.

L’un des points de départ des travaux de Dwork est de remarquer que la fonction
exp(πx−πxp) a un rayon de convergence strictement supérieur à 1. Le résultat suivant
en est une généralisation.

Théorème 25.22 ([41] théorème 2.5). — La fonction
em,ϖ(x)

em,ϖ(xp)
a un rayon de

convergence strictement supérieur à 1.
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Preuve. — Comme π−1 = 0, on trouve :

em,ϖ(x)

em,ϖ(xp)
= exp

(
πmx+ πm−1

xp

p
+ . . .+ π0

xp
m

pm
− πmxp − . . .− π0

xp
m+1

pm
)

= exp(pπm+1 x) exp
(
(πm − pπm+1)x+ (πm−1 − pπm)

xp

p
+ . . .

. . .+ (π0 − pπ1)
xp

m

pm
+ (π−1 − pπ0)

xp
m+1

pm+1

)
Posons Q(x) =

1

x

(
P (x)− xp

)
= xp−1 + pxR(x) de telle sorte que

πk−1 − pπk = P (πk)− pπk = πkQ(πk) =Wm+1−k
(
ϖm+1Q(ϖm+1)

)
.

Il vient

em,ϖ(x)

em,ϖ(xp)
= exp(pπm+1 x) E

(
ϖm+1Q(ϖm+1), x

)
Le polynôme Q appartient à xZ[x]. D’après la proposition 25.17, Q(ϖm) = (λ0,...)
avec |λi| < 1. D’après la proposition 25.21, la fonction E(ϖmQ(ϖm), x) a un rayon
de convergence strictement supérieur à 1. Comme |pπm+1| < ω, il en est de même de
la fonction exp(pπm+1 x).

Exercice 25.23. — Soit ϖ et ϖ′ deux générateurs de Tate. En s’inspirant de la
démonstration du théorème 25.22 montrer que la fonction em,ϖ(x)/em,ϖ′(x) a un

rayon de convergence strictement supérieur à 1. [Poser Q(x) =
1

x

(
P (x)− P ′(x)

)
].

25.4. Equations différentielles d’ordre un. —

Proposition 25.24. — Pour tout nombre β du corps K tel que |β| ≤ ω et tout entier
n ≥ 1, il existe une extension finie K ′ de K, une fonction fn,β(x) de AK′([0, 1[) et
un polynôme Ln,β de degré n− 1 de K ′[x] tels que D(fn,β) =

(
β xn−1 +Ln,β(x)

)
fn,β

.

Preuve. — On écrit n = dpm avec (d, p) = 1 et on choisit un générateur de Tate ϖ et
un nombre γ tel que β = π0dγ

pm

. On a |β| ≤ ω = |π0| c’est-à-dire |γ| ≤ 1. On pose

fn,β(x) = em,ϖ(γxd) = exp
( m∑

i=0

πm−i p
−i γp

i

xdp
i
)
,

La fonction fn,β appartient à Z[πm, γ][[x]] donc à BK[πm,γ]([0, 1[) (c’est même une
fonction analytique bornée par 1 dans son disque de convergence) et on trouve

D(fn,β) f
−1
n,β =

m∑
i=0

πm−i d γ
pi

xdp
i−1 = βxn−1 +

m−1∑
i=0

πm−idγ
pi

xdp
i−1

ce qui est le résultat cherché avec K ′ = K(πm, γ].
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Remarques 25.25. — Si |β| < ω, on constate que la fonction en,β a un rayon de
convergence strictement supérieur à 1.
Si |β| = ω, on constate aussi que les coefficients de Ln,β on une valeur absolue

|πm−idγp
i

| = |πm−i| = ωp−m+i

(0 ≤ i ≤ m− 1)

qui se trouve dans l’intervalle ]ω, 1[.

Théorème 25.26. — Le H†K′-moduleMn,β
déf
= H†K′ fn,β(

1
x ) est un module différen-

tiel (de rang 1) soluble. Il est isomorphe à H†K′ si et seulement si |β| < ω.

Les H†K′-modules différentiels φ̃∗
(
Mn,β

)
etMn,β sont isomorphes.

Preuve. — Comme

η(x)
déf
=

d

dx

(
fn,β(

1

x
)
)
f−1n,β(

1

x
) = −β x−n−1 − x−2Ln,β(

1

x
) ∈ K ′[ 1

x
] ⊂ H†K′ ,

Mn,β est un H†K′-module différentiel. Plus préciément on a

Mn,β = H†K′⟨D⟩/H†K′⟨D⟩.(D − η).

Comme fn,β(
1
x ) appartient à BK′

(
]1,∞]

)
, l’espace HomH†

K′ ⟨D⟩

(
Mn,β ,BK′

(
]1,∞]

))
est de dimension 1. Le corollaire 14.5 affirme alors que

dimK′

(
HomH†

K′ ⟨D⟩
(
Mn,β ,At1(1)

))
= 1 = dimH†

K′

(
Mn,β

)
.

Autrement dit, Ray
(
Mn,β , 1

)
= 1 etMn,β est soluble.

Le module différentielMn,β est isomorphe à H†K′ si et seulement si fn,β(
1
x ) appartient

à H†K′ c’est-à-dire si fn,β a un rayon de convergence strictement supérieur à 1 donc
si |β| < ω.
On choisit l’automorphisme σ par σ(πm) = πm et σ(γ) = γp. D’après le théorème

25.22, la fonction f(x) =
em,ϖ(x)

em,ϖ(xp)
a un rayon de convergence strictement supérieur

à 1. Donc la fonction

fn,β(x
−1)

fσn,β(x
−p)

=
em,ϖ(γx−d)

em,ϖ(γpx−dp)
= f(γ x−d)

appartient à H†K′ et le module différentiel φ̃∗
(
Mn,β

)
= H†K′ fσn,β(

1
xp ) est isomorphe

àMn,β .
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CHAPITRE IX

ANNEXES

Index des notations

A⟨D⟩, 69
A, 22, 64

A(I), 22

A([ρ]), 22

A∗(I), 49
A̸=0(I), 49

AK(I), 22

Aa(ρ), 37

Aa,K(ρ), 37

Atρ (r), 38

Ba(ρ), 37

Ba,K(ρ), 37

Btρ (r), 38

Cp, 6, 9

D, 32

D(a, r), 6, 37

D(a, r+), 6

D = d
dx

, 69, 86

DK(a, r), 6

DK(a, r+), 6

D∞
α (ε), 40

D∞
1 (ϵ), 65

D0
ρ(ε), 40

diag(µ,A), 70

diag(a1, . . . , aµ), 136

div(f), 49

D(I), 49

D = K((x))⟨D⟩, 95
D+(I), 49

Eρ, 33

E(a, x), 182

E(x), 181

Exp(M), 123

Eµ, 115

em,ϖ, 183

F(I), 23, 146

F∗(I), 49
φ, 149

fn,β , 185

G, 87

Gs, 72, 87

Gl(µ,A), 70

H0
(
C(I),M

)
, 48

H1
(
C(I),M

)
, 48

HomA(M,N ), 72

H(I), 35

H†, 64
I, 21

Ip, 149

Iα = [α, 1[, 63

I (matrice identité), 72

I J,J′ , 46, 49
o
I, 50

Kalg, 6

K̂alg, 6

K corps valué complet, 6

|K∗|, 9√
|K∗|, 6

“lim”, 20, 50

“lim”
n→∞

, 20, 50

Mat(µ,A), 70

MLC, 70

MLCF(R), 160

MLCS(R), 95

MLCSNL(R), 175

Mτ , 78

M≤λ, 172

Mα, 94

M>λ, 169

Mn,β , 186

τ∗(M), 78

τ∗(M, 79

Nρ(f), 22

New(M), 174

nρ(f), 22

Oρ,r, 104

P ◦(n), 178

πm, 183

pt(M), 95

ϖ, 183

ϖm, 183

Qp, 6

R, 63

Ray(M, 1−), 95

Ray(M, ρ), 87, 95

Rob
(
A(I)

)
, 116

T (µ,A) , 129

T ρ(µ,A), 129

Tλ, 161
Tλ,Q, 161

Tρ,r, 104
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t0,ρ, 37

ta,ρ, 37

W (A), 180

C(I), 21
CΩ(I), 21
wZ(ρ), 59

YG(x, y), 88

Zp, 6

α(h), 112

∆̃⊕ ∆̃′, 124
ϕ(I), 78

ϕ∗, 78
fσ , 78

f+, 40

f−, 40

Γh, 116

k[x]ρ, 27

New(f), 35

π, 94

σ∗, 78
Ω, 37

ω, 8

χ(M, B), 77

(a)n, 108

ζ∆, 116

| · |∞ sur N (valeur absolue ordinaire), 112

| · | sur N (valeur absolue p-adique), 112

| · | sur K, 6

| · |ρ sur K[x], 27

| · |ρ sur A(I), 22

| · |γ sur A⟨D⟩, 80, 83
∥ · ∥C(I) sur B(I), 35
∥ · ∥C(J) sur A(J), 28

∥ · ∥e,ρ sur un Eρ-module différentiel, 86

∥ · ∥e,Q sur un A-module différentiel, 82

∥ · ∥Sp,e,ρ sur un Eρ-module différentiel, 87

∥ · ∥op,B sur A⟨D⟩, 79
∥ · ∥ρ sur les matrices, 87

∥ · ∥ρ,ρλ), 82

∥ · ∥ρ,r sur Eρ⟨D⟩, 80
∥ · ∥λ,ρ, 161
∥ · ∥op,ρ,r, 103
∥ · ∥op,λ,ρ, 161
E∼, 114

Index terminologique

Absolument convexe, 12

Absolument irréductible, 175

Absorbante (partie —), 9

Anneau

p non ramifié, 178

d’Amice, 63

de Bezout, 57

de Robba, 63

popriétés algébriques, 63

popriétés topologiques, 64

de valuation, 6

des vecteurs de Witt, 180

différentiel, 68

Antécédent

faible, 160

fort, 160

Application horizontale, 72

Banach (espace de —), 11

Base de filtre, 11

convexe, 16

Base pseudo-cyclique, 92

Bezout (anneau de —), 57

Birkhoff (théorèmes de) , 129

Bornée (partie —), 9

Bornés

de A(I), 39

C-compacte (partie —), 15

C-extraite (suite), 17

Caractéristique résiduelle, 6

Changement de variable, 78

Cohérent, 52

Compactöıde (partie —), 17

Complet, 12

Condition

de Fuchs, 96

de Mittag-Leffler, 42

de Mittag-Leffler forte, 42

Convexe, 12

espace localement —, 11

partie —, 12

partie absolument —, 12

topologie localement —, 11

Corps

à valuation discrète, 9, 35

des éléments analytiques, 33

des constantes, 5, 68

des fonctions méromorphes, 23

des restes, 6

différentiel, 68

localement compact, 10

maximalement complet, 9

sphériquement complet, 9, 20
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ultramétrique, 6

Couronne, 21

Cyclique (théorème du vecteur —), 73

Disque générique, 33

Diviseur, 48

effectif, 48

Divisible (module), 14

Dual d’un espace topologique, 9

Dwork-Robba

majorations explicites, 108

théorème de décomposition, 107

Élément analytique, 33

dans la couronne C(I), 35
Effectif (diviseur), 48

Embôıtée (famille de parties), 11

Ensemble affinöıde connexe, 29

Ensemble ordonné filtrant, 41

Enveloppe injective, 18

Espace

analytique, 21

complet, 12

de Banach, 11

de Fréchet, 11

de Montel, 65

dual, 9

localement convexe, 11

normé, 11

séquentiellement complet, 12

tonnelé, 12

vectoriel de dimension finie, 10

vectoriel topologique, 9

Espace de Fréchet, 12

Essentielle (extension — ), 13

Exponentielle de Robba, 183

Exposant

à différences non Liouville, 115

non Liouville, 115

d’un module différentiel quotient, 124

d’un sous-module différentiel, 124

ensemble des —s, 112

rationalité de l’—, 170, 173

d’un A(I)-module différentiel

I fermé, 123

I ouvert, 124

d’un R-module différentiel, 170

de pente nulle, 170

Exposant näıf, 112

Exposants, 98

Extension essentielle, 13

Extension immédiate, 9

Faisceau, 46

cohérent, 52

groupes de cohomologie d’un, 48

libre, 55

localement libre, 52

Filtre, 11

convergent, 11

convexe, 16

convexe maximal, 16

de Cauchy, 11

plus fin, 11

Foncteur de Frobenius, 149

Fonction

analytique, 22

analytique bornée, 35

méromorphe, 23

surconvergente, 63

Fréchet (espace de —), 11

Frobenius (structure de), 159, 160

Fuchs

(condition de), 96

Générateur

de Tate, 182

Groupe des valeurs absolues, 6

Groupes de cohomologie, 48

Hahn-Banach (théorème de), 20

Hasse-Arf

théorème, 174

Hensel (lemme de)

classique, 28

général, 26

pour les fonctions analytiques, 30

pour les polynômes, 27

pour les polynômes différentiels, 85, 86

Idéal maximal, 6

Image inverse, 149

Indice

d’un module différentiel, 77

d’un opérateur différentiel injectif, 110

Intersections finies non vides, 11

Lazard (théorème de), 52, 60

Lemme de Hensel

classique, 28

général, 26

pour les fonctions analytiques, 30

pour les polyômes, 27

pour les polynômes différentiels, 85, 86

Libre, 55

Limite banachique

d’une suite de K, 20

d’une suite de fonctions, 50

Limite projective, 41

Linéairement compact (OK -module —), 13

Liouville

exposant à différences non —, 115

exposant non —, 115



LE THÉORÈME DE TURRITTIN p-ADIQUE 191

nombre de, 113

Localement convexe (espace —), 11

Localement libre, 52

Logarithmiquement (avoir — une propriété),

23

Lubin-Tate (polynôme de), 183

Majorations explicites de Dwork-Robba , 108

Matrice représentant la dérivation, 71

Maximalement complet (corps), 9

Mittag-Leffler

(théorème de), 44

Condition de, 42

Condition forte, 42

décomposition de, 33

Module

linéairement compact, 13

Module différentiel, 70, 71

complètement irréductible, 175

de pentes supérieures à λ, 169

de Robba, 115

pentes d’un —, 174

purement de pente β, 169

singulier-régulier, 96

soluble, 76, 95

Monodromie p-adique, 170

Montel (espace de –), 65

Multiplicité, 98

Nombre de Liouville, 113

Norme, 11

Norme de K-algèbre, 79

Norme de Gauss

sur A⟨D⟩, 80
Norme de Gauss, 22, 33

Norme spectrale, 87

Normes équivalentes, 11

Partie

absorbante, 9

bornée, 9

c-compacte, 15

compactöıde, 17

Pente

plus grande —, 95

purement de — β, 169

supérieure à λ, 169

Pentes, 98, 101

Pentes d’un module différentiel, 174

Pochhammer (symbole de ), 108

Point

adhérent, 11

de Berkovich, 32, 37

fermé, 21

générique, 37, 88

géométrique, 21

ordinaire, 148

singulier régulier, 96

Polaire (d’une partie), 9

Polygone de Newton, 23, 83, 98, 174

Polygone de valuation, 24

Polynôme

ρ-extrémal, 25

de Lubin-Tate, 183

différentiel, 69

différentiel hypergéométrique, 108

Préfaisceau, 46

Présentation (d’un module différentiel, 81

Presque périodique, 36

Puiseux (théorème de), 101

Résolvante, 88

Rayon

d’un point générique, 37

Rayon de convergence

fonction —, 93

Rayon de convergence, 87

Restriciton des scalaires, 79

Robba

module différentiel de, 115

théorème de l’indice de, 110

Séquentiellement complet, 12

Sections globales, 54

Semi-norme, 10

Semi-norme quotient, 82

Signature (d’un A(J)-module), 52

Singularité

apparente, 146

apparente (élimination), 147

régulière, 148

Soluble (Module différentiel), 76

Sphériquement complet (corps —), 9

Structure de Frobenius, 160

faible, 159

forte, 160

Suite exacte longue, 48

Symbole de Pochhammer, 108

Système cofinal dénombrable, 41

Système projectif, 41

d’espaces vectoriels, 44

de groupes, 44

Tate (générateur de), 182

Théorème

d’annulation de Mittag-Leffler, 44

de Baire, 12

de Birkhoff algébrique, 129, 143

de Birkhoff analytique, 136, 142, 144

de décomposition de Mittag-Leffler, 33

de Hahn Banach, 20

de Hasse-Arf, 174
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de l’indice de Robba, 110

de Lazard, 52, 60

de Puiseux, 101
du vecteur cyclique, 73

Tonnelé (espace topologique —), 12

Topologie
définie par la valeur absolue, 6

de A(I), 39

localement convexe, 11
produit, 17

quotient, 82

Topologique (espace vectoriel), 9

Transformations de cisaillement, 97

Transport de structure, 78

Ultrafiltres, 11

Uniformisante, 9, 36

Valeur absolue non-archimédienne, 6

Valuation, 6

Valuation discrète, 9, 35

Witt (anneau des vecteurs de), 180

Wronskien, 108
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422 p. , 1981.
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[10] , “Systèmes différentiels linéaires p-adiques, structure de Frobenius faible.”, Bull.
Soc. Math. Fr. 109 (1981), p. 83–122.

[11] , Differential modules and p-adic differential equations. (Modules différentiels et
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