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Introduction

Le but de ce texte est d’exposer, aussi completement que possible, les outils de la
théorie des équations différentielles p-adiques en vue de comprendre la démonstration
du théoréme de Turrittin p-adique donnée dans [38]. On connait deux autres
démonstrations ([1] et [34]) de ce théoreme qui est aussi parfois appelé “conjecture
de Crew” ou “théoréeme de monodromie p-adique”. Ces trois démonstrations sont de
natures assez différentes : la démonstration présentée ici est presque exclusivement
différentielle et constitue ainsi 'un des aboutissements de la théorie des équations
différentielles p-adiques. La démonstration de [1] est aussi basée fondamentalement
sur la théorie des équations différentielles p-adiques mais est de nature galoisienne.
La démonstration de [34] quant & elle exploite I'aspect ¢-module (structure de
Frobenius forte dans la terminologie utilisée ici).

Cette présentation globale est destinée d’abord a éviter au lecteur la consultation
de nombreux articles avec des notations non homogenes, voire contradictoires. Elle
veut aussi donner de la cohérence a I’ensemble de la théorie en énoncant les résultats
intermédiaires sous la forme précise ou ils seront utilisés dans la suite. Enfin elle
apporte quelques améliorations et simplifications.

La plupart des résultats exposés ont été publiés par ailleurs. L’essentiel vient
bien évidemment de [38] et de ses “préliminaires” [14], [15] et [16], mais on trou-
vera aussi des démonstrations de résultats “classiques” comme ceux de [36] ou plus
particuliers mais tres utiles comme ceux de [19]. L’utilisation du critere de Mittag
Leffler topologique [29] évite d’avoir & introduire tous le formalisme de la géométrie
analytique rigide. Il permet ainsi d’étendre aux couronnes ouvertes des résultats con-
nus uniquement pour les couronnes fermées. Ce texte reprend plusieurs themes déja
présents dans [17] en donnant les démonstrations qui étaient absentes de ce cours.

Classification mathématique par sujets (2000). — 12H25,14F30.
Mots clefs. — p-adic coefficients.
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En trois occasions : décomposition des matrices en facteurs singuliers, suppression
des singularités apparentes et existence d’une structure de Frobenius, ce texte contient
des démonstrations nouvelles. Les simplifications et clarifications qu’elles apportent
par rapport aux démonstrations publiées respectivement dans [9] et [13] permettent
une amélioration notable des résultats. En particulier, les restrictions techniques sur
I’existence d’'un antécédent de Frobenius sont supprimées et on obtient le meilleur
résultat possible.

Meéme s’ils restent vrais dans un cadre plus général, les résultats ne sont démontrés
que dans le cas ultramétrique ceci afin d’éviter la pathologie liée a ’existence de séries
divergentes dont le terme général tend vers zéro.

En fait, le texte présente trois théories explicitant la structure des équations dif-
férentielles linéaires ordinaires dans trois contextes différents.

Dans la premiere, les coefficients sont dans un corps de séries formelles de car-
actéristique nulle. Ses résultats principaux sont les théoremes de Fuchs (cas régulier)
et Turrittin “classique” (cas irrégulier). La démonstration présentée est essentielle-
ment due & Robba [43]. Elle repose sur un lemme de Hensel pour les opérateurs
différentiels. Sa présence a un but didactique : elle met en effet en jeu un mécanisme
qui sera repris dans la démonstration du théoréeme de Turrittin p-adique mais hors de
toutes les difficultés techniques qui peuvent alors le masquer.

Dans la deuxieme, les coefficients sont dans le corps des éléments analytiques dans
le disque générique. Les résultats sont essentiellement dus & Dwork et Robba [22].
Dans un certain sens, le théoreme de décomposition suivant les pentes, qui représente
une étape essentielle dans la démonstration du théoreme de Turrittin p-adique, est
une version “en famille” de cette théorie.

Dans la troisieme, les coefficients sont dans I’anneau de Robba. Ses résultats sont
étonnament proches de ceux de la théorie formelle. Toutefois, les démonstrations
sont beaucoup plus sophistiquées. La difficulté fondamentale est que, contrairement
a ce qui se passe dans le cas formel, le rayon de convergence des solutions d’une
équation différentielle ne se lit pas directement sur les coefficients de ’équation. On
surmonte cette difficulté grace a l'existence d’une structure de Frobenius (faible). Déja
dans le cas régulier, cela empéche de donner une définition simple des exposants et
contraint a utiliser un processus analytique compliqué pour les définir. Cette difficulté
est intrinseque et due fondamentalement & ’existence de nombres de Liouville (trop
bien approchés par les entiers). Pour des raisons analogues, le cas irrégulier n’est
pas completement accessible : les équations différentielles de pente a dénominateur
divisible par p sont irréductibles par Frobenius. Pour obtenir le théoréme final, on
doit avoir recours & une astuce (due & Mebkhout) qui, malheureusement, oblige & se
limiter au cas des équations différentielles ayant une structure de Frobenius (forte).

Le Plessis Paté le 14/6,/2007
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CHAPITRE 1
ELEMENTS ANALYTIQUES

Nous introduisons dans ce chapitre les anneaux de fonctions (en une variable) qui
vont intervenir dans ce livre. Puisqu’il s’agit d’anneaux de fonctions analytiques, le
corps dans lequel se trouvent leurs coefficients (de Taylor) joue un réle important. En
particulier, quand on considére ces anneaux comme des anneaux différentiels pour la

dérivation par rapport & la variable, ce corps est le corps des constantes.

1. Le corps des constantes

1.1. Corps ultramétriques. — Un corps K est dit valué s’il est muni d’une valeur
absolue non-archimédienne c’est-a-dire d’une application |-| de K dans [0, oo[ vérifiant

ol =0 = =0 , oyl =lzllyl ,  |z+yl < max{|z][y[}.
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Nous n’excluons pas le cas de la valeur absolue triviale (Jz| = 0 pour = # 0). Pour
chaque nombre p de l'intervalle |0, 1[, on peut aussi considérer la valuation définie par

v(x) = —logy ,(x) = log(x)/ log(p).

Dans certaines situations 'utilisation de la valuation est plus naturelle et simplifie les
formules. Toutefois le passage de la valeur absolue a la valuation n’est pas toujours
facile en particulier parce qu’elle renverse les inégalités. Pour garder une certaine
unité dans ce livre nous n’utiliserons les valuations que de maniere exceptionnelle.
Ceci nous conduira, par exemple, & tracer systématiquement les graphes des fonctions
en coordonnées logarithmiques. On note

Ok ={z € K; |z| <1} V'anneau de valuation de K,

Px ={z € K; |z| <1} son idéal mazimal,

k = Ok /Pk son corps des restes,

p sa caractéristique résiduelle, c’est-a~dire la caractéristique du corps k.

|K*| = {|a|; a € K*} son groupe des valeurs absolues. Ce groupe (multiplicatif)
est naturellement isomorphe au groupe (additif) v(K*) = {v(a); a € K*} des
valuations de K.

Soit K un corps valué. Pour a dans K et r > 0, on pose
Dk (a,r) (ﬁf{x €K;lr—al<r}, Dg(ar") d:éf{IG K; |z—al <r}.

Si aucune confusion n’est & craindre, on écrira D(a,r) (resp. D(a,r")) pour Dk (a,r)
(resp. Dg(a,7)). Le corps K est munit de la topologie définie par la valeur absolue
c’est-a-dire celle pour laquelle les disques D(a,r) forment une base de voisinage du
point a. La famille {D(a, T+)}r>o est alors aussi une base de voisinage de a.

Lorsque le corps valué K est complet, sa valeur absolue se prolonge de maniere
unique & sa cloture algébrique K? faisant de ce dernier un corps valué non complet
mais dont la complétion K#lg est algébriquement close (et complete). Il résultera du
lemme 2.14 que |K#¢"| = \/|[K*| = {|a|'/"; a € K, n € N}.

Exemple 1.1. — On notera Q, le complété de Q pour la valeur absolue p-adique
(en général normalisée par |p| = 1/p), Z, son anneau de valuation (complété de Z
pour la valeur absolue p-adique) et C, le complété de la cléture algébrique de Q,,.

’ Dans ce livre, K sera un corps valué et complet de caractéristique nulle,

’ on notera p la caractéristique de son corps résiduel. ‘

En particulier, si p # 0, le corps K contient un sous corps valué isomorphe a Q,.

Lemme 1.2. — Soit K un corps valué et soit 0 : K — K un endomorphisme (de
corps) qui est continu pour la topologie définie par la valeur absolue. S’il existe un
élément u de K tel que 0 < |u| <1 et o(u) = u. Alors o est une isométrie.

Preuve. — L’endomorphisme ¢ étant continu. Pour a dans K, on a :

la] <1 = lima"=0 = ILm o@)=0 = |o(a)| <1l

n— oo
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On en déduit que, pour a et b dans K,
la| < b = ‘%‘ <1 = ’a(%)‘ <1 = |o(a)| < |o(d).

Par ailleurs, pour a dans K*, il existe un entier n tel que |u|"~! < |a| < [u[**1. On
a alors [u["~! = |o(u)["! < |o(a)| < |o(u)[* = |u[**1. On en déduit que
|2 = "=t _ lo(@)] _ Jul"*

et T el

= |ul®.

Cet encadrement étant valable pour tout nombre de K™*, il est aussi valable pour a®
pour s entier. Il vient donc

S
u| 7 < < Jul?

7]
a

cest-a-dire |u|72/* < @
obtenir |o(a)| = |al. O

< |ul?/5. 11 suffit alors de faire tendre s vers I'infini pour

Si la valeur absolue de K est triviale, tout endomorphisme injectif de K est
évidemment une isométrie. Lorsque la valeur absolue de K est non triviale, ce n’est
plus le cas comme le montre ’exercice 1.3. une hypothese du genre “la valeur absolue
restreinte au sous-corps des invariants de o n’est pas triviale” (qui est celle du lemme
1.2) est indispensable

Ezercice 1.3. — Soit k un corps. On choisit un nombre p de Uintervalle ]0, 1] et on
munit le corps K = k((z)) de la valeur absolue associée & la valuation “z-adique”

oo
‘ E oy’
s=d

Vérifier que I'application o :f(x) — f(2?) est un endomorphisme injectif de K mais
pas une isométrie.

=p? si ag #0

Corollaire 1.4. — Sile corps valué K contient le corps Q, comme sous corps valué.
Tout endomorphisme (de corps) de K qui est continu pour la topologie définie par la
valeur absolue est une isométrie.

Preuve. — Pour tout endomorphisme o de K et tout entier n, on a o(n) = n. Comme
K >Qp onal<|pl <1 etlélément u = p satisfait ’hypothese du lemme 1.2. O

Définition 1.5. — On définit le nombre w par la formule :
plM P <1 sip#0
w = .
1 sip=20

Le corollaire 1.7 montre que w est le rayon de convergence de la fonction exponentielle.
C’est I'une des raisons pour laquelle ce nombre va intervenir dans les calculs. Sa
définition introduit aussi une différence fondamentale entre le cas de la caractéristique
résiduelle nulle et celui de la caractéristique résiduelle non nulle.
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Lemme 1.6. — Pour p >0, s > 1 et la normalisation |p| = p~*, on a

W< sl < w(s + 1)
avec éqgalité respectivement pour s = p* et s = p" — 1.

Preuve. — On utilise la valuation normalisée par v(p) = 1 de telle sorte que
‘v(w)

—v(x)

|z = |p["™* =p v(x) = —log,(|z]).

On note [z] la partie entiere de x et on écrit 'entier s dans la base p : s = Z?:o sip’
avec 0 < s; <p—1et h=[log,(s)]. Il vient :

% ho h h i
RERED S 3) S P S
=1 =1 i=j "
h ; h
_ ol LN
- i:lszp_l _p—l(s Zz:(:)sz).

D’une part, comme s > 1,on a 1 < Z?:o s;, avec égalité pour s = p".

D’autre part, on va montrer que
1 & h
(1) pr— ; 8 < ;logp(si +1) <log,(s +1).

avec égalité pour s = p"*! — 1. L’encadrement du lemme s’en déduit facilement.

Pour la premiére majoration de (1), on remarque que, pour 0 < s < p—1, 0n a
s < (p—1)log,(s + 1), car la fonction s + log,(s + 1) est concave sur l'intervalle
[0,p — 1] et prend les valeurs 0 et 1 aux extrémités de cet intervalle.

Pour la deuxiéme majoration de (1) on fait une récurrence sur h.
Pour h =0, on a s = sq et le résultat est évident.
Pour h > 0, on pose s = 2?2—01 s;p" < p" — 1. L’hypothese de récurrence donne :

h
Zlogp(si +1) < log,(5+1)+1log,(sn +1) =1log, ((5+ 1)sp +5+1)
i=0

< log, (phsh—|—§+ 1) =log, (s +1). O
Corollaire 1.7. — On a w = lim |s!|/*.
Preuve. — C’est évident si p = 0 car alors |s!| = 1 pour tout entier s # 0.
Si p > 0, c’est une conséquence facile du lemme 1.6. O
Définition 1.8. — On dit que le corps K est a valuation discréte si le groupe |K*|

est un sous-groupe discret de R*. Dans ce cas, on appelle uniformisante du corps K
tout nombre w de 'anneau de valuation Ok dont la valeur absolue |w| engendre le
groupe |K*|, autrement dit tel que || < 1 et |K*| = |=|Z.

Définition 1.9. — On dit que le corps K est sphériquement complet si, dans K,
toute suite de disques D,, = Dk (an, ) = {x € K; |z — ay| < 1} emboités (c’est-
a-dire tels que D,,+1 C D,,) a une intersection non vide.
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Remarque 1.10. — On dit que le corps K est maximalement complet s’il n’a pas
d’extension immédiate c’est-a-dire de corps le contenant strictement mais ayant le
méme corps des restes et le méme ensemble de valeurs absolues. On montre qu'un
corps est maximalement complet si et seulement s'il est sphériquement complet [32].

Selon les situations, nous devrons supposer que le corps K a certaines propriétés.
Malheureusement, celles-ci sont incompatibles. Par exemple, si le corps K est algébri-
quement clos, il n’est pas a valuation discrete. On peut le supposer sphériquement
complet et algébriquement clos, mais il est alors vraiment tres gros ce qui entraine
aussi des difficultés. On arrive a contourner tous ces problémes, mais il faudra
soigneusement préciser les hypotheses faites dans chaque théoréme et éviter qu’elles
ne soient contradictoires.

Exercice 1.11. — Montrer qu’un corps a valuation discrete est sphériquement com-
plet si et seulement §’il est complet [on montrera que les suites de disques emboités
sont soit constantes soit ont une intersection réduite & un point].

Exercice 1.12. — Montrer que le corps C,, complété de la cloture algébrique de
Qp, n’est pas sphériquement complet [en utilisant la dénombrabilité de I’ensemble des
nombres algébriques sur Q et le fait que ces nombres sont denses dans C,, on montrera
que ’ensemble des disques de rayon 7 > 0 donné est dénombrable contrairement a
I'ensemble des intersections des suites de disques emboités dont le rayon tend vers r].

1.2. Espaces vectoriels topologiques. — Un K-espace vectoriel E est dit topolo-
gique s'il est muni d’une topologie pour la quelle les applications (z,y) — x + y et
(A, z) = Az (respectivement de F x F et K x E dans F) sont continues.

Définitions 1.13. — Soit E un K-espace vectoriel topologique.

e Une partie V de E est dite absorbante si E = |Jyox AV. Par exemple, tout
voisinage V de 0 dans un espace vectoriel topologique est une partie absorbante
(Papplication A — Az est continue).

e Une partie B de E est dite bornée si, pour tout voisinage V de 0, il existe un nombre
A du corps K tel que B soit contenue dans AV.

e Le dual (fort) E' de E est le K-espace vectoriel des formes linéaires continues sur
E muni de la topologie de la convergence uniforme sur les parties bornées de F.
Autrement dit, une base de voisinages de 0 dans E’ est formée par les sous-ensembles

polaires B° = {T eE'; VeeB)|T(x) < 1} des parties bornées B de E.

Dans le cadre ultramétrique, supposer le corps K localement compact (c’est-a-
dire & valuation discréte et avec un corps des restes fini) est une restriction souvent
trop contraignante. La démonstration “classique” du théoreme 1.14 n’est donc pas
suffisante. Celle, plus générale, donnée ici se trouve dans [30] page 50. Le cas des
espaces normés est aussi traité dans [2] page 19 (réédition [3]) ou dans [11] page 3.

Théoréme 1.14. — Le corps K étant supposé complet, tout K-espace vectoriel £
topologique séparé de dimension finie n est homéomorphe a K™ muni de la topologie
produit. En particulier, toutes les normes définies sur E sont équivalentes.
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Preuve. — On choisit une base (eh RN en) de E et on montre que la bijection canon-
ique (A1,...,A\n) = > Ae; de K™ dans E est un homéomorphisme. Par définition
d’un espace vectoriel topologique, cette application est continue. Il reste a montrer
que son application réciproque est continue ce que ’on va faire par récurrence sur la
dimension n.

Pour n =1, € > 0 étant donné, il faut trouver un voisinage V' de 0 dans E tel que
Pon ait |A| < & dés que Aey appartient & V.
Construction de V : espace E étant séparé, il existe un voisinage Vi de 0 qui ne
contient pas e;. Par continuité de l'application (u,x) — px, il existe a > 0 et un
voisinage W de 0 tels que pz appartient & V7 des que |u| < a et z appartient & W.
Choisissons un nombre ¢ du corps K tel que 0 < |¢| < ae et posons V = c¢W. Clest
un voisinage de 0 comme image réciproque de W par Papplication x — 13@
V' convient : soit Ae; dans V. Par définition de V, e1 appartient a W Si|Al > e,
on aurait |c| < ae < a|A| et donc e; = £(2e) appartlendralt a Vi ce qui n’est pas.

Pour n > 1, on montre que les formes linéaires ¢; : > A\;e; — A; sont continues ce
qui, d’apres la définition de la topologie produit, suffit pour conclure.
Le noyau €P,; Ke; de {; est un espace vectoriel de dimension n — 1. Muni de la
topologie induite, il est séparé donc homeomorphe & K"~ ! d’aprés I’hypotheése de
récurrence. En particulier, il est complet donc c’est un fermé de E. Il en résulte que
Ke; = E/ker(¢;) muni de la topologie quotient est séparé. Comme c’est un espace
vectoriel de dimension 1, 'application A;e; — A; est continue. Mais, par définition de
la topologie quotient, I'application ) Aje; — Ase; est continue. Donc I'application ¢;
est continue comme composée de deux applications continues.

Le cas des espaces normés se déduit du cas général. O

Remarque 1.15. — L’hypothese de complétude est indispensable dans le théoreme
1.14. Supposons en effet le corps K non complet. Soit K son complété et soit e un
lément de K qui n’appartient pas & K. Le K-espace vectoriel engendré par {1 e}
dans K est algébriquement isomorphe & K?2. La topologie induite par celle de K et
celle donnée par cet isomorphisme sont différentes : si (A,) est une suite de K qui
tend vers e dans IA(, la suite (A, — €) tend vers 0 pour la topologie de K mais diverge
pour celle de K?2.

Une semi-norme ultramétrique sur un K-espace vectoriel E est une application
de F dans R telle que

e pour = dans F et A dans K : || Az| = |A| ||z,
e pour z et y dans E : |z + y|| < max (||z], [|y])-

Une norme sur E est une semi-norme telle que ||z|| = 0 implique z = 0.
Deux normes || - ||1 et ||+ ||2 sont dites équivalentes si elles définissent la méme topologie
c’est-a-dire s'il existe m > 0 et M tel que m|jz||; < ||z|2 < M||z||; pour tout z de E.

Définition 1.16. — Un K-espace localement convexe est un K-espace vectoriel
muni d’une topologie définie par une famille {|| - [|;};c; de semi-normes, c’est-a-dire
pour laquelle les intersections finies {z € E; (Vi € J) [|z]|; < E}E>O JCI.J fini forment
un systeme fondamental de voisinages de 0.
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Lorsque la famille de semi-normes est réduite & un élément qui est une norme, on
dit que ’espace est normé.

Un espace localement convexe est clairement un espace vectoriel topologique. Ceux
que nous aurons a considérer seront de 'un des types suivants

e cspace de Banach c’est-a-dire espace normé complet,
e cspace de Fréchet c’est-a-dire espace métrique complet,
e espace localement convexe séparé complet.

Pour préciser ces notions, rappelons rapidement les bases de la théorie des filtres.

Définitions 1.17. — Soit (X;);c; une famille non vide de parties d’un espace
topologique E. On dit que la famille

1. est emboitée si, pour i et j dans I, on a soit X; C X; soit X; C Xj,

2. a des intersections finies non vides si, pour J partie finie de I, ;. ; X; # 0,

3. est une base de filtre si les X; sont non vides et si toute intersection X; N X
contient un élément de la famille.

4. est un filtre si c’est une base de filtre et si toute partie qui contient I'un des X;
est elle-méme dans la famille.

e Une famille emboitée de parties non vides a des intersections finies non vides.

e Sila famille (X;);cr a des intersections non vides, la famille formée par ces intersec-
tions est une base de filtre. En particulier une famille emboitée est une base de filtre.
e Si la famille (X;);crest une base de filtre, alors la famille formée par les parties X
de E qui contiennent 'un des X; est un filtre.

e Par exemple 'ensemble V() des voisinages d’un point = de F est un filtre.

Un filtre (X;) est dit plus fin que le filtre (Y;) si chaque X; est 'un des Y; (cette
relation d’ordre n’est autre que I'inclusion dans I’ensemble P(P(E))).

e Les filtres maximum pour cette relation d’ordre sont appelés ultrafiltres.

e On dit qu’un filtre converge vers x §’il est plus fin que le filtre V(z).

e On dit que le point = est adhérent & un filtre (X;) s'il existe un filtre plus fin & la
fois que (X;) et que V(x).

e Si I’espace est séparé les filtres V(z) sont des ultrafiltres.

Définition 1.18. — Un filtre (X;);c; sur un espace localement convexe E est dit
de Cauchy si pour toute semi-norme || - || de la famille définissant la topologie de F et
tout £ > 0, il existe un indice ¢ tel que ||x — y|| < e pour x et y dans X;. L’espace E
est dit complet (resp séquentiellement complet) si tout filtre de Cauchy (resp. toute
suite de Cauchy) converge.

Exzemple 1.19. — Le filtre V(z) est de Cauchy car il contient les {y; [ly—z| <&}.

Remarque 1.20. — Un espace localement convexe dont la topologie est séparée et
peut étre définie par une famille dénombrable de semi-normes | - ||,, est métrisable.
On peut en effet le munir de la distance d(z,y) = > 27" min{1, ||z —y||»}. Un espace
métrique est complet si et seulement s’il est séquentiellement complet. C’est alors,
par définition un espace de Fréchet.
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Définitions 1.21. — Soit U une partie d’'un K espace vectoriel (ou plus généralement
d’'un Og-module) E. On dit que

e U est absolument conveze si ¢’est un sous-Og-module de E c’est-a-dire si, pour x
et y dans U et \ et u dans Ok, Ax + uy appartient a U,

e U est convexe si c’est un translaté d’une partie absolument convexe c’est-a-dire si,
pour z; dans U et \; dans Ok vérifiant Y ;_ A\, =1,ona Y ., \;x; dans U.

Exercice 1.22. — On suppose que p > 2. Vérifier que U est convexe si, pour x et
y dans U et X et p dans Ok tels que A+ p =1, on a Az + py dans U.

Vérifier que les combinaisons linéaires de deux éléments ne suffisent pas assurer
la convexité dans le cas p = 2 mais que I'on peut alors se limiter a des combinaisons
linéaires de trois éléments.

Remarque 1.23. — A une partie absolument convexe et absorbante V d’'un K es-
pace vectoriel F, on associe la semi-norme py définie par

py(z) =inf{{\[; A€ K, z € AV},
Inversement, & une semi-norme p on peut associer les parties
Vo ={z € E; p(x) <1} et Vb ={zeE; px) <1}

qui sont absolument convexes et absorbantes. Quand le corps K est a valuation
discrete, 'application p — V;' est une bijection de I’ensemble des semi-normes a
valeurs dans |K| dans I’ensemble des parties absolument convexes et absorbantes.

Lorsque K n’est pas a valuation discrete, on a seulement V,,, C V C Vp‘; Dans
tous les cas, on constate que la topologie de E est localement convexe si et seulement
si elle posséde un systeme fondamental de voisinages de 0 formé de parties absolument
convexes (a priori fermées si on considere les V', ouvertes si on considere les V'~ mais
en fait ouvertes et fermées dans les deux cas) ce qui justifie la terminologie.

Définition 1.24. — Un espace localement convexe E est dit tonnelé si toute partie
fermée, absolument convexe et absorbante de E est un voisinage de zéro.

Le théoreme de Baire montre que tout espace de Fréchet est tonnelé.

1.3. Différentes notions de compacité. — En général, le corps K n’est pas
localement compact. La notion de compact n’est donc pas adaptée pour 1’étude des K-
espaces vectoriels localement convexes. Toutefois, on a introduit plusieurs analogues
de la compacité. Dans ce paragraphe, nous définissons les trois plus importantes et
nous étudions leurs relations.

1.3.1. Og-module linéairement compact. — La premiére notion est définie par une
variante algébrique de la propriété de Borel-Lebesgue dans laquelle les convexes rem-
placent les fermés (mais la réunion de deux convexes n’est pas un convexe !).

Définition 1.25. — Un Og-module U est dit linéairement compact si toute famille
de parties convezres de U dont les intersections finies sont non vides a une intersection
non vide.
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Tout sous-module (resp. module quotient) d’un Ox-module linéairement compact
est évidemment linéairement compact.

Proposition 1.26. — Un espace vectoriel F' de dimension finie sur un corps K
sphériquement complet est linéairement compact.

Preuve. — On fait une démonstration par récurrence sur la dimension de F.

Si F est de dimension 1, les parties convexes de F' sont des disques. Comme K
est ultramétrique, deux disques ayant une intersection non vide sont emboités. Une
famille de parties convexes de K est donc une famille emboitée de disques. Seule une
infinité dénombrable de ces disques sont distincts et leur intersection est non vide car
le corps K est sphériquement complet.

Si F est de dimension n, on le décompose en somme directe G® H avec G et H de
dimension non nulle. Soit (X;) une famille de convexe ayant des intersections finies
non vides. L’image d’un convexe par une application linéaire étant un convexe, si on
note p la projection de F' sur H, la famille (p(XZ)) a des intersections finies non vides
donc, d’apres 'hypothése de récurrence, une intersection qui contient au moins un
point #. Maintenant, la famille de convexe (p~*(z) N X;) est contenue dans I’espace
affine p~!(z), isomorphe & G, et a des intersections finies non vides. Elle a donc une
intersection non vide d’apres I'hypothese de récurrence. Ceci permet de conclure car

NX: 5N (@) N Xi) #0. O
Le lemme suivant n’est évidemment intéressant que pour les modules de torsion.

Lemme 1.27. — Dans un O -module, \x =0 et x # 0 implique || < 1.

Preuve. — Si |A| = 1, X est inversible dans Ok et Az = 0 implique = Az = 0. O
On peut donner une sorte de réciproque de la proposition 1.26.

Proposition 1.28. — Un Ok -module U linéairement compact contient un sous-
module M de type fini tel que, pour tout x # 0 de U, Ogx(\M # {0} (on dit
alors que U est une extension essentielle de M ).

Preuve. — Supposons, a contrario, que, pour tout sous-module M de type fini de U,
il existe un élément xp; non nul de U tel que Ok zpr (VM = {0}. On pourrait alors
construire par récurrence, une suite (z,,) d’éléments non nuls de U en posant
M, = {0}, T = Tpp,, avec My, = Ogaxo+ -+ OgTm_1.
Par construction on aurait Ogzpy, [ My = {0} c’est-a-dire
m
xm;«éO et ()\iEOK; Z)\ixi:O)?Am,Tm:O.

i=0
Par récurrence descendante, on obtiendrait

(2) ()\Z—GOK; ZAm:o) = (Vi) Nai=0 = (Vi) |n| <L
=0

Or cette implication n’est pas toujours vraie. En effet, notons X, le plus petit convexe

de U qui contient les x,, pour m > n : c’est 'ensemble des sommes > . ApZTm
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avec )\, dans Ok presque tous nuls et > A, = 1. La famille (X,,) est emboitée.
L’intersection des X,, contient donc au moins un point x.

Comme z appartient & Xo, on a z = Y. \iz; avec \; dans O et > o oA, = 1.
Mais comme z appartient a X,, 1, on peut aussi trouver des \; dans Ok tels que
x = Zfinﬂ(—)\i)xi (et Z?Ln-}-l(_)\i) =1). On en conclut que Zi]\io Aixz; = 0. Mais
on a évidemment max |[A\;| = 1 ce qui contredit "implication (2). O

Corollaire 1.29. — Soit K un corps sphériguement complet et E un K -espace vec-
toriel. Une partie absolument convere de E (c’est-a-dire un sous Og-module) est

linéairement compacte si et seulement si elle est contenue dans un sous-espace vecto-
riel de dimension finie.

Soit C' un Og-module contenu dans un K-espace vectoriel A. Il n’est pas difficile
de prolonger une application Og-linéaire (morphisme de Og-module) de C' dans un
K-espace vectoriel B (de dimension finie) en une application K-linéaire de A dans
B. La proposition suivante généralise cette situation a des modules éventuellement
de torsion.

Proposition 1.30. — Soit A et B deur Og-modules, C un sous-module de A et f
une application Ok -linéaire de C dans B. On suppose que B est linéairement compact
et qu’il existe A dans Ok tel que

1. Az = 0 pour tout élément x de A,
A
2. pour z dans B et p dans Ok tel que || < |u| et =z =0, il existe y dans B tel
I
que py =z (si A =0 on dit que B est divisible).

Alors [ se prolonge (en général de maniére non unique) en une application Ok -
linéaire f de A dans B.

Preuve. — Considérons I'ensemble des couples (Q, f) formés d’un sous-module @ de
A contenant C' et d’une application Og-linéaire ]?de @ dans B prolongeant f. C’est
un ensemble inductif pour la relation d’ordre “prolongement” : (Q, f) < (R,g9) si Q
est un sous-module de R et fest la restriction de g & ). Notons (Q, f) un élément
maximal. Supposons qu’il existe z dans A mais pas dans @. IL’ensemble I, des
scalaires p de Ok tels que px appartienne & @ est un idéal de Ok (éventuellement
réduit & 0.). Pour p dans I;, on considére ’ensemble

D, = {y €B; py = f(ux)}-
On vérifie facilement que D,, est convexe. C’est aussi une partie non vide de B :
e pour || < |A, ona pxr =0donc f(pr) =0=p0et 0€ D,
e pour |u| > |A|, posant z = f(ux), on a éz = f(Ax) = 0. D’aprés I’ hypothese
2, il existe y dans B tel que puy = 2 donc'udans D,.

Pour |p| > |¢/|, la Og-linéarité de f montre que D,, C D,s. Donc la famille

D“)u cr, ©st emboitée. Comme B est linéairement compact, on peut choisir un
x

élément y dans 'intersection des D,,. Par construction, on a uy = f(ux) deés que px
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appartient a (). On définit alors une application Og-linéaire g de @ + Oxx dans B
en posant, pour p dans Ok,

9(z + px) = f(2) + py.
C’est un prolongement de fce qui contredit la maximalité de f Donc @ = A. O

1.3.2. Parties c-compactes. — La proposition 1.28 et son corollaire montrent qu’un
produit infini de modules linéairement compacts n’est pas linéairement compact. Nous
devons introduire une notion plus topologique pour obtenir la stabilité par produit
quelconque. Nous nous limiterons a des Og-modules sans torsion, c¢’est-a-dire a des
parties absolument convexes d’un espace localement convexe.

Définition 1.31. — Une partie U d’un K-espace localement convexe E est dite c-
compacte si elle est absolument convexe et si toute famille de parties de U convezes
et fermées (pour la topologe induite), dont les intersections finies sont non vides, a
une intersection non vide.

Remarque 1.32. — Soit U une partie c-compacte d’un espace localement convexe
E, et soit V un ouvert absolument convexe de E. Alors le quotient U/V est un Og-
module linéairement compact. En effet, par construction, il est muni de la topologie
discrete. En particulier, ses parties convexes sont fermées et leurs relevements dans
U sont des parties convexes et fermées de U.

FEzxercice 1.33. — Une conséquence de la remarque précédente est que VNU est un
ensemble fermé. Montrer directement qu’un ouvert absolument convexe est fermé.

Les définitions étant voisines, il n’est pas étonnant que les parties c-compactes
alent des propriétés analogues a celles des compacts.

Proposition 1.34. — Soit E un espace localement conveze.

1. toute partie V' absolument convexe contenue et fermée dans une partie c-
compacte U de E est c-compacte.

Si E est séparé,

2. toute partie c-compacte de E est fermée,
3. toute intersection (resp. réunion finie) de parties c-compactes est c-compacte.

Preuve. — 1.— Les fermés convexes de V sont des fermés convexes de U.

2.— Soit  un point adhérent & U. La famille {VNU} indexée par les voisinages fermés
V de z a des intersections finies non vides. Par définition de la topologie induite, c’est
une famille de fermés. Comme U est c-compacte, elle a une intersection non vide.
L’espace localement convexe E étant séparé, l'intersection des voisinages (fermés) V
de x est réduite & {z}. Donc x appartient a U.

3.— Soit U; une famille de parties c-compactes, donc fermées d’apres 2. Leur intersec-
tion est fermée et contenue dans I'une d’entre elles, donc c-compacte d’apres 1.

Soit Uy,...,U, des parties c-compactes et soit F; une famille de parties convexes
fermées contenues dans leur union et ayant des intersections non vides. Si, pour tout
1 < j < n il existait une intersection finie G; de parties F; telle que U; NG; = 0, alors
F' = NG; aurait une intersection vide avec chacun des U; donc serait vide, ce qui n’est
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pas. Donc il existe un indice j tel que les (fermés) U; N F; aient des intersections finies
non vides et donc une intersection non vide car U; est c-compacte. L’intersection des
F; n’est donc pas vide. O

Définitions 1.35. — Soit (X;);c; une famille non vide de parties d’un espace lo-
calement convexe E. On dit que la famille est
1. une base de filtre convexe si c’est une base de filtre et si les X; sont convexes,
2. un filtre convexe si c’est un filtre engendré par une base de filtre convexe,
3. un filtre convexe mazimal s’il n’existe pas de filtre convexe strictement plus fin.

e Si la famille de convexes (X;);cr a des intersections non vides, alors la famille formée
par ces intersections est une base de filtre convexe.

e La base de filtre convexe engendrant un filtre convexe n’est pas unique.

e La famille V(z) des voisinages d’un point x est un filtre convexe.

e Un filtre convexe maximal possede un point adhérent si et seulement s’il converge.
Si l'espace E est séparé, il est alors de la forme V(z).

Proposition 1.36. — Une partie absolument convexe U d’un espace localement conveze
séparé est c-compacte si et seulement si tout filtre convexe mazimal sur U converge.

Preuve. — Supposons que U est c-compacte. Soit (X;);cr une famille de convexes
contenus dans U formant la base d'un filtre convexe maximal F. La famille (X;);cs
des adhérences forme une famille de fermés convexes ayant des intersections finies non
vides. L’intersection des X; est donc non vide et tout point de cette intersection est
un point adhérent de F. Ce filtre convexe étant maximal, il converge.

Supposons que tout filtre convexe maximal sur U converge. Soit (X;);c; une
famille de convexes fermés contenus dans U ayant des intersections finies non vides.
La famille de ces intersections est la base d’un filtre convexe F. D’apres le lemme de
Zorn, il existe un filtre convexe maximal plus fin que F. Ce dernier est de la forme
V(x) et xappartient a tous ses éléments. En particulier z appartient aux X;. O

Proposition 1.37. — Soient {FE;}; une famille d’espaces localement convezes et,
pour chaque indice i soit U; une partie c-compacte de E;. L’espace E = [],.; E; est
localement conveze et la partie U =[]

iel
i1 Ui est une partie c-compacte de E‘E
Preuve. — Notons p; la projection canonique F — Fj; et, pour chaque indice %, choi-
sissons une famille (p; ;)jes, de semi-normes sur E; qui définissent la topologie. On
vérifie facilement que les semi-normes (pi’j opi)j el définissent la topologie produit
c’est-a-dire la moins fine rendant les projections pl continues.

Chacune des parties U; étant absolument convexe, il en est de méme de la partie U.
Soit F un filtre convexe maximal sur U. Pour chaque indice ¢, la famille p;(F) engen-
dre un filtre convexe maximal sur U;. Puisque U; est c-compacte, ce filtre converge
vers un point z; et on constate que le filtre F converge vers le point [] ;. O

Ezxercice 1.38 (suites c-extraites [16]-1.3). — Soit (x,) une suite d'un K-es-
pace vectoriel E. On dit que la suite (y,) est c-extraite de la suite (z,) si, pour
tout n, y, appartient au plus petit convexe U,, contenant les x; pour ¢ > n.
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1. Vérifier que y,, = Zi\;n Ain%; pour des \;,, dans Ok tels que Zf\;n Ain = 1.
En déduire qu’une suite extraite (au sens ordinaire) est c-extraite.

2. Montrer qu'une suite c-extraite d’une suite c-extraite est c-extraite.

3. On suppose que F est muni d’une topologie localement compacte et que la suite
(zn,) est contenue dans une partie U c-compacte et bornée de E. Montrer qu’il
existe une suite (y,) c-extraite de la suite (z,) qui est convergente
[considérer les fermés U,,).

4. On suppose que F = K et que K est sphériquement complet et on considére
une suite bornée (x,) de K. Montrer que 'ensemble des limites des suites
convergentes c-extraites de (z,) forment un disque non vide. En déduire que
“lim” x,, (voir corollaire 1.45) est la limite d’une suite c-extraite de (zy,).

1.3.3. Parties compactoides. — La notion de partie c-compacte est trés utile mais
rarement facile a vérifier. Nous introduisons la notion de partie compactoide qui
est, en général, plus directement accessible. En fait, le théoréme 1.41 dit que ces
deux notions sont tres voisines. Ce résultat fondamental est apparu pour la premiere
fois dans [31]. D’autres démonstrations ont été proposées ([48] proposition 2.2, [39]
théoreme 2.3.22,...) mais elles sont difficiles & se procurer. La démonstration que nous
en donnons reprend les idées suggérées dans [31] mais en les explicitant. Elles sont
beaucoup plus naturelles que ce qu'une premiere lecture peut laisser croire.

Définition 1.39. — Une partie U d’'un K-espace localement convexe E est dite
compactoide si, pour tout voisinage V de 0, il existe un Og-module de type fini G tel
que U soit contenue dans G + V.

Lemme 1.40. — Soit E un espace localement convexe séparé et soit V un systéme
fondamental de voisinages de 0 dans E formé d’ouverts absolument convezes (voir
remarque 1.23). Chaque quotient E/V étant muni de la topologie discréte, on munit
le produit € = [],c\, E/V de la topologie (localement convexe) produit. L’application
f: E — &, construite a partir des projections E — E/V | est un homéomorphisme
de E avec une partie de .

Preuve. — L’application f est linéaire par construction.

Soit © # 0 dans E. L’espace E étant séparé, il existe, dans V, un voisinage V qui
ne contient pas z. Le point x a donc une image non nulle dans E/V et f(x) # 0.
L’application f est injective et réalise un isomorphisme de E sur une partie de £.
Les projections E — E/V sont continues et 'application f est continue par définition
de la topologie produit. Notons py la projection &€ — E/V. Pour V dans V I'ensemble
Uy = {(z) € &; pv(z) = 0} est un ouvert de £&. Donc f(V) = Uy N f(E) est un
voisinage de 0 de f(F) pour la topologie induite. L’application f est ouverte. O

Théoréme 1.41. — Sile corps K est sphériquement complet, une partie U d’'un K -
espace localement convexe E séparé et complet est c-compacte et bornée si et seulement
si elle est absolument convexe, compactoide et fermée.

Preuve. — Soit U une partie de E absolument convexe, compactoide et fermée.
La partie U est bornée : si V est un voisinage de 0, alors, par définition, il existe des
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point x1,...,z, de E tels que tout point de U soit de la forme x = 3 p;x; + y avec
|| <1etydans V. Comme V est absorbante, il existe, dans K, un nombre X tel que
x; soit contenu dans A\;V. On constate que U C AV pour |A| > max{1,|A1],..., |Aln}
. Autrement dit, U est une partie bornée.

La partie U est c-compacte : Reprenons les notations du lemme 1.40. Comme E est
complet, 'image f(E) est un fermé de & (c’est le point clef de la démonstration). Mais
Iimage f(U) est un fermé de f(E) donc un fermé de €. Par ailleurs, pour chaque V,
il existe un Og-module de type fini Gy tel que U C Gy + V. Autrement dit, f(U)
est contenue dans [ ], .,, Gv/V. Il résulte de la proposition 1.26 que les Ox-modules
Gy /V sont linéairement compacts c’est-a-dire c-compacts pour la topologie discrete.
D’aprés la proposition 1.37, [ [, Gv/V est c-compacte pour la topologie de €. La
partie f(U) est donc c-compacte car fermée dans une partie c-compacte (proposition
1.34-1). Il en est de méme de U.

Réciproquement, soit U une partie de E c-compacte et bornée.
La partie U est fermée d’apres la proposition 1.34-2.
La partie U est compactoide : soit V un voisinage de zéro dans E. On peut supposer
que V est absolument convexe et ouvert (voir remarque 1.23).
Puisque U est c-compacte, le Ox-module U/V, muni de la topologie discrete, est
linéairement compact. D’apres la proposition 1.28, il existe un sous-module M de type
fini dont U/V est une extension essentielle. Soit Ty, ..., T, un systeme de générateurs
du module M, soit z1,...,x, des relevements des x; dans U et soit F' le K-espace
vectoriel (de dimension finie) qu’ils engendrent. Les Ok~ modules F/V et U/V sont
des sous-modules de E/V qui contiennent M ().
D’apres la proposition 1.26, I'espace vectoriel de dimension finie F' est linéairement
compact. Il en est donc de méme du Ox-module F/V. Par ailleurs, ce module est
divisible : pour tout = de F/V et tout pu # 0 de Ok, il existe y dans F/V tel que
uy = x. On peut donc appliquer la proposition 1.30 avec A = U/V, B = F/V,
C = M et f Dapplication identité. On en déduit qu’il existe un homomorphisme
de U/V dans F/V qui est I'identité sur M. Le noyau de f est un sous-Og-module
de U/V dont lintersection avec M est réduite & 0. Comme U/V est une extension
essentielle de M (proposition 1.30), ce noyau est réduit & 0 et f est une injection.
Comme U est une partie bornée, il existe A dans Ok tel que AU soit contenu dans V.
On a alors AT = 0 pour tout T dans U/V et donc Ay = 0 pour tout g dans f(U/V)
et en particulier Ax; = 0.
Notons W le Ox-module engendré par les y; = A~ 'z; et considérons les O x-modules
A=W/V CF/V,B=(A2U)/(VNU)DU/VP, C = f(U/V) et I'application f~!
de C dans U/V C B. Comme U est c-compacte, il en est de méme de A~2U et donc

B est linéairement compact. Pour T dans W/V, on a, par construction, AT dans M et
2

A
A2T = 0. Soit maintenant p dans O, tel que |A\?| < |u|, et Z dans B tel que —z = 0.
U

(D Dans la terminologie de [31] F/V est une “enveloppe injective” de M.
(DU et V sont des parties absolument convexes donc U NV est un Ox-module.
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2
Si nous choisissons un relevement z de Z dans A~2U, cela signifie que ~— z appartient
1

1
a V NU donc, en particulier, & U. Alors y = —z appartient & A=2U et uyj = z.
I

On peut donc appliquer la proposition 1.30 et on obtient une application g de W/V
dans (A72U)/(VNU) dont la restriction & f(U/V) est f~*. On constate, maintenant,
d’une part que U/V est contenu dans 'image g(W/V') et d’autre part que le module
g(W/V') est de type fini car engendré par les g(7;). Autrement dit, le module U est
contenu dans G+ V ou G est le Oxg-module de type fini engendré par des relevements
des g(7;)- O

Remarque 1.42. — Un sous-Og-module de type fini d’un espace localement con-
vexe E est évidemment contenu dans un sous- K-espace vectoriel de dimension finie et
il est facile de voir que c’est une partie bornée. Inversement, une partie bornée d’un
K-espace vectoriel de dimension finie, disons de base {ey,...,e,}, est contenue dans
le Og-module engendré par les Ae; pour A assez grand. Toutefois, lorsque le corps
K n’est pas de valuation discrete, il existe des Og-modules contenus et bornés dans
un espace vectoriel de dimension finie qui ne sont pas de type fini. La boule unité
“ouverte” de K en est un exemple et c’est essentiellement le seul : on peut montrer
que tout Ox-module contenu et borné dans un espace vectoriel de dimension finie est
une somme finie de Ox-modules de rang un (qui sont donc isomorphes & un disque
“ouvert” ou “fermé” de K). On ne sait pas si on peut choisir ces modules en somme
directe.

Ezxercice 1.43. — On suppose le corps K sphériquement complet, on note E le
K espace vectoriel des suites de K qui tendent vers 0. On munit E de la norme
|lul| = sup;ey |ui| et on note Ey le sous espace vectoriel des suites n’ayant qu’un

nombre fini de termes non nuls. Pour chaque n > 0, on consideére les parties

D:{u:(uo,ul,...)eE; lu;| < |p|* pour ng‘}.

Dn:{u:(uo,ul,...)EEO; u; = p' pour 0§z’<n}.

1. Montrer que D est une partie absolument convexe, bornée, compactoide (utiliser
la base de voisinage V. = {u; [lu|| < e}) et fermée.

2. Montrer que les D,, N D sont des parties convexes de D formant une famille
emboitée dont l'intersection est vide.

3. En déduire que D est c-compacte mais pas linéairement compacte.

1.4. Limites banachiques. — La plupart des résultats de la théorie des espaces
vectoriels topologiques “classique”, c’est-a-dire sur R ou C, restent valides dans le
cas ultramétrique. C’est le cas pour le théoreme de Baire, déja rencontré, et ses
conséquences : théoreme de la borne uniforme, de I’application ouverte et de I'inverse
continu. Il y a cependant une exception importante : le théoreme de Hahn-Banach
n’est vrai que si le corps K est sphériquement complet. C’est I'une des raisons qui
imposent de travailler avec un corps sphériquement complet.
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Théoréme 1.44 (Hahn-Banach). — Soit K un corps sphériqguement complet, soit
V un K-espace de Banach et soit U un sous-espace vectoriel de V. Toute forme
linéaire f définie et continue sur U se prolonge en une forme linéaire f définie et
continue sur V telle que ||| < || f]I.

Preuve. — La démonstration se fait par récurrence transfinie comme dans le cas
classique. La difficulté est de prolonger la forme linéaire f & un élément x de V —U.
Pour cela, il est nécessaire (et suffisant) de trouver un élément f(z) dans K tel que :

[f@ =) = |f(@) = f@)] < 1f] = —yll

pour tout élément y de U. Posons
Dy =D(f)lfllz—ylI*) ={X € K; [X = f(»)l < [ f]l ll= — yl},

on cherche un élément f (z) qui appartiennent a U'intersection ﬂyeU D,. Il faut donc
montrer que cette intersection est non vide.
Soit y et z deux éléments de U et supposons que ||z — z|| < ||z — y||. Alors

1£(2) = f@ < 11z = yll < £l max (2 = 2l [l2 = yll) =[]l =yl

et f(z) appartienta D,. Donc D, C D,. La famille {Dy}yeU est emboitée. Comme le

corps K est sphériquement complet, elle a une intersection non vide [si on choisit une
suite y,, dans U telle que la suite ||z —y||,, soit décroissante et tende vers infy ey ||z —yl|,
alors on constate que (), cr; Dy =, Dy, |- O

Une conséquence du théoreme de Hahn-Banach nous sera particulierement utile.

Corollaire 1.45 ([47]). — A toute suite bornée (uy,) d’un corps K sphériquement
complet, on peut associer une limite banachique,, notée “lim”u,, ou “lim”u,, s’l peut
n—oo

Yy avoir confusion, qui a les propri€tés suivantes :

1. si la suite (un) est convergente alors “lim” u,, = lim u,,

2. si les suites (un) et (vn) sont bornées et si \ est dans K, alors
“Um”(Aup, + vy) = A “Um”u,, + “lim” vy,

3. si la suite (un) est bornée, alors | “lim” uy,| < limsup |uy,|.

Preuve. — Le K-espace vectoriel des suites bornées de K est un espace de Banach
si on le munit de la norme |[(u,)|| = sup|u,|. L’application linéaire lim, définie
sur le sous-espace vectoriel des suites convergentes, est continue et de norme 1. On
peut appliquer le théoréme de Hahn Banach pour la prolonger. La propriété 1) est
vraie par construction. La propriété 2) exprime la linéarité du prolongement. A
priori le fait que I'application prolongée soit de norme 1 se traduit par la propriété
| “lin?” wy,| < sup |uy,|. Considérons les suites bornées vy définies par vy, = u, pour

n < N et vy, =0 pour n > N. On trouve “lim’ vy, = lim,ocvn, = 0 dout
n— o0

| “lint” wuy,| = | “lnd” (un, — v n)| < SUPN <, |Un|. Comme cette majoration a lieu pour
tout entier N, la propriété 3) est démontrée. O
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Remarque 1.46. — La limite banachique n’est pas unique. Elle n’est en fait unique
que pour les suites convergentes. Nous allons cependant faire le choix d’un prolonge-
ment qui sera fixé une fois pour toutes.

2. Fonctions analytiques dans une couronne

2.1. Polygone de Newton et polygone de valuation. — Nous allons travailler
avec les intervalles I contenus strictement dans [0, 0o]. Nous les munirons de la topolo-
gie induite. En particulier I sera dit fermé s’il est de la forme [«, 5]. Pour les propriétés
qui vont nous occuper, les intervalles ouverts (de la forme Ja, B[, [0, B[ ou ]a, x]) et
semi-ouverts ([«, 8], e, B]) se comportent de la méme maniére. Nous dirons donc
parfois abusivement “ouvert” pour “non fermé” .

A tout intervalle I contenu dans [0, o], on associe la couronne
C(I) =A{xz; |z| € I}.

Plus précisément, C(I) est le sous-espace analytique de la droite projective sur K dont
les points & valeur dans un surcorps valué Q de K sont les nombres x de QU {oco} tels
que |x| appartienne & I. On notera Co(I) = {x € Q; |z| € I} 'ensemble des points
de C(I) a valeur dans Q. Les points de Cgaie(I) seront appelés points géométriques

de C(I).
Puisque le corps K est complet, il résultera du corollaire 2.22 que tout conjugué
x? sur K du point géométrique x de C(I) vérifie |x7| = |z| et est donc aussi un point

géométrique de la couronne C(I). L’ensemble des points fermés de C(I) est I’ensemble
des points géométriques de C(I) & conjugaison prés. A un point fermé de C(I) est
donc associé, de maniére unique, le polynéme unitaire irréductible de K[z] dont les
racines sont les points géométriques qu’il contient. Plus précisément, le lemme 2.14
montre qu'il y a bijection entre les points fermés de C(I) et les polyndmes de K|z
qui sont irréductibles, unitaires et p-extrémaux avec p dans I.

Les anneaux de fonctions analytiques dans un disque ou une couronne sont fonda-
mentaux dans ce livre. Nous commengons par donner celles qui correspondent a un
disque ou une couronne centrée en 0. Le cas des disques non centrés en 0 sera abordé
dans le paragraphe 3.3

Définition 2.1. — Soit I un intervalle contenu dans [0, co], on note A(I) Pensemble
des fonctions analytiques a coefficients dans K qui convergent dans la couronne C(I)

A(I) = {%asx i as €K, (Vpel) sglinoomslp :0}_

Lorsque 0 appartient a I, la couronne est un disque et on a

A([0, p]) = {Zoasxs; as € K, slin;o|as|p5 :O}

8

A([0, p) = {Zoasxs; as € K, (Vr < p) Sliﬁnolo|as|rS = 0}.
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Nous laissons au lecteur le soin d’écrire les définitions correspondantes dans le cas ou
oo appartient a I. Remarquons juste que f appartient a A((p7 oo]) si et seulement si

f(1/z) appartient a A([0,1/p)) .
En fonction du contexte, nous utiliserons des notations plus précises ou simplifiées.

Notations 2.2. —

1. S’il y a besoin de préciser le corps K, on écrira Ag (1) au lieu de A(T),
2. on écrira A([p]) pour A([p, p]),
3. on écrira parfois A pour A([0, 1]),

Sila fonction ) | ., as x* appartient a A(I) et si p appartient a I'intervalle 7N]0, oof,
par définition on a lims_, 1 |as|p® = 0 et Papplication s — |as|p® est bornée. Plus
précisément elle est identiquement nulle ou bien a un maximum qu’elle atteint en un
nombre fini d’indices s. Ceci justife les définitions suivantes.

Définitions 2.3. — Soit p un nombre de IN]0, co]

1. On définit la p-norme de Gauss sur anneau A(I) par :

’ E asxs‘ = max |as| p°.
p ElSY/
H</

2. Si f(x) = >,y asz® est une fonction non nulle de A(I) on notera n,(f) (resp.
N,(f)) le plus petit (resp. le plus grand) entier s rendant le nombre |as|p®
maximum (c’est & dire égal & |f|,). En particulier on a n,(f) < N,(f).

Contrairement a son nom, la p-norme de Gauss est en fait une valeur absolue.

Lemme 2.4. — Soit f et g deux fonctions non nulles de A(I). On a
‘f9|p: |f|p‘g|p s Np(fg) :Np(f)""Np(g) et np(fg) :np(f)+np(g)-

Preuve. — Posons f = > asx®, g => bsx® et fg= > csx®. On constate que
gl = maxfes| p* < max Jasbs o™ = | 1ol
Maintenant, par définition, pour i (resp. j), on a
jaile’ < an, (™ =[fl,  (resp. [bil0? < b, (0™ =g, ),
et, pour ¢ > N,(f) (resp. j > N,(g)), on a
lailp® < aN,)(f)pr(f) (resp.  |bjlp’ < pr(g)pr(g))a

si bien que, dans la somme

len, () +N,)| = ‘ > az‘bj’ < p NNl max |ailp'|b; |’
i+5=N, (F)+No(9) i+5=Np(£)+N,(9)

le terme ay, )by, (g) @ une valeur absolue strictement supérieure a celle des autres
termes. On en déduit que

falo > len, (54, @) PN DTV = Jay, (5)bn, ()| "D = [ £] g,
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En particulier, on a |fg|, = |ch(f)+Np(g)|pNP(f)+NP(9).

Pour s > N,(f) + N,(g), un calcul analogue montre que |cs|p® < |fl|,|g|,- Donc
No(fg) = No(f) + Np(9)-

On montrerait de méme que [ fgl, = | (f)4n,(g)0" ) et que, pour s < n,(f)+
n,(g)), on a |es|p® < |flplgl, ce qui achéve la démonstration du lemme. O

Définition 2.5. — On note F(I) le corps des quotients de anneau A(I). Ses
éléments sont appelés fonctions méromorphes dans la couronne C(I).

Corollaire 2.6. — La p-norme de Gauss est une valeur absolue ultramétrique sur
Uanneau A(I) et se prolonge en une valeur absolue du corps F(I).

Preuve. — On vient de voir que |fgl, = |f|,|9l,- I suffit donc de vérifier que |f|, =0
implique f =0 et que |f + g|, < max(|f],, |g|,) ce qui est immédiat.

La formule | f/g|, = | f|,/|9], permet maintenant de prolonger la p-norme de Gauss
au corps F(I). O

Définition 2.7. — On dit qu'une fonction f a logarithmiquement une propriété sur
I'intervalle I de R* si la fonction g(x) = log(f(e¥)) a cette propriété sur I'intervalle
log(I). Remarquons que, dans ces conditions, le graphe de g est le graphe de f en
coordonnées logarithmiques.

Ezxercice 2.8. — Soit f = ), _, a,x® une fonction de A(I). Pour chaque entier s
on pose Iy = {p € I'; ||, = |as| p°}.
1. Montrer que I = |JIs et que I est un intervalle (éventuellement vide) fermé
dans I.
2. Montrer que la fonction p — |f|, est logarithmiquement affine par morceaux,
logarithmiquement de pente entiere sur chaque morceau, et logarithmiquement
convexe sur I.

Définition 2.9. — Soit f =) ., as2® une fonction de A(I). On appelle polygone
de Newton de la fonction f I'enveloppe convexe de 'ensemble des points (s, — log(|as|))
auxquels on ajoute éventuellement le point (0, c0).

On vérifie facilement que 'ordonnée du point d’intersection de la droite de pente
log(p) s’appuyant sur le polygone de Newton de la fonction f a une ordnonnée égale

a —log(|f],) = minsez{—log(|as|) — slog(p)}.

Définition 2.10. — Soit f = ) __, a, x° une fonction de A(I). On appelle polygone
de valuation de la fonction f le graphe, en coordonnées logarithmiques, de la fonction

l)’_>|f‘p-

Exemple 2.11. — On considere la fonction log(l + z) = = — %332 + 3x°--- et on
prend p = 3. On obtient les graphes des figures 1 et 2.

On remarquera que chaque coté fini du polygone de valuation (figure 2) a une hauteur
égale a 1, en effet, le coté infini a une pente égale a 1 et le n-éme coté fini a une pente

— ~1
égale a p™ et se projette sur I'intervalle — , [
prtp—1)"p*(p—1)
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—log, (|as|)

—log, (1£1,)

droite de pente log,(p)" =

FIGURE 1. Polygone de Newton de la fonction log(1 + z).

/ - {1og, 171,)

|

|
-1 >
Po-1) PZ(p—1) log,,(|pl)

p—1

FIGURE 2. Polygone de valuation de la fonction log(1 + x).

Lemme 2.12. — Soit P = Z?:o a;zt un polynéme de K|[z]tel que apaq # 0. Les
valeurs absolues des racines de P appartiennent o Uintervalle [, 8] si et seulement si
la;| < 1rnin{’a0|a_i7 lag|B8%=%} pour 0 <i < d (resp. |a;| < |aq|B¢™" sia=0).

Preuve. — Supposons que |a;| < min {|ao|a™, |aq|84~"} pour 0 < i < d et soit ( un
nombre de la cloture algébrique K218,
e Sia>0et|¢|<a,alors |a;(*| < |ag| pour i > 0 et |P(¢)] = |ao| # 0
e Si[¢| > B> 0,alors |a;¢*| < |aqg¢?| pour i < d et |P(C)| = |aal?| # 0.
Donc les racines de P ont des valeurs absolues comprises dans 'intervalle [« 5].
Inversement, si les racines {(; ...(;} de P (avec répétition des racines multiples)

ont des valeurs absolues dans I'intervalle [, ], on trouve |ao| = |aq|[[; |(;| et
d—i —i
o |ai| = |adl ’Ej1<~-<jd,i T2 G| < laal B2,
¢ |aZ| - |a0| ’2j1<"'<jd—i Hj?'fjk Cj_l‘ < |a0‘ ah. O

Définition 2.13. — Un polynéme P de K|z] tel que n,(P) = 0 et N,(P) = deg(P)
est dit p-extrémal . Autrement dit, le polynome P est p-extrémal si, et seulement
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si son poygone de Newton a un seul coté (non vertical) et si ce coté est de pente
(logarithmique) In,(p).

Lemme 2.14. — Un polynéme P de K|x] est p-extrémal si et seulement si toutes
ses racines (dans le corps K% ) sont de valeur absolue p.

Preuve. — C’est une traduction immédiate du lemme 2.12 danslecasa =g =p. 0O

Lemme 2.15 (division par un polynoéme). — Soit f une fonction de A(I) et
soit P un polyndme non constant de K[x] dont toutes les racines ont une valeur
absolue contenue dans I. Il existe, de maniére unique, une fonction g de A(I) et un
polynéme R de K|x] tels que : f = gP + R et deg(R) < deg(P).

Si les racines de P ont une valeur absolue contenue dans Uintervalle [o, 5] C I avec
a < B, ona, |R|a <|R|g < max{|fla,|fls}. En particulier, si P est p-extrémal, on
aa<p< B, |R|p < |f|p et |g‘p < |f|P|P|;1'

Preuve. — Pour 'unicité, on remarque que la relation gP + R = 0 impose au
polynéme R d’avoir au moins deg(P) racines (distinctes ou confondues) parmi les
points géométriques de la couronne C(I) ce qui est impossible pour un polynéme non
nul de degré strictement inférieur a deg(P).

Pour montrer 'existence, on fait une division suivant les puissances croissantes
pour les indices positifs et une division suivant les puissances décroissantes pour les
indices négatifs L'une des deux opérations est sans objet si 0 ou oo appartient a I et
nous laissons au lecteur le soin d’adapter la suite de la démonstration a ces deux cas.
Plus précisément, posons P = Zj:o a;x* et notons « (resp. 3) la plus petite (resp.
plus grande) des valeurs absolues des racines du polynéme P. D’apres le lemme 2.12,
on a |a;| < min {|agla™", |aq|B?*} pour 0 < i < d et il vient :

d d
x® a; a; -
pour s <0 x®=— P(x) — E — gt avec ‘ - g gt <o = |28,
ao 1 aon —1 ap a
1= 1=
—d d—1 d—1 i
x° a; ;_ a; T
pour s > d x® = Pz)—) —az'7% avec |- x| < B = |2t
d B
d i=0 %d imo T 1P

ce qui montre le résultat, par récurrence, pour f = x°. Le cas général s’obtient en
décomposant f en somme de monoémes car, par hypothese, « et 8 appartiennent a I.

On a |Rla < |fla (vesp. |Rls < |f]5) si f = ¥, g asa® (resp. = ¥, 4a.a®). Le
résultat annoncé s’en déduit si on remarque que |R|, < |R|s. Le cas d’'un polynome
p-extrémal est celui ou o = 3 = p. O

2.2. Un lemme de Hensel général. — Le lemme de Hensel “classique” (corollaire
2.19) donne des conditions pour qu’une racine approchée d’un polynéme & coefficients
dans un corps valué K se releve en une racine exacte. En élargissant tres légérement
ce point de vue, on voit qu'il s’agit en fait de relever une factorisation approchée
dans I'anneau K[X] en une factorisation exacte (corollaire 2.18). En remplagant les
polynomes par des séries entieres, on obtient un lemme de Hensel qui s’apparente au
théoreme de préparation de Weierstass (proposition 2.24). Ces résultats restent vrais
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dans le cas (non commutatif) des polynoémes différentiels lorsque la dérivation n’est
pas trop grosse (propositions 7.12 et 7.13). Le lecteur attentif constatera que ce cas
correspond a celui du “petit rayon de convergence” du corollaire 8.7 dans lequel le
rayon de convergence générique des solutions se lit directement sur les coeflicients du
polynoéme différentiel.

Toutes ces variantes vont se déduire d’'un “lemme de Hensel général”. Il restera,
dans chacun des cas particuliers, a vérifier que les hypothéses sont bien satisfaites ce
qui, pour ’essentiel, sera un probleéme de division euclidienne.

On trouvera dans la littérature des formes encore plus générales du lemme de
Hensel ([40] par exemple). Dans tous les cas, la démonstration repose sur un théoreme
du point fixe. Le lemme de Hensel classique lui-méme est une variante de la méthode
de Newton, c’est-a-dire un théoréme du point fixe (dans un cas ou cet algorithme est
particulierement performant).

Proposition 2.16. — Soit U, V et W trois sous-groupes additifs d’un anneau A
valué (c’est-a-dire muni d’une valeur absolue ultramétrique) et soient a,b et ¢ trois
éléments de A. On suppose que :

1. U etV sont complets pour la topologie induite de celle de A,

Uvcw,

ab—ceW,

lab—c| < e,

DVapplication £ : U x V. — W, définie par £(u,v) = av + ub, est une bijection,
6. |€(u,v)| = max(|lav|, |bu|) pour tout (u,v) € U x V.

ANl S

Alors il existe un unique (x,y) de U XV tel que |z| < |a|, |y| < |b] et c = (a—z)(b—y).

Preuve. — On cherche (z,y) tel que ¢ — ab — 2y = —ay — zb = —¢(x,y). Comme ¢
est une bijection, cela est équivalent & : (z,y) = £~ (ab— c+ xy) que l'on va résoudre
par une méthode de point fixe.

On munit 'ensemble U x V' de la norme ||(u,v)|| = max(Jav],|bu|) = |€(u,v)| de
telle sorte que £ soit une isométrie. On considere application f: U xV — U x V
définie par (u,v) = ¢~ (ab — ¢+ uv). Si ||(u,v)| < |ab—c| < |¢| = |al|b], on a :

lab — ¢| |ab — |

0] lal

|luv| <

< |ab—¢|

et par suite | f(u,v)| = [(f(u,v))] = |ab — ¢ + wv| = |ab — ¢|. Par ailleurs, si
(u, v)|| < |ab—c| et ||(s,t)]| < |ab— ¢|, comme I'application ¢ est additive, on trouve

1/ (u,0) = f(s, )]l [£(f (u,v)) = £(f(s,1))] = |uv — st|

< max(uf|v — ¢, [u — s||t])

< lab— | [I(u,v) = (s, )] [[(u,v) = (s,D)]| |ab—¢]

- 0] lal ’ 0] lal
lab — ¢]

< lw,v) = (s, 0)]]

el



LE THEOREME DE TURRITTIN p-ADIQUE 27

Autrement dit 'application ¢ est une contraction de la boule ||(u,v)|| < |ab — ¢| de
P’ensemble complet U x V. Son unique point fixe (x,y) vérifie :

ab—c+xy =L(z,y) = ay + bx
c’est & dire ¢ = (a — z)(b — y). O

2.3. Lemme de Hensel pour les polynomes. — Le lemme de Hensel général
permet de retrouver facilement le lemme de Hensel “classique”. Il donne une condi-
tion pour qu’une factorisation dans 'anneau k[z] se releve en une factorisation dans
Panneau K[z]. Les résultats de ce paragraphe seront trés peu utilisés dans ce cours.

Si a est un élément du corps K tel que |a| < 1, on note @ son image dans le corps
des restes k et si P = Y ;2" est un polynome de K[z] tel que |P|; < 1, on note
P = Y"a;x" son image dans anneau k[z]. Précisons I'anneau quotient

Kel, = (P € K[X]; |P|, < 1}/{P € K[X]: |P|, <1}

e Lorsque p appartient au groupe |K*| des valeurs absolues du corps K, en choisissant
un élément o de K tel que |a| = p et en posant P,(x) = P(ax), on constate que
|P|, = |Pali. 1l en résulte que I'anneau quotient k[z], est alors isomorphe, via
l'identification X = ax & k[X]; = k[z].

e Lorsque p appartient au groupe ./|K*| des valeurs absolues du corps K2, en
choisissant un entier d > 0 minimum tel que p? appartienne & |K*| et en choisissant
un élément o de K tel que |a| = p?, on constate que I'anneau quotient k[z], est
isomorphe & k[X] via I'identification X = ax?.

e Finalement, lorsque p n’appartient pas au groupe 1/|K*|, on constate que 'anneau
quotient k[x], est isomorphe & k car, pour s > 0, I'inégalité |a|] < p~° implique
la| < p~* et donc les termes de degré non nul s’annulent par passage au quotient.

Si P est un polynéme de K[z] tel que |P|, < 1, on note P’ 'image de P dans k[z],.

Proposition 2.17. — Soit K un corps ultramétrique complet, p > 0 et P un
polynome de Klz] tel que |P|, < 1. Sl existe deuzx polynomes q et r de k[z],,

premiers entre euz, tels que gr = Pp, alors il existe deuzx polynomes @ et R de K|x]
tels que P=QR, ¢=Q", r = R et deg(Q) = deg(q).

Preuve. — Munissons 'anneau K [z]| de la valeur absolue |- |, et posons

o U={uc€ Klz]; deg(u) < deg(q)} ,

o V={ve K[z]; deg(v) < deg(P) —deg(q)},

o W ={ue K|z]; deg(u) < deg(P)}

e ¢=P et a (resp. b) un relevement de g (resp. ) tels que deg(ab — ¢) < deg(P)
Les hypotheses 1 & 4 de la proposition 2.16 sont évidentes.
Soit u dans U et v dans V. Quitte a les multiplier par une méme constante, on
peut supposer que max(|ul, |v|) = 1. On note alors @ et T leur image (coefficient par
coefficient) dans 'anneau k[z]. Les polynomes g et r étant premiers entre eux, si on
avait ¢ + ru = 0 le polynéme ¢ diviserait u. Mais comme deg(u) < degu < deg(q)
on aurait w = 0, et donc aussi ¥ = 0) car r n’est pas nul, ce qui contredit ’hypotese
max(|u|, [v]) =1 . Donc |av + bu| = max(|u|, |v|) et hypothése 2.16-6 est vérifiée.
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Maintenant, on constate que 'application ¢ de la proposition 2.16 est une injection.
Comme dimg U +dimg V = dimg W, c’est en fait une bijection et I'hypothése 2.16-6
est vérifiée.

La proposition 2.16, ayant toutes ses hypotheses satisfaites, permet de conclure. [

Dans le cas de la 1-norme de Gauss, on obtient le résultat suivant.

Corollaire 2.18. — Soit K un corps ultramétrique complet et P = > a;x* un
polynome de Klz| tel que |a;| < 1. Sl existe deux polynémes q et r de k[z], pre-
miers entre eux, tels que qr = Y. a; ', alors il existe deur polynémes Q = > b; x'et
R=>c;x" de K[| tels que P=QR, g=>_b;x*, r =Y ¢ 2" et deg(Q) = deg(q).

Corollaire 2.19 (lemme de Hensel classique). — Soit K un corps ultramétrique
complet, de corps des restes k, et soit P = Y a;x* un polynéme de K|x] tel que
max |a;| = 1. Si le polynome P = > @; x' (image de P dans l’anneau k[x]) a une
racine simple @ dans le corps k, alors le polynéme P a, dans le corps K, une racine
(simple) « qui reléve @.

Preuve. — On applique le corollaire 2.18 & la décomposition P = (z — a)r(z). O

2.4. Fonctions analytiques dans une couronne fermée. — Dans ce para-
graphe, J = [a, ] est un intervalle fermé contenu strictement dans [0, c0] ). On mu-
nit ’anneau .A(.J) de la topologie définie par la famille de valeurs absolues {|- |P}p e
La fonction p — |- |, étant logarithmiquement convexe (voir exercice 2.8.2), cette

topologie est aussi définie par la norme

3 . def = e |-
3) IF-lleqr = max- |, = max(] - |a, | |8)
Il est facile de voir que I'anneau A(J) est le complété, pour la norme || - [|¢(s), de

Ianneau K[z, x71] (resp. K[z] si a =0, et K[z71] si 8 = 00).

Par exemple, pour p > 0, I'anneau A([0, p]) est le complété de 'anneau K[x] pour
la valeur absolue | - |, et anneau A([p]) est le complété de Panneau K[z, z~'] (et
donc aussi des anneaux A(I) pour p dans I) pour la valeur absolue | - |,.

Remarque 2.20. — La couronne fermée C(J) est un ensemble affinoide connexe
particulier. On désigne ainsi, avec nos notations, les complémentaires dans la droite
projective, C([O, oo]) d’un nombre fini de disques “ouverts” D(a;,7;). Les résultats que
nous allons montrer pour la couronne C(J) se généralisent aux ensembles affinoides
connexes sans difficulté mais au prix d’un alourdissement des notations.

Lemme 2.21. — Soit p un nombre de Uintervalle 10, 00[ et soit f une fonction ana-
lytique de A([p]). Il existe un polynéme P p-extremal de K[z], un entier n et une

fonction g de A([p]) tels que f =a"P (1+g), |g], <1 et deg(P) = N,(f) — n,(f).

(3)Le cas de A([0,00]) = K n’est pas tres difficile & étudier !
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Preuve. — Sin,(f) = Ny(f) = n, on a f(z) = a,2™ + h avec |h|, < |f|,. On en
déduit que f est inversible dans anneau complet A([p]). La proposition est alors
vérfiée avec P = a,, et g =z "h/a,.

Supposons maintenant que N,(f) = n,(f) + d avec d > 0. Posons n «© n,(f) et
appliquons la proposition 2.16 avec A = A([p]) muni de 1% valeur absolue | - |,,

U={ue Klz]; deg(u) <d}, V=W = A([p]), a:Zanﬂ-mi, b=z", c=f.
i=0

Par construction, on a n,(a) =0, N,(a) = d et n,(b) = N,(b) = n. Pour v dans U et
v dans V, le lemme 2.4 donne :

Ny(av) —ny(av) = Ny(v) = np(v) +d = d > Ny(u) = ny(v) = Np(bv) — ny(bv).

On constate que les termes donnant la valeur de la norme de Gauss dans les deux pro-
duits av et bu ne peuvent étre tous les mémes et qu’il ne peut y avoir de compensation
totale quand on fait leur somme. Il en résulte que |au + bv|, = max(|aul,, |bv|,). En
particulier, application £(u,v) = av + bu est une injection de U x V dans W.
Montrons maintenant que l'application £ est surjective. Les K-espaces vectoriels
U x V et W n’étant pas de dimension finie, nous devons travailler un peu plus que
dans le cas des polynomes.
En appliquant le lemme 2.15 a la fonction z7"w et au polynéme a, on obtient une
décomposition " w = av + u avec u dans U et v dans V. Autrement dit, on a
w = a(z"v) +ub avec u dans U et z™v dans V. Les hypotheses du lemme de Hensel
général 2.16 sont vérifiées. Celui-ci montre qu’il existe un (unique) couple (u, h) formé
d’un polynoéme u, de degré d — 1, et d’une fonction analytique h, de A([p]), vérifiant

(4) f=la—w)(@"=h) . |ul,<lal,, [|h], <|z"[, =p"
Le lemme est démontré avec g =x "het P=a—u= Z?:o Aiz' : comme
Aol = lan — u(0)] = [an| = |andl pd = |Adl pd = |f|pp_n
Al o < max {Jalo’, Jul, } < [f],07" (1<i<d).
le polynéme P est en effet p-extrémal. O

Dans le cas particulier des polynémes, on obtient le corollaire suivant.

Corollaire 2.22. — Si P = Z?:o a;zt est un polynéme irréductible de K[z], alors
toutes ses racines ont la méme valeur absolue p = |ag/aq|?® et il est p-extrémal.

Lemme 2.23. — Soit J un intervalle fermé, p un nombre de JN]0, 00[, P un poly-
nome p-extrémal et f une fonction de .A([p]) tels que Pf appartienne a A(J). Alors
[ appartient a A(J).

Preuve. — Pour g =Y, bsa® dans A([a, 8]), on pose g+ = > e>0 bsz®. Clest une
fonction de A([0, B]) et la fonction g~ Yy gt = >
Définissons alors des nombres ¢, de K par

Pgt — (Pg)" = —P(g—g")+ (Pg— (Pg)") = > ca®.

+<0 bsz® appartient & A([a, o0]).
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La premiere représentation montre que ¢; = 0 pour s < 0, la deuxieme que ¢; = 0
pour s > deg(P). Autrement dit, Pgt — (Pg)™ est un polynome de degré au plus
deg(P) — 1.

On va montrer que f* appartient & A([0,p] U J). Si J C [0,p], c'est évident.
Sinon lintervalle ]p, 00] N J est non vide. Par hypothese, le polynéme P n’a pas de
racine dans la couronne C(]0, 0o|). Il existe donc une fonction h de A(]p, o0]) telle que
hP =1 (c’est le développement de Taylor de la fraction 1/P au voisinage de 'infini).
Par construction, la fonction g = h(Pf) appartient & A(]p,00] N J) et Pg = Pf
(ces deux fonctions sont définies sur la couronne C(]p, 00] N J) mais les fonctions f
et g, elles, sont a priori définies sur deux couronnes d’intersection vide !). Le calcul
précédent montre que

Q=Pg" —Pft =Pgt —(Pg)" —Pf*+(Pf)*

est un polynome de degré au plus deg(P) — 1. Si @ # 0, la fraction rationnelle Q/P,
a au moins un pole et celui-ci est de valeur absolue p d’apres le corollaire 2.14. Elle
ne peut donc étre égale & la fonction g* — fT de A([0,p]). Donc @ =0 et f+ =g
appartient a A([0, p] U J).

Selon le méme principe, on montre que f~ = f—fT appartient & A([p7 oo]UJ). O

Proposition 2.24 (Lemme de Hensel pour les fonctions analytiques)

Soit J C [0,00[ un intervalle fermé et soit f une fonction de A(J). Il existe un
polynéme P de K[x] dont toutes les racines sont dans C(J) et une fonction g inversible
de A(J) tels que f =Pg. Si J =[a, ], on a deg(P) = Na(f) — na(f)-

Preuve. — D’apres les lemmes 2.21 et 2.23, pour chaque nombre p de l'intervalle
J, il existe une fonction g, de A(J), un entier n, et un polynéme P, tels que f =
P,xz™ (14 g,) et |g], < 1.

Par continuité de la norme de Gauss en p, la derniére majoration reste valable
pour p dans un sous intervalle ouvert J, de J. La fonction g, est alors inversible dans
la couronne C(J,) et donc n’y a aucun zéro. Comme le polynéme P, ne s’annule,
dans la couronne C(J,), qu’'en un nombre fini de fermés, il en est de méme pour f.
L’intervalle compact J peut étre recouvert par un nombre fini d’intervalles J, et on
constate que la fonction f ne s’annule qu’en un nombre fini de points (fermés) dans
la couronne C(J) qui sont, outre éventuellement une racine d’ordre r en 0, les racines
des polynémes P,, (1 <i<v).

En appliquant successivement les lemmes 2.21 et 2.23 avec les nombres p;, on
trouve que f = Pg ou P = Az" [[,_;. P,, est un polynome de K[z] ayant comme
racines les zéros de f dans la couronne C(J) et ol g est une fonction de A(J) qui ne
s’annule pas dans couronne C(J,).

D’apres le lemme 2.21, g n’ayant pas de zéro dans la couronne C(J), on a n,(g) =
N,(g) pour tout p dans J. Si J = [a, 5], on en déduit que Ng(g) = no(g9) = n. En
regardant le polygone de Newton de g, on constate alors que g = z"b, (1 + h) avec
llhllc(sy <1 ce qui montre que g est inversible dans 'anneau complet A(.J). O
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Corollaire 2.25. — Si lintervalle J est fermé, 'anneau A(J) est principal et tout
idéal est engendré par un polynéme dont les racines (dans une cloture algébrique du
corps K ) sont dans la couronne C(J).

Corollaire 2.26. — Soit I C [0,00] un intervalle. Une fonction f du corps des
g

fractions F(I) de Uanneau A(I) appartient a A(I) si et seulement si, pour tout point
géométrique ¢ de la couronne C(I), lordre du zéro de f en ( est supérieur a l'ordre
du zéro de g en (.

Preuve. — Si I = h appartient a A(I) alors, pour tout point géométrique ¢ de la

couronne C(I), I'ordre du zéro de f en ¢ est égal & la somme des ordres du zéro de h
et de celui de g en (. Il est donc supérieur a ce dernier.

D’apres la proposition 2.24, pour tout intervalle fermé J contenu dans I, il existe
des polynémes Pj, Qs ayant toutes leurs racines dans la couronne C(J) et des fonc-
tions fet g inversibles dans C(J) tels que f = P ert g = @ g. Une fonction inversible
dans A(J) n’a pas de zéro dans la couronne C(J). Si pour tout point géométrique ¢ de
la couronne C(J), 'ordre du zéro de f en ¢, donc celui de Py, est supérieur & l'ordre

P
du zéro de g en (, donc celui de @y, alors Q; divise Py et i = Q71£ appartient a
g J 9
A(J). Autrement dit, / appartient & la réunion des A(J) c’est-a-dire a A([). O
g

Corollaire 2.27. — Soit I un intervalle et soit a < B des nombres de lintérieur de
I. Le nombre de zéros, comptés avec multiplicité, d’une fonction f de A(I) qui sont
dans la couronne C([a, B]) est égal a dlog*|f|,(B) — dlog™|f|,(ex) ot s = dlogt|f|,(r)
(resp. dlog~|f|,(r)) désigne la pente logarithmique de la fonction p — |f|, a droite
(resp. gauche) du point r (|f|, = |f|- (2)° pour p proche de et plus grand que ).

Preuve. — 11 s’agit juste de la traduction du corollaire 2.24 en terme de polygone de
valuation en remarquant que, dans ce lemme, la fonction f et le polynéme P ont les
mémes zéros. O

Corollaire 2.28. — Soit I C [0,00] un intervalle. Une fonction f de l'anneau A(I)
est inversible si et seulement si elle n’a pas de zéro dans la couronne C(I). Dans ces
conditions, il existe un nombre A de K*, un entier d et une fonction g de ’anneau
A(I) tels que f = Axd(1+g) et |g|, <1 pour tout p dans I.

Preuve. — Si f est inversible, elle n’a évidemment pas de zéro dans la couronne C(I).
Inversement, si f n’a pas de zéros dans la couronne C(I), alors 1/ f appartient a A(I)
d’apres le corollaire 2.26.

Si f n’a pas de zéro dans la couronne C(I), d’apres le corollaire 2.27, pour tout
[a, 8] € I, on a Ng(f) — no(f) = 0. On constate que d « ny(f) = Ny(f) est
indépendant de p. Le résultat se lit alors sur le polygone de Newton de f. O

Lorsque l'intervalle I contient 0 ou co, on a d = 0.
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Ezercice 2.29. — Soit f =14 Y o2, asz® dans A([0,7[) et soit (r,),>1 la suite
croissante image par Papplication ¢ — |¢| de I’ensemble des zéros de f.
1. A T’aide du corollaire 2.27 vérifier que la fonction p — |f|, a une pente loga-
rithmique égale & n sur Uintervalle |r,,, r,41[ (si cet intervalle est non vide !).
2. En examinant les polygones de valuation puis de Newton de la fonction f (voir
figure 3), montrer que |as| = [];_, 7 pour s > 1.

—log, (|asl)
log,(1£1,)
pente log, 1 —
pente log, 12"
1 = . log,(|pl)
pente log, 3 T1 7"2 TaTal >

FIGURE 3. Polygones de Newton et de valuation de la fonction f.

3. Eléments analytiques

Les anneaux de fonctions utilisés dans ce cours contiennent presque tous ’anneau
K[z]. Ce dernier est I'anneau des fonctions sur la couronne C ([0, 00[) (espace affine de
dimension un sur K) ayant une singularité méromorphe & l'infini. Par définition, ses
points de Berkovich sont les semi-normes multiplicatives définies sur K[z]. Celle-ci
comprennent les points fermés

Nous construisons maintenant des corps E, (complété du corps K(x) pour une
norme de Gauss) tels que chaque fonction considérée soit contenue dans au moins I'un
de ces corps (pour un anneau de fonctions donné, le nombre p n’est pas nécessairement
le méme pour toutes les fonctions qu’il contient). Ces anneaux de fonctions sont munis

d

de la dérivation D = - et vérifieront donc la majoration (7) de la proposition 3.4

ci-dessous pour les nombres p correspondants.

3.1. Eléments analytiques dans le disque générique. — Soit p > 0 un nombre
réel. La p-norme de Gauss, restreinte a 'anneau K[z] est une valeur absolue et se
prolonge donc au corps K (z) par la formule |P/Q|, = |P|,/|Q|,-

Définition 3.1. — On note E, le (corps) complété de K (x) pour la p-norme de
Gauss. Les éléments du corps E, sont appelés éléments analytiques en précisant
éventuellement “dans le disque générique de rayon p”.

La justification de cette terminologie sera donnée au paragraphe 3.3.

Théoréme 3.2 (Mitt&g-LefHer). — On suppose le corps K algébriquement clos et
on choisit un systéme K, de représentants dans K de I’ensemble quotient
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{ae K |a| <p}/{a € K; |a] <p}.

Tout élément f de E, s’écrit de maniére unique sous la forme

® SDID WEED SRS

ocEKS1

ot les coefficients Ao, appartiennent a K et tendent vers O sur le filtre des complémen-
taires des parties finies de (K,U{oo}) x N. On a de plus :

6 fl, = max fa avec falp =max|Aqs|p~°
(6) | |p ae(Fpu{oo})| |p | |ﬂ 1§s‘ |p

(resp. |foolp = max Ao s p* )
0<s

Preuve. — On va démontrer que toute fraction rationnelle f de K(x) posséde une
décomposition (5) satisfaisant la majoration (6). Gréce & celle-ci la décomposition et
la majoration se prolongeront sans difficulté aux fonctions fde la complétion E, du
corps K (z). L’unicité de la décomposition résultera de la formule (6) (car elle montre
que la fonction 0 n’a qu’une seule décomposition).

Etant donné une fraction rationnelle f de K(z), on la décompose en éléments
simples (dans K (z) car K est algébriquement clos) et on développe chacun des termes
de cette décomposition en utilisant les formules suivantes :

e pour |a] < p, a étant I'unique élément de K, tel que |a — a| < p, on écrit
1 i<sl)(aa)5"
(z—a) “—\n-1) (z—a)
1 = [(s+n—-1\ z*
= (—1)n o
(:E—CL)" ( ) Z( n—1 )an+s

s=0

e pour |a|] > p, on écrit

On obtient ainsi une décomposition (5).
Supposons maintenant que f est non nulle et montrons la formule (6).
e Si p =1, quitte & multiplier f par une constante, on peut supposer que

_ max [Aa,s| = 1.
(a,s)€ K1 x{1,...}U{o0}x{0,...}

Par passage au corps des restes, la décomposition (5) donne une décomposition de

la fraction rationnelle f = P/Q en éléments simples dans le corps k(z). Cette
décomposition n’est pas nulle et on en déduit que f # 0 c’est-a-dire |f]; = 1.
e S’il existe A dans K tel que p = |A|, on se raméne au cas p = 1 en considérant

la fraction rationnelle g(z) = f(A\r) et en remarquant que K; = {a/)‘}ae?p est un
systeme de représentants du corps des restes k.

e Si le nombre p n’est pas la norme d’un élément de K, l'ensemble K, a un seul
élément (on pourrait le prendre égal & 0). Les réels | Ao s| p~° et |Aso,s| p° sont tous
différents (si deux d’entre eux étaient égaux, p aurait une puissance dans |K*| et donc
serait dans |K*| car K est algébriquement clos). Dans la décomposition (5) il y a
donc un seul terme de valeur absolue maximale d’ou la formule (6). O
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Remarque 3.3. — Si K n’est pas algébriquement clos, tout élément analytique de
E, est aussi un élément analytique sur la cloture algébrique K ale de K et a donc,

. . . . 1 . . L.
une fois choisi I’ensemble de représentants K pa g, une (unique) décomposition du type

. . . . —al
(5) avec des coefficients A, s dans K. Si on choisit 'ensemble K;g stable par les
automorphismes de K8 /K, les coefficients Aa,s seront permutés de maniere évidente
par ces automorphismes.

Proposition 3.4. — La dérivation D = % se prolonge au corps E, de telle sorte
que, pour tout €lément analytique f dans le disque générique de Tayon p et pour tout
entier n, on ait :

(7) (D" (Pl < 0!I flop™"

Preuve. — On a en effet
<s +n— 1) 1
_ s+n
n (x — ) p

i (=)

P
1 1 1
= |earl, [earl, ™" [G-or
P P P
on montre de méme que
DN < e
n! =P P
P
et on conclut en utilisant la décomposition de Mittag-Leffler (théoréme 3.2). O
Remarque 3.5. — Si K est un corps de caractéristique nulle muni de la valeur
absolue triviale, le théoreme de Mittag-Leffler montre que :
K (z) muni de la valeur absolue triviale si p=1
E,=( K((z)) muni de la valuation z-adique si o p<1

K((z71')) muni de la valuation = !-adique si p>1

Le cas de p < 1 nous servira a étudier les équations différentielles formelles pres de 0.
Celui p > 1 correspondrait aux équations différentielles formelles pres de l'infini.

3.2. Fonctions analytiques bornées et éléments analytiques. — Si l'intervalle
I n’est pas fermé, Panneau A(I) n’est plus un K-espace vectoriel normé mais seule-
ment un espace métrique complet (Frechet). Si on veut travailler dans un espace de
Banach (normé complet), il faut se limiter & un sous-anneau de A(I). Nous donnons
dans ce paragraphe deux exemples classiques et souvent utiles de tels sous-anneaux.

Définition 3.6. — Soit I un intervalle. On note B(I) (resp B(I,\)) Pensemble des
fonctions analytiques bornées (resp. bornées par \) dans la couronne C(I) :

BUILN) ={f e AI); (vpel)|fl, <A}  B(I)=JB(IN)

A>0
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L’anneau B(I) est muni de la norme “sup” définie par :
(8) H Z asz’ = ’ Z asT ‘ = sup ‘ Z asx®
z e sEZ r

TGC(I pel
et est complet pour cette norme.
Une fraction rationnelle appartient & A(I) si et seulement si elle n’a pas de pole
dans la couronne C(I). Elle appartient alors en fait & B(I).

Définition 3.7. — L’anneau H(I) des éléments analytiques dans la couronne C(I)
est le complété, pour la norme | - [[¢(r), définie dans la formule (8), de I'anneau des
fractions rationnelles de K (x) sans pole dans la couronne C(I) .

Si intervalle J est fermé, on a H(J) = B(J) = A(J). Par contre, si I'intervalle
I n’est pas fermé, les inclusions H(I) C B(I) C A(I) sont strictes. La proposition
3.8 et l'exercice 3.10, qui se généralisent tres facilement au cas de n’importe quelle
couronne ouverte, précisent cette situation.

Proposition 3.8. — Soit I un intervalle borné (c’est-a-dire contenu dans un inter-
valle [, B] avec 0 < a < B < 00) et soit f une fonction de A(I) qui n’a qu’un nombre
fini de zéros dans la couronne C(I). Alors f appartient o B(I).

Si le corps K est a valuation discrete et si I =], B[ avec a et 3 dans |[K®9"| = /] K*],
la fonction [ appartient a B(I) si et seulement si elle a un nombre fini de zéros dans
la couronne C(I).

Preuve. — Si la fonction f n’a qu’un nombre fini de zéros dans la couronne C(I),
d’apres le corollaire 2.27 la pente logarithmique de la fonction p — |f|, est comprise
entre deux valeurs m et M (finies) telles que M — m soit égal au nombre de zéros
(avec multiplicité) de la fonction f dans la couronne C(I). Cette fonction est donc
bornée sur l'intervalle borné I.

Si la fonction f = ) ., asx® a un nombre infini de zéros, son polygone de Newton
New(f) contient une infinité de cotés (d’apres la proposition 2.24, chaque coté corre-
spond a une factorisation de la fonction par un polynéme et ne donne qu’un nombre
fini de zéros). Si I =]a, B[, on peut supposer que New( f) a une infinité de cotés quand
p tend vers 8. Puisque 8 appartient & /|K*|, quitte & faire une extension finie du
corps K, ce qui conserve le caractere discret de la valuation, on peut supposer que 3
appartient & |K*| et méme, quitte & faire une homothétie, que = 1. 1l existe une
suite p,, strictement croissante et tendant vers 8 = 1 (avec pg > «) telle que, pour
P < P < Pogt, o0 ait [fl, = |asamyl p*. Les entiers s(n) sont les pentes logarith-
miques des cotés du polygone de valuation de f. Ils forment une suite strictement
croissante, qui tend donc vers 'infini. Par ailleurs, ces cotés sayant une extrémité

commune, on a

+1
|f|pn+1 = Ias(n)| pr(-i,r-ll |as n+1)| p;n )

Comme p,4+1 < 1, on en déduit que la suite (|as(n)|) est strictement croissante. Or
c’est une suite d’éléments du groupe discret \K *|. Elle tend donc vers I'infini et

Jm 1l 2 Tl agel i = lim Jagm| = oo
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La fonction f n’est pas bornée. O

Remarques 3.9. — Une fonction analytique bornée peut avoir une infinité de zéros
dans son disque de convergence quand 'une des deux conditions K a valuation discrete
et 8 dans /| K*| n’est pas vérifiée. En voici des exemples :

3.9-1.— Lorsque le corps K n’est pas & valuation discréte, il existe des suites (as)
d’éléments de K tels que la suite |as| soit croisssante et bornée. On constate que la
fonction Y .-, asz* est bornée mais a une infinité de zéros dans la couronne C([0, 1[).
3.9-2.— Supposons que le corps K est a valuation discrete et soit w une uniformisante
du corps K (voir définition 1.8). Soit 3 = |ww|* avec A irrationnel (autrement dit, 3
n’appartient pas & /|K*| = |w|?). Le demi plan d’équation y < xlogf contient
une suite (s(n), m(n) log|w|) de points du réseau Z X log|w|Z telle que la suite
s(n)log 8 — m(n)log|w| = (s(n)A — m(n))log|w| soit strictement décroissante et

tende vers 0 (considérer, par exemple, la suite %:)) donnée par le développement

de A en fraction continue). On constate que la fonction f(z) = Y00 ;™™ zs()
appartient & B([0, 8[,1) et a une infinité de zéros dans la couronne C([0, 3[).
3.9-3.— Dans les situations 3.9-1 (avec 8 = 1) et 3.9-2, on a, pour tout entier s,

a8 < sup (jas|8*) = | Y ae®

Autrement dit, I'image de Y asz® dans Panneau résiduel de B(I) muni de la norme
|l - lle(ry est non nulle mais n’appartient pas a k[[z]].

ey’

Ezercice 3.10. — Montrer qu’une fonction Y .- ; a,z* est un élément analytique de
H([0,1]) ((c’est-a-dire est limite uniforme d’une suite de fractions rationnelles sans
pole dans le disque “ouvert” D(0,1) = C([0,1]) = {x; |z| < 1}) si et seulement si la
suite as est bornée et presque périodique c’est-a-dire vérifie la propriété suivante :

(Ve >0) (Ine) s> ne=|as4n. —as| <e.
3.3. Fonctions analytiques dans le disque générique. —

Définition 3.11. — Pour a dans K et p > 0, on note A, (p) Panneau des fonctions
analytiques dans le disque D(a, p), & coefficients dans K :

Aq(p) = {Zoas (x—a)’; as € K, (Vr <p) Sl;rglo las|r® = 0}.
s=
et B,(p) le sous-anneau des fonctions analytiques bornées :
e}
B.(p) = {Zas (x—a)’; as € K, (IM) |as|p® < M}
s=0

Lorsqu’il y aura besoin de préciser le corps K, on écrira A, k(p) ou B, k(p). On
a ainsi cinq notations pour le méme objet, a utiliser selon le contexte :

A= A([0.1) = Axe (10,1]) = Ao(1) = Aok (1).

Un nombre réel p > 0 étant donné, nous aurons besoin d’un corps valué complet
qui contient K, dont le groupe des valeurs absolues contient p et dont le corps des
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restes est transcendant sur celui de K. Le corps E, est, presque par définition, le plus
petit des corps qui satisfait ces conditions. Mais, la plupart du temps, nous voulons
pouvoir faire varier le nombre p sans changer de corps. Par ailleurs, travailler avec
un tres gros corps présente peu d’inconvénients.

Nous choisissons donc, une fois pour toutes, un corps €2 complet, algébriquement
clos, dont le groupe des valeurs absolues |Q*| est RT et dont le corps des restes est
transcendant sur celui de K. On pourra aussi supposer que €2 est sphériquement
complet si nécessaire.

Définition 3.12. — Soit p > 0 un réel et a dans K*'8. Un point générique (au bord
du disque D(a, p)) est un élément t, , de Q tel que [t, , — a| = p et tel que le disque
Dq(tq,p, p) ne contienne pas de point de K&, Le nombre p s’appelle le rayon du
point générique et est notép(t). C’est la distance de t & K&,

A isomorphisme continu de /K pres, il n’y a qu’un seul point générique au bord du
disque D(a, p).

On écrira t, pour ty , (point générique au bord du disque D(0, p))

Remarque 3.13. — Un point de Berkovich de l’espace affine sur K est, par
définition, une semi-norme multiplicative (c’est-a-dire telle que |fg| = |f||g]) sur
Panneau K(z).

A chaque t dans Q est associé le point de Berkovich | - |; definie par |f|; = |f(t)| pour
f in K(x). 1l est remarquable que tous les points de Berkovich puissent étre obtenus
de cette fagon. Plus précisément, étant donnée une semi-norme multiplicative | - |,
on considere I'idéal premier I = {f € K(z); |f| = 0}. La semi-norme | - | est une
norme sur le corps K(z)/I. Comme on a choisi 2 suffisamment gros, il contient un
sous-corps valué isomorphe & K (x)/I. On vérifie alors que |- | = |- | ol ¢ est 'image
de = dans le plongement K(x) — K(x)/I — Q. En fait il y a deux possibilités :

o [ # {0} alors t appartient & K& et est défini & conjugaison preés (point fermé).

e I = {0} alors ¢ est un point générique et les autres points génériques u donnant
le méme point de Berkovich sont contenus dans le disque “fermé” Dgq (t7 p(t)*). Ce
sont les points de ce disque qui sont “loin” de K28 c’est-a-dire n’appartenant pas a
une union de disques “ouverts” Dgq (ai, p(t)) centrés en des points a; de K8, On
distingue trois situations :

e Dq (t, p(t)‘”‘) contient au moins un point de K% et p(t) appartient au groupe
VIK*|. Il 'y a une infinité de disques Dq(a;, p(t)) (indexée par le corps des
restes de K?18).

e Dq (t,p(t)*) contient au moins un point de K8 et p(t) n’appartient pas au
groupe /|K*|. Il y a un unique disque Dg (a, p(t)).

e Dq (t,p(t)+) N K& = (. Il n’y a pas de disque Dq (ai,p(t)).

Dans le dernier cas, I'intersection 1, ;) Do (t,7) N K& de disques (non vides) de
K*# est vide. Le corps K8 n’est donc pas sphériquement complet.

Notations 3.14. — Pour 0 < r < p, on utilisera les notations simplifiées

A (1) E A o(r) B (r) € By alr).
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Ainsi la fonction Y70 as(x—t,)° appartient & A (r) (resp. By, (r)) si les coefficients
a, appartiennent & Q et si limsup,_,._ |as|"/* < 1/r (resp. si les |a,|r® sont bornés).

Soit f dans K(z) et soit p > 0. Par définition du point générique t,, la fraction
rationnelle f n’a ni péle ni zéro dans le disque D(t,,p) (car ceux-ci sont dans K8).
La valeur absolue |f(z)| est constante dans ce disque et |f|, = max,ecp(, p) [f(7)] =
|f(ty)]. Ainsi le corps valué K(x) se plonge isométriquement dans l’anneau valué
B:,(p). En passant au complété, on trouve, pour 0 < r < p, les inclusions strictes

K((E) C Ep C Btp(p) C .Atp(p) - Btp(’f') C Atp(’l’).

Parmi les fonctions bornées dans le disque D(t,, p), les éléments analytiques de E,
sont caractérisés par une propriété de “presque périodicité” (exercice 3.10).

CHAPITRE 11
FONCTIONS ANALYTIQUES

4. Fonctions analytiques dans une couronne quelconque

Si l'intervalle I n’est pas fermé, les structures topologique et algébrique de I’anneau
A(I) sont beaucoup plus subtiles. Leur topologie reste relativement facile & compren-
dre. Par contre, pour mettre leur structure algébrique en évidence, nous aurons besoin
de plusieurs préliminaires (annulation du premier groupe de cohomologie et théoreme
de Lazard). Pour les démontrer nous allons introduire une théorie des faisceaux sur
la couronne C(I), version simplifiée de la cohomologie rigide.

4.1. Propriétés topologiques des anneaux A(I). — Lorsque I n’est pas un
intervalle fermé, A(I) n’est pas un K-espace vectoriel normé mais seulement un espace
métrique complet (Fréchet) :

La topologie de A(I) est définie par les valeurs absolues {| - |,} En particulier,

pel’
les ensembles U, . = {f € A(I); |f|, < €} avec p dans IN]0, 00| et &€ > 0, sont des
ouverts et leurs intersections finies forment une base de voisinages de 0.

En fait, on peut définir la topologie en ne considérant qu’une famille dénombrable
{I"15.. } de valeurs absolues & condeition de choisir une suite (p,,) de points de I ayant
un point d’accumulation a chacune des extrémités ouvertes de I. La topologie de
A(I) est donc métrisable (remarque 1.20).

On vérifie qu’une suite converge (resp. est de Cauchy) dans A(I) si et seulement s’il
en est ainsi dans A(J) pour tout intervalle fermé J C I. Donc A(I) est complet.

Proposition 4.1. — Soit m une application de I dans ]0,00].
L’ensemble By, & {feAd); |fl, <m(p) (VpeI)} est borné dans A(I).
Réciproquement, toute partie bornée de A(I) est contenue dans By, pour une fonction

m continue, logarithmiquement convexe et ayant des pentes logarithmiques entieres.
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Preuve. — Tout ouvert U de A(I) contient une intersection finie (), U, ,. Soit A un
nombre de K tel que || < min; g;/m(p;). Alors B, C AU. Donc B, est une partie
bornée de A(I).

Pour p dans I, 'ensemble U, ; est un ouvert. Si B est une partie bornée, il existe
Ap tel que B C AUy 1 = U, |5,)- On constate donc que B est contenue dans B, pour
m(p) = M.
On a évidemment B C By, avec m(p) = supscp|f|, et on sait maintenant que cette
borne supérieure est finie pour tout p dans I. Mais comme les fonctions p — | f|, sont
continues, logarithmiquement convexes et ont des pentes logarithmiques entieres. Il
en est de méme de la fonction m. O

Proposition 4.2. — Soit I un intervalle ouvert de [0, 00[. Alors toute partie bornée
de A(I) est compactoide dans A(I). Autrement dit, A(I), qui est tonnelé car
métrisable et complet, est un espace de Montel.

Preuve. — Soit B une partie bornée et V' un voisinage de 0 dans A(I). D’apres la
proposition 4.1, B est contenue dans un B,,. Par ailleurs, V' contient une intersection
finie (N, Uy, ,. Comme I est ouvert, il existe r et R dans I tels que r < p; < R pour
tout indice 4. Soit f = ., asz® une fonction de B C B,,. On a

S| _ s Pz‘)s (Pz‘)s (Pi)s
S i S o) < - < R)( = .
a2l = loa®ln () < fln () <mB(F
On a la méme majoration avec r au lieu de R. Il existe un entier relatif N; (resp. n;)

tel que m(R)(%)S < g; (resp. m(r)(%)s < g;) pour s < N; (resp. s > n;). Posons

N = max N; (resp. n = minn;). La fonction f — Zi\;n asx® appartient alors a V et
B C Ey +V ou est Ey un Og-module de rang N —n + 1, par exemple celui qui est
engendré par les mondémes {o,z®} _ _ avec a; tel que |a,| > m(R)R™®. Autrement
dit, B satisfait la condition pour étre compactoide. O]

Pour comprendre la topologie de R, nous utiliserons une autre base de voisinages
de 0 de A([a, 1[). Les cas d’un intervalle semi-ouvert général [o, 5[ ou d'un intervalle
ouvert I =|a, [ se traitent de maniére analogue. L’intérét principal de cette famille
de voisinage est décrit dans la remarque 4.3-1 ci-dessous.

Pour f =3 ,asx® posons fT =3 _asz®et f~ =3 _jasz® . On obtient
la décomposition (rappelons que A = A([O, 1[))

(9) A, 1]) = 2 A ® A([or, 0]).
Comme |f|, = max{|fT|,,|f|,}, la topologie sur A([a, 1[) est la topologie produit.

e L'espace A([a, 0]) est muni de la topologie définie par la norme |- [o. C’est un
espace de Banach et un systeme fondamental de voisinages de 0 est donné par les
disques “ouverts” de rayon ¢ :

D) = {f e Alla,)); fla <2} (e>0).

e La topologie de I'espace x.A est définie par les normes {| . |P}p<1' C’est un espace de
Fréchet (métrisable complet) et un systéme fondamental de voisinages de 0 est donné
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par les disques “ouverts” de rayon € pour I'une de ces normes :

Dg(s):{fe:c/l; |f|p<a} 0<p<1;e>0).

e Il en résulte qu’un systeme fondamental de voisinages de 0 dans A([a, 1[) est donné
par les ensembles produit

Dies) @ D (=) = {f € A(la 1) 5 If¥]y < 1f Tla <}

avec p € [0,1] et ex €]0,00] : les cas particuliers ey = oo et e— = oo donnent
respectivement les voisinages DY(e;) ® A([or, 0]) et z.A @ D (e ).

Remarques 4.3. — L’application o — |f~|o (vesp. p — |fT],) est décroissante
(resp. croissante). Ceci a plusieurs conséquences :

4.3-1.—Pour a < p, on amax {|fT|,, |f~|a} = max {|f|,, |fla} = maxa<iz<, | f(@)].
En particulier, DY(1) & D3°(1) n’est autre que la boule unité pour la norme de la
convergence uniforme sur la couronne C([a, p]). La décomposition en somme directe
permet d’introduire le voisinage D) (1) @ Dg°(1) dans le cas ol p < a.

4.3-2 - Pour o < &’ <1, ona D(e) C DI (¢). Ceci a une conséquence importante.
Soit e(a) une fonction définie sur I'intervalle [r, 1[. Posons &(a) = sup,<,<1€(p)-
Comme e(a) < &(a) on a D (e(a)) C D (£(cx)). Inversement, si f appartient &
D2 (&(ar)), il existe p dans [a,1] tel que |flo < e(p) et alors |f], < |fla < e(p).
Autrement dit, on a D (&(r)) C Ua<p<1 D2° (¢(p)). On a donc montré

U pZE@) = |J D EWw)

et on constate que, dans une telle réunion, on peut remplacer la fonction quelconque
€ par la fonction décroissante €.
4.3-3.— Pour p < p <1, 0na DY(e) D DY (e).

4.2. Théoreme de Mittag-Leffler. —

Définition 4.4. — Soit J un ensemble ordonné. On dit qu’il est filtrant si, pour J
et J' dans J, il existe J” vérifiant J < J” et J' < J”. Un systéme cofinal dénombrable
de J est alors une suite J,, strictement croissante de J telle que, pour tout J dans J,
il existe n vérifiant J < J,.

Définition 4.5. — On appelle systéme projectif (X, fr.)3 les données suivantes
e un ensemble J ordonné filtrant,
e pour chaque J dans J, un ensemble X,
e pour J < J', une application f;; : X — X satisfaisant, pour J < J' < J”,
la relation fj; j» = fj.0fs 5. On suppose en outre que f; ; est I'identité.
On note alors {iLnXJ, et on appelle limite projective du systeme, l’ensemble des
éléments (z7) du produit [ ;.5 X; vérifiant f; 5 (z,) = x5 pour J < J'.

Par construction, pour chaque Jy dans J, il y une application canonique f;, de
lim X ; dans X j, définie par fj, (xJ) =xy,.
—
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Lemme 4.6. — Soit (Xy, frn,m)nen un systéme projectif indexé par les entiers. On
suppose que
1. Chaque ensemble X,, est non vide et muni d’une distance ultramétrique d,, pour
laquelle il est complet.
2. Les applications fn n+1 sont uniformément continues pour les distances d,, et

dpy1-
3. L’image frnn+1(Xny1) est dense dans X,,.

Alors la limite projective X = lim X,, est non vide.
«—

Preuve. — On commence par construire une suite double (v(n,m))n>0 =0 PAr la

récurrence sur n suivante :
_ 1
e v(0,m) = —-.
e Le nombre v(n,m) étant connu, comme l'application fy, ,41 est uniformément
continue, il existe 1,,, > 0 tel que

dn+1($,y) S nnm = dn (fn,nJrl(x)a fn,nJrl(y)) S v(n,m) )
on pose alors v(n + 1,m) = min(-=, 7nm).

On a donc tout fait pour avoir les deux propriétés suivantes :

e v(n,m) < L.

o dypt1 (337?}) <wv(n+ Lm) = dn(fn,nJrl (.’L‘), fn,nJrl(y)) < v(n,m).
Maintenant, on choisit z¢ dans Xy. Comme f; m+1(Xm+1) est dense dans X,;,, on
peut choisir, par récurrence, un point x,, dans chacun des X,, de telle sorte que

dm (fm,m+1(1'm+1)y xm) < U(m7 m)

Pour n < m, une récurrence décroissante sur n montre que :

dn (fn,m-‘rl('rm-i-l)a fn,m(xm)) = dn (fn,n+1°fn+1,m+1(xm+1)a fn,n+1°fn+1,m(xm))
< w(n,m) < %

Pour n < p < ¢, on trouve alors :

dn (fn,q(xq)a fn,p(xp)) < prgnn%}éq dn (fn,m+1(xm+1)v fn,m(xM)) < prgnrg}éq n = 5
Autrement dit, pour chaque n, la suite f, m(z,) est de Cauchy dans X,, donc con-
vergente. Notons y,, sa limite. On trouve :

Yn = lim fn,m(xm) = lim fn,n—‘—lofn-&-l,m(xm)
m—o0 m—00

= fn,n+l(n}£noc fn+1,m(xm>) = fn,n-i-l(yn-i-l)

et on constate que I'élément (y,,) de [], .y X» appartient & lim X,. O
—

neN
On trouve la définition suivante dans Bourbaki [8]

Définition 4.7. — Nous dirons que le systeme projectif (X 7, f /)5 satisfait la con-
dition de Mittag-Leffler si
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1. Chaque ensemble X ; est non vide et muni d’une distance ultramétrique d; pour
laquelle il est complet.

2. Les applications f; ;- sont uniformément continues pour les distances d; et d .

3. Pour J dans J, il existe J' > J tel que, pour tout J” > J’, 'image f (X )
est dense dans 'image fj 5/ (X ).

Si la condition 4.7-3 est satisfaite, on peut y remplacer I'indice J’ par n’importe
quel indice plus grand. Nous utiliserons aussi la version, un peu plus contraignante,
de cette condition dans laquelle on impose J' = J.

Définition 4.7 (forte). — Nous dirons que le systéme projectif (X, fs /)3 satis-
fait la condition de Mittag-Leffler forte s’il satisfait les conditions 4.7-1, 4.7-2 et
3F. Pour J dans J et J' > J, 'image f; /(X ;) est dense X ;.

Lemme 4.8. — Soit (X, f1.5/)3 un systéme projectif indexé par un ensemble J con-
tenant un systeme cofinal dénombrable et satisfaisant la condition de Mittag-Leffler.
Alors la limite projective X = lim X ; est non vide.

—

Preuve. — Choisissons un systéme cofinal dénombrable J,, de J. D’apres la condi-
tion de Mittag-Leffler 4.7-3, nous pouvons construire par récurrence une application
strictement croissante ¢ de N dans N telle que

* ©(0) =0,

e pourm > @(n+1), image f;_ ., 1, (Xm) est dense dans f_ . 5.0 (Xpme1))-

@(n)»
Posons :

e YV, = adhérence de f7_ . 7.1, (Xpmy1)) dans Xo,
® g, m = restriction a Y, de f;
L4 dn = dJ«p(n)’

de telle sorte que l’on ait :

w(n)rJp(m)?

e chaque ensemble Y;, est muni de la distance (ultramétrique) d,, pour laquelle il
est complet,

e les applications gy 41 sont uniformément continues pour les distances d,, et
dpt1-

e l'image gy n+1(Yn41), qui contient

wa(n)va(nﬂ) (chp('rt+1)7J<P('rL+2) (Xsa(n+2))) = f‘]w(n)"]w("JrZ) (Xw(nJr?))7

est dense dans sto(n),Jw(nH)

Autrement dit, le sous systeme projectif (Y, gn.m )N satisfait les hypotheses du lemme
4.6 et limY,, est non vide.
—

(Xo(n+1)) done dans Y.

Soit (y,) un élément de la limite projective limY,,. Pour J dans J, on choisit un
—

entier n tel que J < p(n) et on pose x5 = f.1,,, (yn). Pour n <m, on a:

Ty = f‘]ﬂjgp(n) (yn) = fJanp('rL) (gmm(ym)) = fJ7JLp(7L)OfJ«p(n)ﬂ]gp('nL) (ym) = vaJgo('nL) (ym)

et x, ne dépend pas de I'entier n qui a servi & le définir. Par ailleurs la relation :

fro (@)= fJ,J’OfJ’,Jw(,L) (Yn) = fJ,Jw(n>(yn) =TJ
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montre que (z ) est un élément de lim X ;. O
—
Corollaire 4.9. — Soit (X, f1.5/)5 un systéme projectif indexé par un ensemble J

contenant un systéeme cofinal dénombrable et satisfaisant la condition de Mittag-Leffler
forte. Alors, pour chaque indice Jy, limage fJO(lim XJ) est dense dans X j,.
—

Preuve. — Il faut montrer que tout disque fermé non vide D de X j, contient au moins
un point de l'image f Jo(lim X J). Pour cela nous considérons le systeme projectif
—

(fJ_OlJ(D), fJJ/) s 11 satisfait la condition de Mittag-Leffler car
J=>Jo

. fJ_OlJ(D) est contenu dans X ; et muni de la distance ultramétrique d ;.

e Par restriction les applications f; ;- restent uniformément continues.

e La condition 4.7.3F pour le systeme X ;, assure que les ensembles fJ_OlJ(D) sont
non vides (en fait d’apres la condition 4.7.2, il contiennent méme un disque).

e D étant fermé, son image réciproque fJ_Ob(D) est un fermé de I’espace complet
X . C’est donc un espace complet pour la distance d .

e PourJ' > J > Jo, fs.5/(X ;) est dense dans X ; donc

Fra (Fr5/(D)) = fr.00(X ) ﬂfijb(D)
est dense dans f;(i,,(D)
D’apres le lemme 4.9, la limite projective 1<£n f;olJ(D) contient (au moins) un élément
(xg)s>0,- Ceci définit les x; pour J > Jy. Pour J dans J avecJ # Jy, on choisit

J' dans J tel que J' > Jy et J' > J et on pose z; = fry(xy). Cet élément
est indépendant du choix de J' et on obtient un élément (x;) de lim X; tel que
—

fro(xy) =z, appartient a D. O

Remarque 4.10. — Si (J,,) est un systéme cofinal dénombrable du systéme projectif
(X, fs,50) alors le sous-systeme (X, , f,..7,) est projectif (et indexé par les entiers)
et, a la fin de la démonstration du lemme 4.8, nous avons implicitement vérifié que
liénX = h&lX J,- En particulier, la limite projective peut se calculer en utilisant

n’importe quel systéme cofinal dénombrable.

Etant donné un ensemble ordonné filtrant J, nous définissons la catégorie des
systemes projectifs indexés par J.

Définition 4.11. — Un morphisme (X, f5.5/)3 S(Yy, gJ,07)3 entre deux systemes
projectifs indexés par J est la donnée, pour chaque J de J, d’une application X ; X Y;
satisfaisant wjofy ;7 = ¢ ouy. Dans ces conditions, on a une application canonique
(limuy) : lim X; —limY; définie par (limuy)((zs)) = (us(z,)).

— — — —

Si les ensembles X ; sont des groupes commutatifs (resp. des espaces vectoriels)
et les applications f; ; des morphismes de groupes (resp. des applications linéaires)
on parlera de systéme projectif de groupes (resp. d’espaces vectoriels). Les applica-
tions w; définissant les morphismes de cette sous-catégorie seront des morphismes de
groupes (resp. des applications linéaires).
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Déﬁnztwn 412 — La suite 0 —)(X,], f,]’.]/) i)(Yt], g,]’(]/) i)(ZJ, h‘]”]/) —0 de Sys-
témes projectifs de groupes (indexés par le méme ensemble J) est dite exacte si, pour
chaque J de J, la suite 0 — X; 24 Y; X4 Z; — 0 est exacte.

Si (X7, f1.0))5 —(Yy,97.)3 est un morphisme de systémes projectifs de groupes,
on constate que (kerwy, fs /) et (cokeruy,gys ) sont des systémes projectifs de
groupes appelés noyau et coimage du morphisme u.

Si la suite 0 — (X, f7.07) i}(YJ,g(LJ/) 22y, hg.) — 0 de systemes projectifs de
groupes est exacte, 'élément (y;) de 1<£n Y, appartient au noyau de v si et seulement
si vy(ys) = 0 pour tout J, c’est-a-dire 8’il existe un unique élément (x;) de [[ X tel
que y; = u(xs) pour tout J. Comme

wjofy g (wy) = grreuy(xy) =910 (Yr) =ys
on a fyy(xy) = xy et (ry) appartient en fait a lim X ;. On constate donc que la
—
suite
(limw ) (limwvy)
0—=lmX, ——limY;, ——limZ,
— — —

est exacte. Mais, en général, 'application lim v; n’est pas surjective.
pa—

Théoréme 4.13 (Mittag-Leffler). — Soit J un ensemble ordonné contenant un
systéme cofinal dénombrable, et soit

0—(Xy, fr,0) =(Y5.950) = (Zg, hyy)—0

une suite exacte de systemes projectifs de groupes indexés par J. Si le systéme
(X, fs,00) satisfait la condition 4.7 de Mittag-Leffler, alors on a une suite exacte

(limwy) (limwvy)
0—=lmX, — > limY; ——limZ; —0
— — —

Preuve. — 1l faut montrer que 'application lim v est surjective.

Soit (zy) un élément de 1<i£1Z . Par hypothge, les applicationsv; sont surjectives.
Pour chaque indice .J, les ensembles v;'(z;) sont donc non vides. Si vy (y) = 2z,
on a vyegsy(yy) = hyy(zy) = z5. Autrement dit, gy <U;/1(ZJ/)> est contenu

dans 'U;l(ZJ) et (U;l(ZJ),gJ’J/) est un systéme projectif. Montrons qu’il satisfait la
condition de Mittag-Leffler. D’apres le lemme 4.8, il existera un élément (y;) dans
la limite projective de ce systeme, donc dans 1<i£1YJ7 et dont 'image par 1(12111 J sera
(z7).

Si on prend deux éléments y; et 5 de v;l(zJ), onavy(y;—9s) = z5—2z5; = 0. Donc il
existe un unique x; dans X tel que uy(xs) = y;y — §s. On définit alors une distance
sur v;l(z,]) en posant Jj(y],g]) = dy(zs,0). En fait, si on fixe gy, 'application
xy — g5+ uy(xy) est une bijection de X; dans v;l(zJ) qui, par définition de la
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distance, est une isométrie. Donc, muni de la distance JJ, 'U;l(ZJ) est complet.
SiJ >J,ona

9.0 Yy —Ggr) = ggaroug(xy) =wugofy ()
donc, pour € > 0, il existe n tel que, si JJ/(yJ/,ng/) =dy(xy,0)<nona

di (92,0 W), 950 (G1)) = ds(fr,0(x5),0) <e.

Autrement dit, I’application g ;- est uniformément continue.

Pour J fixé, soit J' tel que, pour J” > J', f; ;o (X j) est dense dans fj /(X /) et soit
¥ = g0 (9 ) un élément de gz s/ (U;;l(Z]/)). Fixons un élément ;- de v},} (zgv) et
définissons 1’élément z ;» de X/ tel que :

uyr (jJ’) =4gJ,J" (?;J”) — 4.

On trouve alors ujofy i (Z5) = g0 (g]Jf - gjl"]"(g]'/)) = 4y — gg,07(Yy). Pour
tout € > 0, il existe zy» dans X tel que dy (f]”]'/ (@gm), fo0 (551/)) < e. Alors
ygr = G +ugr (x50 appartient & v, (2,7) et vérifie

dy (9500 (o), 50) = dy (900 (War = Gar), G — ga,07 ()
= dy(frar (@) = fr,0(25),0) <e
ce qui montre que g, 7 (U;/}(Z]//)) est dense dans g (U;;l(Z]')) O
4.3. Faisceautisation. — Un bon point de vue est de considérer A(I) comme

I'intersection des anneaux A(J) pour J parcourant I’ensemble des intervalles fermés
contenus dans I. L’exercice suivant traduit cette remarque d’'une maniere un peu
pédante mais qui va faire le lien avec le paragraphe précédent.

Ezxercice 4.14. — Soit I un intervalle ouvert contenu dans 0, co0[. On note J l’en-
semble des intervalles fermés contenus dans I ordonné par l'inclusion.

1. Vérifier que J est filtrant et contient un systeme cofinal dénombrable.
2. Pour J C J' on note I; ; linjection canonique de A(J’) dans A(J) et on con-
sidere le systeme projectif (A(J), I j/)y. Vérifier que lim . A(J) est isomorphe
«—

A A(I).

Définition 4.15. — Un faisceau M sur C(I) est la donnée,
1. pour chaque intervalle fermé J contenu dans I, d’un groupe abélien M(J),
. f '
2. Pour J C J', d’un homomorphisme de groupe M(J") “5" M(.J)
Ces données vérifiant les conditions suivantes :
3. (M(J), fm,s,00) est un systéme projectif :
pour J C J' ' C J” on a fM,J“]// = fM7J7J/ofM7J/,J// et fM,J“] est l'identité,
4. Si J=J' UJ" et si m’' et m” appartiennent respectivement a M(J') et M(J")
et vérifient faq g (M) = fan,agr, g0 (m') alors il existe m dans M(J) tel
que m’' = faq, g 0(m) et m” = faq g0 g(m).



46 GILLES CHRISTOL

Remarque 4.16. — La couronne C(I) est un “espace analytique rigide”. En parti-
culier il est muni d’une topologie de Grothendieck pour laquelle les familles de sous-
couronnes fermées {C(J;)}, avec I = JJ;, sont des recouvrements admissibles (voir
[27] page 26 et suivantes par exemple). La condition 4.15-3 définit un préfaisceau et
la condition 4.15-4 assure que ce préfaisceau est un faisceau. Cette seconde condition
assure que tout faisceau est localement acyclique pour les recouvrements admissibles.
Autrement dit, les groupes de cohomologie d’un faisceau peuvent se calculer comme
groupes de cohomologie de Cech associé & n’importe lequel de ces recouvrements.
Toutefois, nous définissons les groupes de cohomologie en utilisant uniquement des
recouvrements par une famille dénombrable et croissante d’intervalles fermés (voir
[27] lemme 1.8.2). Pour ces recouvrements, la condition 4.15-4 est vide et celle-ci
n’apparaitra donc jamais dans les démonstrations. En fait, notre définition s’applique
aux préfaisceaux et calcule alors la cohomologie du faisceau associé.

On pourrait aussi introduire les groupes de cohomologie comme foncteurs dérivés du
foncteur h£1 (dans la démonstration de la proposition 4.21, on montre implicitement

que la catégorie des faisceaux a suffisamment d’injectifs).
A un faisceau M sur C(I) et & un systeéme cofinal dénombrable de J, ¢’est-a-dire

a une suite (J,)nen d’intervalles fermés tels que J,4+1 D J, et |JJ, = I, on associe
I’application :

5o [IMn) — [T M) 6(mn) = (Frdndni (Mng1) = ma)
neN neN
Proposition 4.17. — Le noyau et le conoyau de ’application § sont indépendants
du choiz de la suite (Jy,).
Preuve. — On constate facilement que ker 6 = lim M(J,,). Or, comme on ’a vu dans
—

la remarque 4.10, cette limite projective est indépendante du systéme cofinal (J,)
choisi et est la limite projective lim M(J) du systéme complet.
—

Pour traiter le cas du conoyau, on commence par montrer que le conoyau ne
change pas si on remplace la famille (J,,) par une famille extraite .J,, ou (uq) est une
suite strictement croissante. Pour cela nous définissons deux applications hg et hy de

[1,en M(Jy) dans ] ey M(Ju,) en posant

Ud41—

1
ho((ma) = (muy) o ha(ma)) = (D2 fatsyn (mn)

n=uq4
et nous établissons leurs principales propriétés :
e Un élément (sq) de [];cny M(Ju,) étant donné, on pose m,, = sq4 et m, = 0 si

ug < n < ug41. On consate alors que ho((my)) = hi((my)) = (sq¢). Autrement dit,
les applications hg et h; sont surjectives.

e L’endomorphisme d, de [];c M(Jy,) étant défini par

5“((m“d)) = (fMJudJudJrl (mud+1) - mud)a

on constate que :
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’U.d+1—1

hlod((mn)) = ( Z fM,Jud,JnJrl(mn-&-l)_fM,Jud,Jn(mn)>

= (fM,Jud,JudJrl (mud+1) - mud) = 6u°h0((mn))

Autrement dit h100 = dy0hg.

ud+1—1
e Soit (s,,) un élément de ker h; ¢’est-a-dire tel que Z M., (8n) = 0 pour tout
n=uq
udfl
d. Alors I’élément m,, = — Z Ima, 0 (sk) de M(Jy,) est indépendant du nombre d
k=n

des que ug > n. On vérifie immédiatement que faq,1,,7, 1 (Mny1) — My = s, et que
ho(my) = 0. Autrement dit, (s,) = d(my) et ker hy C d(ker hy).

On résume ces propriétés dans le diagramme suivant :

ker § — ker 6,

| !
kerhy — TLeg M) 2% Loy M(u,) —

l q] , o |
ker h1 — HnEN M(Jn) —1> HdeNM(‘]Ud) —

| |

0 — coker § — coker d,, —

O O — O

et on constate que coker ¢,, est isomorphe & coker d.
Maintenant, & partir de deux suites cofinales (J,,) et (J},), on en construit facile-

ment une troisieme de la forme (..., Jy,,J; ,...) qui a une suite extraite en commun
avec chacune des deux suites initiales. Ceci suffit a assurer que les conoyaux des
applications § coincident. O

Définition 4.18. — Soit M un faisceau sur C(I), on pose : ,
HO(C(I),M) =kerd H'(C(I), M) = coker§

Définition 4.19. — Un morphisme (resp. une suite exacte) de faisceaux sur C([I)
est un morphisme de systemes projectifs de groupes indexés par les intervalles fermés
contenus dans I (définitions 4.11 et 4.12).

Proposition 4.20. — A toute une suite ezacte 0 =N — M — Q — 0 de faisceaux
sur C(I) est associée la suite exacte longue

0— H°(C(I),N) — H"(C(I), M) — H’(C(I), Q)
— H'(C(I),N) — H*(C(I), M) — H*(C(I), Q) — 0.

Preuve. — 1l s’agit d’une application facile du lemme du serpent [6]. O
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Ce résultat signifie que, pour tout faisceaux M sur C(I), on a H* (C(I),M) =0
pour i > 2. Le théoreme de Mittag-Leffler traite le cas du H'.

Corollaire 4.21 (de 4.13). — Soit N un faisceau sur C(I). Si le systéme projectif
(N(J), fa,a00) satisfait la condition de Mittag-Leffler, alors H'(C(I),N') = 0.

Preuve. — Le théoreme 4.13 et la suite longue 4.20 montrent que, si 0 — N — M est
une suite exacte de faisceaux, la suite 0 — H*(C(I),N') — H (C(I), M) est exacte.
11 suffit donc de trouver un faisceau M “contenant N et tel que H*(C(I), M) = 0.
On peut, par exemple, définir M par

M(J) = Z N fM,J”J(ZnJ’) = Z njr + Z In g ().

J'CcJ JrcJ” J'gJ”

Comme I’équation m, 1 — m, = v, a la solution évidente m,, = ZZ:O vy, on vérifie
facilement que M a les propriétés requises. O

4.4. Théoréme de Lazard. —

Définition 4.22. — On appelle diviseur Z sur la couronne C(I), une application de
Pensemble des points géométriques de C(I) dans Z qui vérifie les conditions suivantes

1. Pour tout intervalle J fermé contenu dans I, I’ensemble des points géométriques
¢ de C(J) tels que Z(¢) # 0 est fini,
2. Pour tout K-automorphisme o de K*8, on a Z(0(¢)) = Z(¢).

Le diviseur est dit effectif si Z(¢) > 0 pour tout point géométrique (.

La somme de deux diviseurs est définie comme la somme des applications. On note
D(I) (resp. D1(I)) le groupe des diviseurs (resp. des diviseurs effectifs) sur la
couronne C(I). Pour décrire un diviseur, on utilise une notation qui met en valeur
cette structure de groupe :

zZ = dYZO¢ = ) Z(0)¢

¢ points géométriques de C(I) (€supp(Z)

ol supp(Z) désigne le support de Z c’est-a-dire Pensemble des points géométriques ¢
de C(I) tels que Z(¢) # 0.

Définition équivalente 4.23. — Soit Z un diviseur (resp. un diviseur effectif) sur
la couronne C(I). Pour chaque intervalle fermé J C I, le produit

Z(¢
Pz (x) = H (ffC) ©
cec(J)

est, d’apres 4.22-1, une fraction rationnelle (resp. un polynoéme) qui appartient a
K (x) (vesp. K|xz]) d’apres 4.22-2. Pour J C J', le rapport Pz(;r)/Pz(s) n’a ni zéro ni
pole dans la couronne C(J). C’est donc un élement inversible de A(J). On constate
que le systéme (Z(J), I; ), ot Z(J) = Pz(j)A(J) et I ; est I'injection canonique
de F(J') dans F(J), est un faisceau sur C(I). Le corollaire 2.25 montre que l'on
obtient ainsi un isomorphisme entre le groupe (additif) ©(I) (resp. DT (I)) et le
groupe (multiplicatif) des faisceaux d’idéaux fractionnaires (resp. d’idéaux) sur C(I).
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On note A*(I), A7°(I) et F*(I) les groupes multiplicatifs des fonctions inversibles
de A(I), des fonctions non nulles de A(I) et des fractions non nulles de F(I).

A une fonction f de A7(I) on associe le diviseur (effectif) div(f) de f pour lequel
div(f)(¢) est ordre du zéro de f au point ¢. Cette définition s’étend aux fractions de

F*(I) en posant div (i) = div(f) — div(g). Le corollaire 2.26 montre que les suites
g

suivantes sont exactes
div

(10) 0 — A*(I) — F*(I) 25 D (1)
(11) 0 — A*(I) — A*(I) 2% D+(1)

Le but de ce paragraphe est d’étudier la surjectivité de I'application div. Pour cela
nous “faisceautisons” la situation.

Pour J C J’, on note res; ;s lapplication de ©(J') dans ©(J) “multiplication
par la fonction caractéristique de C(J)”. Les systemes D = (D(J),resy ) et DF
= (DT (J),resy. ;) sont des faisceaux (de groupes additifs) sur la couronne C(I) et
les systemes A* 1= (A*(J), L5 ), A0 = (A70(J), I 55 ) et F* = (F*(J),1,5))
sont des faisceaux (de groupes multiplicatifs) sur la couronne C(I). Si M est I'un de
ces faisceaux, on a M(I) = H° (C(I), ./\/l) Lorsque H*' (C(I), .A*) = 0, la proposition
4.20 montre que Papplication div est surjective, dans chacun des cas (10) ou (11).

Ezercice 4.24. — Montrer que H'(C(I),D) = H'(C(I),D*) =0.
[vérifier que D et DT satisfont la condition de Mittag-Leffler]

Proposition 4.25. — Si K est sphériquement complet et si Uintervalle I est un
ouvert de [0,00], on a H*(C(I), A*) = 0.

Pour démontrer cette proposition nous avons besoin d’étendre la notion de limite
banachique (corollaire 1.45) aux anneaux A([).

Soit I un intervalle et soit f,, = > ., an s2® une suite bornée de fonctions de A(I)
c’est-a-dire telle que, pour p dans IN]0, ool, la suite | f,|, soit bornée. Pour s fixé, la
suite |an 5| est alors bornée par p~*sup | f,|, pour chaque p dans IN]0, col.

Définition 4.26. — Soit f, = ) .y an sx° une suite bornée de A(I). Si le corps K
est sphériquement complet, on définit la limite banachique de la suite f, par

“ls ) P [13 B S

nll}go fn T Z nli>nolo On,sT -

SEZ
On écrira aussi “lin?’ f,, si cela ne préte pas a confusion.

Remarque 4.27. — L’idée d’obtenir le théoreme de Lazard comme corollaire de la
proposition 4.25 se trouve dans [27]. La notion de limite banachique d’une suite
bornée de fonctions analytiques f, avait été introduite par Robba dans [47]. On
montre facilement que cette limite est indépendante du choix de la limite banachique
dans K si et seulement si la suite f,, converge dans A(7).

o
Si I est un intervalle, nous noterons I l'intérieur de I c’est-a-dire le plus grand
(intervalle) ouvert contenu dans I.
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Lemme 4.28. — Soit I un intervalle non réduit 4 un point, soit (fn) et (gn) deux

suites bornées de fonctions de A(I) et soit g une fonction de A(;) Alors

o
1. la limite banachique “lLim” f,, appartient a A(I),

2. [“lim” f,|, < limsup|fyn|, pour p dans I,
3. “1im77(fn + gn) — Lélimﬁ fn + “lim” gn’
4. “Um”(gfn) =g “lim” f,,.
Preuve. — D’apres le corollaire 1.45-3, on a, pour tout p dans IN|0, co[
(12) ’ “liny’ an,s| < limsup |an s| < p~*limsup | fn|,
n—0o0 n—00

o
Pour p dans I N0, 00|, il existe r < 1 tel que rp et 7~ 1p appartiennent a I. 11 vient

| Tt an,o|o* < min (v~ T sup | falyp, v lin sup | ful1,)

o
donc limg_, 40 | “limd” an,s|ps =0 et “lin? f,, appartient & A(T).
n—oo
La propriété 2 est maintenant une conséquence de la majoration (12).

Sig= Z bsx® appartient & K[z, 2], la linéarité de “lin?’ (corollaire 1.45-2) donne

finie

“Und’ (g f) = 3 “lint (Z bian,s,i)xs = (Z by “lin? an’s,i)x‘s — g “lind’ f,,.

SEL finie s€Z finie

o
Considérons maintenant une fonction quelconque g = > __, bsz® de A(I). Comme

SEL
o
I'intervalle I n’est pas réduit & un point, 'intervalle I N]0, oo est non vide. Choisissant
p dans cet intervalle et posant g, = > bgx®, on a lim |g— gm|, = 0. Or gy
m—r oo

S=—m

appartient & K[z, 2] et on trouve
’g nligio fn - nll{go(gfn)‘p
< |(g_gm)::1igfo’fn+gmzli{g;fn_Zli{go’(gfn)‘p
= (g = gm) Mind’ fo + “Und ((gm — 9)fn),

IN

max{|g - gm|psup |fn|ﬂvsup |(gm - g)fn|ﬁ}
< |9 = gmlpsup | fulp-

En faisant tendre m vers I'infini, on constate que g “lim0’ f,, = “lind’ (g f,,). O

Remarque 4.29. — Il y a une subtilité dans ce lemme : Panneau A([p]) n’est pas
stable par la limite banachique (alors qu’il est stable pour la limite de la norme |-|,).
La limite banachique est en effet une généralisation de la limite simple alors que la
limite pour la norme | - |, est une limite uniforme.

Preuve de la proposition 4.25. — L’intervalle I étant ouvert, on peut choisir une suite

o
d’intervalles fermés J,, tels que J, C J,41 et |JJ, = I. Revenant & la définition
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4.18 et tenant compte du fait que les groupes sont multiplicatifs, on doit montrer que
Vapplication (fy,) = (fn/fnt1) de [[ A*(J,) dans lui-méme est surjective. Autrement
dit, étant donné une fonction g, de chaque A*(J,), on doit trouver une fonction f,
dans chaque A*(J,) telle que g, = fn/ fnt1-
D’apres le corollaire 2.28, on a g, = A\x®" (1 4 gn) avec ||gn|lc(s,) < 1. Posons
B k
fn = “lin?’ H (1 + gn-{-i)

k—o0 -
=1

o
D’apres le résultat 4.28-1, cette limite banachique appartient & A(J,,+1) donc a A(J,).
o
Plus précisément, pour p dans J,1, on a

k

‘1 _H (1+§n+i)

i=1

< Tnti 1.
P 022k ’g"+’|P <

A Taide des propriétés 4.28-2 et -3 on en déduit que !1 — ﬁl’p < 1. L’intervalle J,
étant fermé, on constate que Hl — ﬁLHC(J ) < 1. Il en résulte que f, appartient en

fait & A*(J,,). Par ailleurs, la propriété 4.28-4 montre que ﬁ =1+ §n+1)fn+1. il

n—1

est maintenant facile de vérifier que la fonction  f, = (1 + gn)fn H ()\,»xs")_l
i=0

appartient & A*(J,,) et satisfait la relation f,,/fn+1 = gn. O

Corollaire 4.30 (Théoréme de Lazard [36]). — Sile corps K est sphériquement
complet, pour tout diviseur Z (resp. diviseur effectif) de la couronne C(I), il existe
(au moins) une fonction f de F(I) (resp. A(I)) telle que div(f) = Z.

Preuve. — Si l'intervalle est fermé c’est un résultat élémentaire (voir corollaire 2.25)
et il n’y a pas besoin de supposer le corps sphériquement complet.

Si l'intervalle I est ouvert c’est une conséquence immédiate de la proposition 4.25 et
de la suite exacte (10) (resp. (11)).

Si l'intervalle I est semi-ouvert de la forme [a, 8] (resp. |a, f]), on se rameéne au cas
d’un intervalle ouvert en remarquant qu’un diviseur sur la couronne C(I) est aussi un
diviseur sur la couronne C ([0, 8]) (resp. C(]a, o<])). O

Lorsque le corps K n’est pas sphériquement complet, la proposition 4.44 montrera
que le théoreme de Lazard est faux pour la plupart des couronnes C(I).

4.5. Faisceaux cohérents. — Les résultats de ce paragraphe montrent que la
couronne C(I) a des propriétés analogues a celle d'un espace de Stein c’est-a-dire
vérifie les fameux théorémes A et B de Cartan (théoreme 4.35). Ils sont essentiellement
démontrés dans [35].

Définition 4.31. — Unfaisceau M sur C(I) est dit cohérent (resp. localement libre) si
1. pour tout J C I fermé , M(J) est un A(J)-module de type fini (resp. libre),
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2. pour J C J', lapplication faq s est A(J')-linéaire et l'application A(J)-
linéaire faq,.00 : A(J) @4y M(J') = M(J) définie par fuq,s,0(a @ m) =
afa, g5 (m) est un isomorphisme.

Soit J un intervalle fermé et soit M un A(J)-module de type fini. Pour chaque
systeme de générateurs ¢ de M, on a une présentation A(.J)% 95 M —0 pour laquelle
¢ est 'image par 6, de la base canonique. On munit le K-espace vectoriel A(J)% de
la norme

de
H ;am‘H = 122(1? laille.-

et le K-espace vectoriel M de la semi-norme quotient :

=, it _llml.

Lemme 4.32. — Soit M un A(J)-module de type fini. Sie et f sont deux systémes
de générateurs, les semi-normes || - ||c et || - ||; sont équivalentes. En fail ces semi-
normes sont des normes pour lesquelles M est un espace de Banach homéomorphe a
A(J)" @ K*. Le couple {r,s} sera appelé signature du module M.

Preuwve. — On a f; = A;;e; avec A;; dans A(J) d’out un diagramme commutatif :
Ade L M — 0

hl id |

A(J)d P s 0
dans lequel 'application linéaire i est donnée par la matrice (Aij). On a clairement
|h]| = max ||Ajllc(sy- Pour m dans M, il existe m dans A(J)% tel que 6(m) = m et
|m|| < 2[mll. Comme m = f5oh(m), on trouve :

[l < l[p(m)l| < [[p] Iml] < 2[[A]] ]l

Les deux systemes de générateurs jouant un role symétrique, les deux semi-normes
sont équivalentes.

L’anneau A(J) est un anneau principal dont chaque idéal strict est engendré par
un polynéme non constant ayant ses racines dans la couronne C(J) (corollaire 2.25).
D’aprés [7] VII 3.4 théoréme 2, M est isomorphe & A(J)" @;_, A(J)/P,A(J) pour
des polynémes P; non constants ayant leurs racines dans la couronne C(J) (on peut
supposer que P,y divise P;). Pour conclure, il suffit de montrer que A(J)/P.A(J)
muni de la norme || f||{1y = infp— s pg [|2[lc(s) est homéomorphe & Kdes().

D’apreés le lemme 2.15, pour f dans A(J), il existe un unique polynéme R tel que
deg(R) < deg(P) et f = R+ Pg avec g dans A(J). L’application f +— R donne donc
une bijection de A(J)/PA(J) dans K48 ¥. Soit ¢ une racine d’ordre r de P. C’est
un point géométrique de C(J) donc, pour 0 <4 < r et h dans f + P A(J), on a

i el < <
¢ RO| = ¢ (O] < bl < hllecs.

Il en résulte que ‘Cidd;i O] < Iy
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Quitte a faire un changement de variable z +— x — a avec a suffisamment petit, on
peut supposer P(0) # 0. On constate alors que || f||{13 = 0 implique ddT;R(C) = 0 pour
toute racine ( de P et pour tout entier ¢ strictement plus petit que 'ordre de cette
racine. Ceci signifie que P divise R. Mais comme deg(R) < deg(P) cela implique

R =0cet f dans P A(J). Ainsi | - [[{1} est une norme sur K¢ donc équivalente a
la norme canonique (théoréme 1.14). O
Lemme 4.33. — Soit I un intervalle, J l’ensemble ordonné filtrant des inter-

valles fermés J C I et M un faisceau cohérent sur C(I). Le systéme projectif
(M), fa,0.07) vérifie alors la condition de Mittag-Leffler 4.7-forte.

Preuve. — On choisit, pour chaque J, un systéme de générateur e¢; de M(J).

1. L’ensemble M(J) est non vide, car il contient 0, et il est muni de la distance
dy(m,n) = ||m — n||. pour laquelle il est complet d’apres le lemme 4.32.

2. Pour J C J' d’apres 4.31-2, faq,5.0:(eyr) est un systeme générateur de M(J) et,
d’apres le lemme 4.32, il existe une constante C' telle que ||mlle, < Cllmlls,, , (e,
pour tout m dans M(J). Par ailleurs, pour f dans A(J'), on a || fllccs) < [Ifller)
(voir formule (3)). Il en résulte que l'on a || fae,g.0 (M)l 1y, , (e, < [Imlle,, pour
tout m dans M(J') car toute décomposition m = Y a;e donne une décomposition
Irmaa(m) = > aifa,sg(egr;) (il peut exister des décompositions de faq,7,7(m)
dans la base ¢; qui ne sont pas de ce type). On a donc, pour tout m dans M(J’)

[ (m)lle, < Clfaaa (M) g orie,n < Cllmlle,, -

L’application (linéaire) faq,j s est (uniformément) continue.

3. Pour J C J', l'anneau A(J’), qui contient K[z, 1], est dense dans .A(J) pour
la topologie de la norme || - [¢(s). On en déduit facilement que le A(J')-module
fat,0,0(M(J")) est dense dans le A(J)-module M(J) qu’il engendre. O

Lemme 4.34. — Soit J un intervalle fermé et soit M un A(J)-module libre de type
fini. Tout sous-A(J)-module N de M est libre et fermé pour la topologie de M. En
particulier, si N est partout dense dans M, alors N = M.

Preuve. — Comme anneau A(J) est principal, le fait que N soit libre est un résultat
classique. Plus précisément ([7] VII 3.3 théoreme 1), si M est de rang u, il existe une
base ¢ de M, un nombre v < p et des polynémes non nuls P; de K|z] ayant toutes
leurs racines dans la couronne C(J) tels que {P;e; }1<i<, soit une base de N.

Soit maintenant m,, = Z;’:l a; nP;e; une suite d’éléments de N qui converge dans M
et soit m = Y1 | a;e; sa limite. Par définition de la topologie de M, c’est-a-dire de
la norme || - [|¢, on a lim,, o [la; — a;nPillesy = 0. En particulier a; = 0 pour i > v.
Il reste a voir que a; est divisible par P;.

Soit ¢ une racine d’ordre r de P;. Pour 1 < j < r, on trouve

i d?
dix

zid?
dix

i d

‘%(ai)(ﬁﬂ = |

(a; — ai,n-Pi)<<)‘ < H (a; — ai,an’)Hc(J) <la; — ai,nPiHc(J)
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Si ¢ # 0, en faisant tendre n vers l'infini, on obtient ({%ai(g) =0. Le cas ( =0 n’est
a considérer que lorsque C(J) est un disque. Il se traite en faisant un changement
d’origine. O

Théoréme 4.35. — Soit I un intervalle contenu dans |0, 00[ et soit M un faisceau

cohérent sur C(I). Alors on a :

A~ H'(C(I),M) =0.

B.— L’ensemble M(I) < HO (C(I), M) des sections globales est un A(I)-module et,
pour J C I fermé, l'image faq,1(M(I)) engendre le A(J)-module M(J).

Preuve. — Résultat A : c’est une conséquence du corollaire 4.21 et du lemme 4.33.

Résultat B : les relations a(m.y)+(m’;) = (amy+m/;) munissent M(I) d’une structure
de A(I)-module. Comme le systeme projectif (M(J), faq,7,57)3 vérifie la condition de
Mittag-Leffler forte, le corollaire 4.9 montre que, pour tout J, 'image faq,s (M (I))
est dense dans M(J). A plus forte raison, le A(J)-module engendré par cette image
est dense et donc égal & M(J) d’apres le lemme 4.34. O

Remarque 4.36. — Le théoreme 4.35-B signifie aussi que I’application A(J)-linéaire
Img s A(T) @4y M(I) — M(J) définie par faq,7(a®m) = afaq,7(m) est surjective.
Par contre on va voir (exemples 4.37 et 4.49) qu’elle n’est pas injective en général.
En fait le point clef est de savoir si M(I) est de type fini.

L’application faq,; étant surjective, un systeme de générateurs du A(I)-module
M(I) donne, pour tout intervalle fermé J C I, un systéme de générateurs du A(J)-
module M(J). Dans 'exemple suivant, le nombre minimum de générateurs des mod-
ules M(J) n’est pas borné et donc M(I) n’est pas de type fini. On vérifie aussi que
lapplication fas,; n’est pas injective.

Ezxercice 4.37. — Soit a un nombre de K tel que |a| < 1. Pour 1 < m < n, on pose
Pon(z) =TI, (2" — a).
1. On pose 7, = |a|1/". Vérifier que les racines du polynéme P, ,, se trouvent

dans la couronne C([rm, rn]) En déduire que, pour ¢ > n,

A([0,73]) /P 0 A([0,70]) = A([0,70]) / P A([0, 7]

et en particulier que ce module est réduit & {0} pour m > n.

2. Montrer que M([0,7,]) = @,,_1 A([0,74])/PrnA([0,7]) est un A([0, r,])-
module de signature (0, gn(n + 1)(2n + 1)) (lemme 4.32) et ne peut pas étre
engendré par moins de n éléments (il est déja sous forme canonique).

3. Montrer que les M([O, rn]) définissent un faisceau cohérent M sur la couronne

C([0,1[). Montrer que M([0, 1) n’est pas de type fini.

On va maintenant se limiter au cas des faisceaux cohérents localement libres. Pour
un tel faisceau M, la propriété 4.31-2 implique que le rang r du A(J)-module libre
M(J) est indépendant de J. Autrement dit, pour tout J, le module M(J) est de
signature (r,0). On dit que r est le rang de M.
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Définition 4.38. — On dit que le faisceau cohérent M sur la couronne C(I) est
libre si M(I) est un A(I)-module libre de type fini et si M(J) = A(J) @ 41y M(1),
les applications fa4,7,j étant les injections canoniques.

Lemme 4.39. — Si le corps K est sphériquement complet, tout faisceau cohérent
M localement libre de rang 1 sur la couronne C(I) est libre.

Preuve. — Par hypothese, on a M(J) = A(J)e;. D’apres le théoreme 4.35-B, il
existe m = ae; dans I'image fMﬂ‘](M(I)) tel que [|a —1||¢(s) < 1. Alors a appartient
a A(J)*. Autrement dit, m est aussi une base de A(J). On peut donc, et on va,
supposer que e est lui-méme dans faq, s (M(I ))

Pour chaque intervalle fermé J C I, on choisit un élément €; tel que faq,y(€y) =
ej. Pour J C J', on a faq,50(ey) = ayyey avec ay g dans A(J). D’apres 4.15-
3, pour J C J' C J’ onaayy = ayyay, . La condition 4.31-2 assure que
I, g0 (egr) est une base de M(J). Donc ay j appartient & A*(J).

Par ailleurs, on a faq,y:(€5) = by ey avec by g dans A(J') et, pour J' D J, on
trouve

e; = fmgaefama(€5) =byragye;.
Donc bJJ/O,JJ/ =1 et ay, ;v appartient a f*(J/)

Nous fixons maintenant un intervalle fermé Jy c I. Pour J, C J C J’, on a
div(ay,,s) = div(ay,,s) + div(asj) et, d’aprés le corollaire 2.28, les restrictions des
diviseurs div(a,,,) et div(az,,s) & la couronne C(J) sont égales. Nous pouvons donc
définir un diviseur Z sur C(I) en demandant que sa restriction & la couronne C(J)
soit égale au diviseur div(az, /) pour n'importe quel intervalle J' > J O Jp.

Puisque le corps K est sphériquement complet, il existe a dans F*(I) tel que
div(a) = Z. A priori, a/ay, s est un élément de F*(J). Mais, par construction, cette
fonction n’a ni péle ni zéro sur la couronne C(J). Donc c’est une fonction de A*(J).

Soit maintenant m un élément de M(I). Pour chaque intervalle fermé J C I, il

;. a
s’écrit m = (b] 6]) avec by dans A(J). Pour Jy C J C J’, on trouve
ajy,J JDJo
a a
by es = fam, g0 by ey ) =by aj ey =by ey
QJo,J Qjo,J’ Qajy,J' Qjy,J

et on constate que by = by. Autrement dit, b; est indépendant de J D Jy. On va le
noter b.

Considérons maintenant 'élément e ( - GJ) de M(I) =. On constate
Qajy,J JDJo

que m = be. Donc M(I) est un A(I)-module libre de rang 1. O

Théoréme 4.40. — Sile corps K est sphériquement complet, tout faisceau M cohé-

rent et localement libre sur la couronne C(I) est libre.

Preuve. — On fait une démonstration par récurrence sur le rang r de M.

e Sir =1, le résultat est démontré dans le lemme 4.39.

e Sir > 1, on choisit un élément m dans M(I) et, pour chaque intervalle fermé J C I,
on note N(J) le plus grand sous-A(J)—module libre de rang 1 de M(J) qui contient
fam,s(m) et on choisit un générateur e; de N'(J) (voir lemme 4.32).
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On a fapm,y(m) = agey avec ay dans A(J). Pour J C J', la condition 4.31-3
impose & faq,5.0/(ey) = ay/aye; d’étre aussi un générateur de N (J). Par suite, le
quotient ay/a; appartient & A*(J) et le systeme des N (J) est un faisceau cohérent
localement libre de rang 1. D’apres le lemme 4.39, il est libre. Maintenant, pour
chaque J, on a une suite exacte :

0—N(J) — M(J) — Q(J) —0
dans laquelle les Q(J) sont des .A(J)-modules libres de rang r — 1. L’hypothese

de récurrence affirme qu’ils définissent un faisceau libre sur la couronne A(I). la
proposition 4.20 et le théoreme 4.35-A donnent une suite exacte

0—N{I)— M) —Q(I)—0

de A(I)-modules dans laquelle N'(I) (resp. Q(I)) est libre de rang 1 (resp. de rang
r —1). Il en résulte que M(I) est libre de rang r. O

4.6. Structure algébrique des anneaux A(I). — Les anneaux A(I), pour [
ouvert ou semi-ouvert, ne sont ni principaux ni méme noethériens. Cependant le
corollaire 4.42 montre qu’ils sont cohérents lorsque le corps K est sphériquement
complet. Si l'intervalle I est fermé, les corollaires 4.42 et 4.43 sont évidemment vrais
sans hypothese sur le corps complet K.

Lemme 4.41 ([18]). — Soit I C [0,00] un intervalle et soit f et g deux fonctions
de A(I) qui nont aucun zéro commun. Alors l'idéal engendré par f et g est A(I)
tout entier.

Preuve. — Soit J un intervalle fermé contenu dans I. On considere la suite

(13) 0— A(J) == A(J)?> 5 A(J) — 0

définie par ¢(u) = (—gu, fu) et 7(u,v) = fu+ gv. La suite (13) est exacte car

e on a clairement mor = 0,

osi(u)=0,o0nagu=fu=0doncu=0,

e l'application 7 est surjective : d’apres le corollaire 2.25 il existe un polynome Py

(resp. Q) de KJz] dont toutes les racines sont dans C(J) et une fonction f (resp.
g) inversible dans A(J) telle que f = PJf (resp. g = Qsg). Par construction, les
polynomes P; et (Q; n’ont pas de racine commune. Ils sont donc premiers entre eux.
Toute fonction h de A(J), mise sous la forme Ph avec h inversible et P polynéme,

~ h h
sécrit h = (QP; + RQ )h = J?f + TRg et appartient donc a I'image de 7.
g

e si m(u,v) =0, on a uf = —vg c’est-a-dire uwfP; = —v§Q,. Donc uf = —1Q et
vg = 7Py avec T dans A(J). Autrement dit, (u,v) = (— %g, ;Nf) = L(;)
fg fg fg

La suite exacte (13) est en fait une suite exacte de faisceaux cohérents sur la couronne
C(I). La suite exacte longue associée (proposition 4.20) s’écrit :

0— A(I) == A(1)> = AI)— H'(C(I),A) =0
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En particulier, 'application 7 : A(I)? — A(I) est surjective. O

Corollaire 4.42. — Sile corps K est sphériquement complet, 'anneau A(I) est de
Bezout, c’est-a-dire que tout idéal de type fini de A(I) est principal.

Preuve. — Considérons un idéal (f,g) engendré par deux fonctions, le cas général
se traite de maniere analogue (ou par récurrence). D’apres le théoréme de Lazard
4.30, il y a une fonction h de A(I) dont le diviseur est le pged des diviseurs des deux
fonctions f et g (c’est-a-dire qui a en chaque point de la couronne C(I) un zéro d’ordre
exactement égal au plus petit des ordres des zéros de f et de g en ce point).

Par construction, les fonctions % et % appartiennent a A(I) (corollaire 2.26) et n’ont

pas de zéro commun. Elles engendrent donc A(I) (lemme 4.41) et on constate que h
est un générateur de l'idéal engendré par f et g. O

Corollaire 4.43. — Si le corps K est sphériquement complet, tout sous-module de
type fini d’un A(I)-module libre de type fini est libre.

Preuve. — On démontre par récurrence sur n, que tout sous-A(I)-module M de type
fini de A(I)™ est libre.

e Pour n =1, M est un idéal de type fini de A(J) donc principal (corollaire 4.42). 11
est bien libre.

e Dans le cas général, on utilise la projection A(I)™ = A(I) sur la derniere composante

(p(ar,...,a,) = a,) et sa restriction M P p(M). L’image p(M) est un idéal de type
fini de A(I) donc principal. Soit {m1,...,m,} un systéme de générateurs de M. Si
m =Y a;m; est un élément du noyau de p, onam =m—p(m) =3 a; (mi — p(mi)).
Comme pop = p, les m; — p(m;) sont dans le noyau de p et en forment un systeme
générateur. Le noyau de p est donc de type fini dans A(1)" ! c’est-a-dire libre d’apres
I’hypothese de récurrence. Il en résulte que M lui-méme est libre. O

La proposition 4.48 montre que 'hypothese “sphériquement complet” est indis-
pensable dans le corollaire 4.42 et donc dans le corollaire 4.43.

4.7. Cas d’un corps non sphériquement complet. — Dans ce paragraphe on
suppose que le corps K est complet mais pas sphériquement complet (9. Toutefois
certaines démonstrations restent valables dans tous les cas. Par exemple la proposition
4.45 donne une démonstration élémentaire d’une forme faible du théoreme de Lazard.

Proposition 4.44. — Si K est un corps complet non sphériquement complet, il ex-
iste r > 0 pour lequel Uapplication A7°([0, r[) dyp+ ([0,7[) nest pas surjective.

Preuve [26]. — Par hypothese, il existe une suite de disques “fermés” non vides
strictement emboités D,, (1 < n) dont lintersection est vide. Notons p, le rayon
du disque D,,. Les p, forment une suite strictement décroissante de limite p non
nulle car le corps K est complet. Pour chaque n, nous choisissons un nombre ¢,, dans
D,, — D,,+1 et nous posons b, = ¢,+1 — ¢,. On constate que p < ppt1 < |bn| < pn.

(O En particulier, K n’est pas & valuation discrete.
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On pose r = 1/p et on considere le diviseur Z = " b1 qui est défini sur la couronne
C([0,r]) et qui serait le diviseur de la “fonction” [](1 — b,z) ... si ce produit infini
convergeait (ce qui n’est pas car les b, ne tendent pas vers 0).

Supposons qu'’il existe une fonction f = >0 asz® de A([0,7[) dont le diviseur
est Z. Comme Z(0) # 0, on peut supposer que ag = 1. Posons r, = 1/|by|.
D’apres le corollaire 2.24, pour tout n > 1, on a f = g, H;:ll(l — b;x) avec g, dans
A*([0,7,,[). En particulier, |g,|,, = |9(0)] = 1 et donc g, = 1 + a,x + -+ avec
|an| < 7“»;1 = ‘bn‘ < Pn.

On trouve a; = a,, — Z?;ll b; = a, — ¢, + 1 et on constate que ¢ —a; = ¢, — ay,
appartient a D,, = {C; IC—cn| < pn}. Ceci ayant lieu pour tout n, 'intersection des
D,, n’est pas vide contrairement a I'’hypothese. O

Par homothétie cette proposition se généralise a beaucoup d’autres intervalles I.
Plus précisément, il s’agit des intervalles I = (a, ) pour lesquels on a soit S dans
1/p|K¥8|* soit adans p|K®8[* olt p # 0 est la limite des rayons d'une famille de
disques emboités dont 'intersection est vide.

Proposition 4.45. — Soitr >0, soit (an), -,
soit croissante et tende vers r et soit z, une suite de N qui tend vers Uinfini. Il existe
une fonction f de A([0,7[) telle que div(f) = znan.

une suite de K telle que la suite |ay|

Preuve. — On considere les produits infinis :
e’} T\
f@) =11 (1 - (cT) )

Pour p < r, posons n(p) = min{n; a, > p}. Pour n > n(p), on trouve :

()] < (mf;m')% <1

an
Comme la suite z,, tend vers l'infini, on en déduit que les produits infinis définissant
les fonctions fs convergent pour la valeur absolue |- |,. Ceci ayant lieu pour tout p,
les fonctions f, appartiennent & A([O, r[) Par ailleurs, on vérifie que | fy,,) — 1|p < 1.

Donc la fonction f,(,) appartient a A*([0, p]). On constate alors facilement que la
fonction f = f; a un zéro d’ordre exactement z, au point a,, et aucun autre zéro. [J

Nous laissons le soin au lecteur de généraliser la proposition 4.45 et d’en déduire
le résultat suivant.

Corollaire 4.46 (Lazard [36]). — Pour tout diviseur Z de la couronne C(I) il ex-
iste une fonction f de A(I) dont le diviseur a le méme support que Z et telle que

div(f)(¢) = Z(¢)-

Le meilleurs résultat que nous connaissons dans cette direction se trouve dans [25]
(théoreme 25.5). Avant de I’énoncer, nous avons besoin d’une définition.
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Si Z est un diviseur sur C([0, 1[), on définit la fonction wz sur [0, 1] en posant :

[Pz (00D o p\F
(14) wz(p) = P — .
[Pz {0,0) (0)] |<1|_s[p (\Ci|>

Pour f dans A([0,1]) avec div(f) = Z et [f(0)| =1, on a |f], = wz(p) (voir 2.29-1).

Proposition 4.47. — Pour tout diviseur Z de la couronne C([O, 1[) et tout nombre

B > 1 il eziste (au moins) une fonction f de A([0,1[) qui a un zéro d’ordre au moins
Z(C) au point ¢ et telle que |f|, < Bwz(p) (voir (14)).

Proposition 4.48. — Si K est un corps complet non sphériquement complet, il ex-
iste v > 0 pour lequel I’anneau A([O,r[) n’est pas de Bezout.

Preuve [26]. — D’apres la proposition 4.44, il existe r > 0 et un diviseur Z sur
C([O,r[) qui n’est le diviseur d’aucune fonction de .A([O,?“D. Plus précisément, dans
la démonstration de la proposition 4.44, le diviseur Z était de la forme > a,, pour une
suite |a,| strictement croissante et de limite r. Dans ces conditions, si nous choisissons
une suite z, qui tend vers I'infini, la proposition 4.45 montre qu’il existe une fonction
f de A([O, r[) telle que div(f) = >_ znan.

Choisissons maintenant une suite b, telle que 0 < |a, — by| < |a1| < |an| et
lim,, o0 |an, — by| = 0 et considérons la fonction

00 z—b Zp—1 o8} a. —b Zp—1
h — n — 1 n n .
w-1(G=) -
n=s n=s
Pour p < r, posons n(p) = min{n; a, > p}. Pour n > n(p), on trouve :
an — by _ ‘an_bn| <1
T —an |, |an(p)

et on constate que h,,(,) appartient a A* ([0, p]) Il en résulte que la fonction A o« hy
appartient & F*([0,7[) et a un diviseur égal & > (zn, — 1)by, — > (20 — 1)an.

La fonction g h f appartient a priori a f([(), r[) mais son diviseur » (z, —1)b,+
> ay, étant effectif, elle appartient en fait a .A([(),r[) (en effet, pour tout p < r elle
appartient a A([O,p])). L’idéal (f,g) ne peut étre principal car le diviseur de son
générateur devrait étre le diviseur des zéros communs & f et g, c’est-a-dire > a,, or
ce dernier n’est le diviseur d’aucune fonction de A([0,7]). O

Ezxercice 4.49. — Soit Z un diviseur effectif sur la couronne C(I) (définition 4.23).

1. Vérifier que le systéme Mz (gf (.A(J), fJJ/) défini par fJJ/(l) = PZ(J)/PZ(J/) =
quc(J,)_c(J) (:c — ()2 est un faisceau cohérent localement libre de rang 1.

2. Montrer que, s'il existe une fonction a de A(I) telle que Z = div(f), le A(I)-
module Mz est libre de rang 1.

3. On suppose que Z = Y a,, est le diviseur sur A([O, r[) construit dans la démons-
tration de la proposition 4.48 et dont 1’idéal associé est engendré par deux
fonctions f et g. Vérifier que, pour 0 < v’ < r et J = [0,7/], on a f =
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P_;f; et ¢ = Qsgs avec Py et Q5 deux polyndmes de K|[z] et f] et gy deux

I1 ® g) = 0 mais que

fonctions de A*(J). Montrer que fIZ,J(QJ ®f— PJ,g—
J

QJ®ffPJ§—J®g:1®QJff§—J®PJg n’est pas nul dans A(J) ® 41y M(I).
J J

En déduire que 'application fM »,J N'est pas injective.

4.8. Démonstration originale du théoreme de Lazard. — Dans un but his-
torique, nous présentons la démonstration originale du théoréme de Lazard [36] en
nous limitant au cas ot I = [0, 1[.

Théoréme 4.50 (Lazard [36]). — Si le corps K est sphériquement complet, pour
tout diviseur Z de la couronne C([0,1[), il existe (au moins) une fonction f de
A([0,1[) telle que div(f) = Z.

Preuve. — Nous supposerons que Z(0) # 0 ce qui n’est pas une réelle restriction. On
note 0 <7 <rg <--- <1y, <--- lasuite des valeurs absolues des points de supp(Z).

Par définition, on a limr, = 1.
On pose P, (x) = H (1- f)Z(C) de telle sorte que, si z, = Y Z(¢) désigne
p n 1§ que, n [Cl=rn g
|C|:""n
le nombre de points, avec multiplicité, du diviseur Z sur le cercle |(| = r,,, on ait:

1 si p<my

J— Zn

|Pnlp = (ﬁ) s p>r,
Tn

Le polygone de valuation du polynéme P, ayant un seul sommet d’abscisse r,, ce

polynéme est r,-extrémal. D’apres le lemme 2.15, a toute fonction f de A([r,]), on

peut associer son reste R, (f) dans la division par le polynéme P,,. C’est un polynéme
ayant les propriétés suivantes :

[ = Ru(f) € PhA([ra]) deg (Rn(f>) <deg(P,) et | R ()l < 1Sl
Si f et g sont des fonctions de A([r,]), on a g = P,h + R, (g) d’ou :

Pour contruire la fonction f, on va construire, par une double récurrence sur (n,r)
dans N2, des fonctions f,, . de A([0,1]) telles que :

1. fnm(()) =1,

. Ri(fnr) =0pour1<i<n,

Nfnr = Fa-1rlp < p"w(p) min (1, Tﬁ)?
AR (fr )l < 77 w(r;) pour n < 4, "

N fnrlp < w(p) pour p < 1.

Ttk W N
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/ — log, (w(p))

pente z1 + 29 + -+ + 2, log,, (p" w(p))

pente z1 + 22 log,, (pT w(p) min (1, ﬁ))

Tn

pente zl\

1 Tn 10gp(|p|)

pente r Ve :
)//@pente z1+r+1

«pente r+1
FIGURE 4. Les fonctions w(p), p"w(p) et p" w(p) min (1, rﬁ)

n

e On prend fpo = 1.
e Pour r» > 0 fixé et n > 1, on pose

-1
In-1, q
For = frotr — QRn( 5 ) avee  Q(a) = 2" [ Puta).
i=1
Les racines du polynéme ) ont pour valeurs absolues les nombres 0, r1,...,7,-1 et

@ est donc un élément inversible de A([r,,]) ce qui justifie la définition de f, ,.
On a Q(0) = 0 et la condition 1. est évidemment satisfaite.
Pour 1 <i<n-—1, fo_1, et Q sont divisibles par P;, donc R;(frn—1,) =0 et

fnél,r)> _ Rn(fn—l,r) _ Rn(anC;’r> —0

ce qui acheve de démontrer la condition 2. Par ailleurs, d’apres la relation 4., on a :

o = fer(75)

1
|Q‘rn|aRn(fn—l,r)|rn - |Rn(fn—1,r)|rn S T:l U)(’I’n)

Rn(fn,r) = Rn(fn—l,r) - Rn (QRn(

‘fn,r - fn—l,r

Tn

= ‘Q Rn(%Rn(fn—l,r))

IN

Pour p < 7,,0na|Q|, = p" ™ w(p). Comme le polynéme f,, ,— fr—1, est divisible par
Q, les pentes de son polygone de valuation sont au moins égales a celles du polygone
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de valuation de ). On en déduit que, :

1
|Q|P ,r:lw(rn) _ o+l

Ql =p w(p).

[for = fa—trlp <

Pour 7, < p, on remarque que, par définition, le degré du polynéme R, (fn—1,) est
au plus z, — 1 et que celui de f,, , — f,—1,- est donc au plus r+ 1+ E?:_ll zi +2zp — 1.
Les pentes du polygone de valuation de f,, — fn—1,» sont au plus égales & celles de
la fonction p"w(p). On en déduit que :

prw(p) _
|fn,r - fn—l,r|p § mrn w(rﬂ) =p U)(p),

ce qui acheve de démontrer le point 3.
On trouve maintenant

‘Ri(fn,r) Ti § max <|Ri(fn—1,r) Ri(fn,r - fn—l,r) m)

max (|Ri(fn1,0)lves e = far)les ) < 737 w(rs)

i

IN

ce qui démontre 4., et

|fn,r|p < max (|fn71,r|pv |fn,r - fnfl,r|p) < w(p)

ce qui démontre 5.
e Il reste a faire la récurence sur r. Pour r > 1, on remarque que, si 1 < n, on a

min (17 " L_l) < min (1, %) On pose fo, = ;‘nggfo’ fn,r—1. Le lemme 4.28 montre que

fo,» appartient a .A([O7 1[) et vérifie, pour tout n, la relation :
|f0,r - fn,r—1|p < p"w(p) min (1’ Tﬁ)
n

par construction, on a fy,(0) = 1. Les conditions 2. et 3. sont vides et la condition
5. est une conséquence immédiate de la majoration précédente. Pour la condition 4.,
on prend n > ¢, de sorte que R;(f, —1) = 0 et on calcule :

|Ri(f0,r) [ S }LI;fz IRi(fO,r - fn,r) i § }};f;a |f0,r - fn,r—l)

T4

_ . . T
<yt w(r;) }LI;E min (1, é) =r;"w(r;).
La majoration |fo, — fo.r—1|p < p" w(p) montre que la suite fy, est convergente pour
chaque valeur absolue | - |, donc converge dans A([O, 1D La condition 5. montre que
sa limite f vérifie |f|, < w(p) pour p < 1. Maintenant, on a

[B()lr, = lim [Ri(fo,)lv, < Tim " w(r;) = 0.

Autrement dit, R;(f) = 0 et f est divisible par P; pour tout ¢. Donc le diviseur div(f)
est plus grand que Z. Mais la condition |f|, < w(p) interdit & f d’avoir d’autres zéros
que les racines des P;. Donc (f) = Z. O
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5. Fonctions surconvergentes

5.1. Les anneaux & et £7. — Ces anncaux n’interviendront que tres peu dans ce
cours. Nous les introduisons car on les rencontre beaucoup dans la littérature.
On appelle anneau!d’Amice le sous-anneau du corps F; défini par :

— — S . 3 —
8—{f—sezza59: ;as € K, i161123|a8\ <oo, lim a,=0}

Il donc est muni de la valeur absolue :
dsf
[fI'= |11 = sup|as|
SEZ
et est un anneau complet pour la topologie correspondante.

Ezxercice 5.1. — Montrer que, si la valuation de K est discrete, £ est un corps.
Sinon vérifier que Og = {f € &; |f| < 1} est un anneau local dont 'idéal maximal
est strictement plus grand que l'idéal Pe = {f € &; |f| < 1}.

L’anneau £ contient le sous-anneau des fonctions surconvergentes :

E={f= Zas z®; as € K, suplas| < oo, (Jay €]0,1]) Lim las|a} = 0}.
sez SEL ST

. dét .
Il donc est muni de la valeur absolue |f| = |f|1, mais, en plus, pour chacun de ses

éléments, il existe un nombre a < 1 tel que |f|, existe pour oo < p < 1.

5.2. L’anneau R : propriétés algébriques. —

Définition 5.2. — Pour 0 < a < 1, on pose I, = [a,1[ et R = U A(I,).
a<l

L’anneau R, dit “de Robba”, est donc I’ensemble des fonctions analytiques a coef-
ficients dans K qui convergent dans une couronne C(I,) olt & dépend de la fonction.
C’est un anneau qui est fondamental pour la théorie. Il a des propriétés intéressantes
aussi bien du point de vue algébrique que topologique.

Remarque 5.3. — On a aussi R =, A(;a) = Uae1 A(Ja, 1]).

Les popriétés algébriques de 'anneau de Robba se déduisent de celles de 'anneau
A(I,) des fonctions analytiques dans une couronne “ouverte”.

Proposition 5.4. — Si le corps K est sphériqguement complet, lanneau R est de
Bezout c’est-a-dire que tout idéal de type fini de R est principal. De plus, tout sous-
module de type fini d’un R-module libre de type fini est libre.

Preuve. — Un idéal de type fini de R a, par définition, un systeme de générateurs
contenus dans un anneau A(I,). D’apres la proposition 4.42, on peut les remplacer
par un seul générateur.

L’étude des sous-R-modules de type fini se fait comme dans le corollaire 4.43. O
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5.3. L’anneau R : propriétés topologiques. — La topologie sur R =
Ua<c1 A(la) est celle de la limite inductive c’est-a-dire la plus fine des topolo-
gies localement convexes pour laquelle les plongements A(I,) < R sont continus.
On trouvera dans [19] une étude systématique et trés compleéte des limites inductives
d’espaces vectoriels topologiques sur un corps p-adique. Dans le cas particulier de R,
les démonstrations se simplifient.

La définition de la topologie se traduit facilement en terme de voisinages de O :

Proposition 5.5. — Une partie absolument convexre V' de R est un voisinage de 0
si et seulement si V = J, ., Va ou chaque V,, est un voisinage de 0 dans A(l,).

Preuve. — SiV est un voisinage de 0 dans R, alors V, & VﬂA(LX), image réciproque
de V, est un voisinage de 0 dans A(l,) et V =J,.; Va

SiV =Uyeq Va, alors VN A(L,), qui contient Vi, est un Voisinage de 0 dans A(I,).
La topologie de R étant la plus fine qui..., V' est un voisinage de 0 dans R. O

On peut maintenant construire un systeme fondamental de voisinages de 0 dans
R a partir du systeme fondamental de voisinages de 0 dans A(/,) construit a la fin
du paragraphe 4.1

(15) Vieg,e—,r) = U Dg(a) (e+(a)) ® DY (e—(a))

(U Dpo(est@)) @ (U 05 (e- (@)

ol 4 sont des applications de [0, 1[ dans [0,00] et p est une application de [0, 1]
dans [0,1[. Il résulte de la remarque 4.3-2 que l'on peut se limiter aux fonctions e_
décroissantes. En fait, cette construction revient a utiliser la décomposition de R en
somme directe. Plus précisément, posons :

A=A(0,1) et H' =] A(a,])

de telle sorte que R = .4 ® HT. On constate que la topologie sur R est aussi la
topologie produit & condition de munir H#! de la topologie limite inductive (c’est-a-
dire la plus fine rendant les plongements A([a, oo]) < HT continus).

Les DY (¢) sont des voisinages de 0 dans z.A, les D(e)®@HT = {f e R; ||, < ¢}
sont donc des voisinages de 0 dans R. Cependant les voisinages de 0 de R les plus
utiles vont étre ceux qui relevent une base de voisinages de 0 de HT c’est-a-dire de la

forme A ® J, ., DY (€(r)) pour une fonction e décroissante.

Remarque 5.6. — Posons ¢ = limsup,,_,; ().
Si £ > 0, on constate facilement que :

U Dx@) > U D) =pe@) ©{rents (/<)

r<a<l r<a<l

En particulier, pour £ > 0, les D{° (E) = {f et |fh< Z} sont des voisinages de
0 dans HT, un peu grossiers certes, mais trés utiles comme on va le voir.
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Le théoréme suivant répond aux “questions qui se posent pour un espace
limite inductive...et dont la réponse présente souvent des difficultés
sérieuses” ([30] page 186).

Théoréme 5.7 (cf. [19] 3.1.7). — Muni de sa topologie R est

1. séparé,

2. un espace de Montel : il est tonnelé et toute partie bornée est compactoide,

3. régulier : une partie de R est bornée si et seulement si elle est contenue et
bornée dans U'un des A(l,),

4. séquentiellement trivial : une suite de R est convergente si et seulement elle est
contenue et convergente dans l'un des A(I,),

5. son propre dual (plus précisément, H' et x A sont dual l'un de l'autre),

6. complet.

Preuve. — Nous avons besoin de plusieurs lemmes intéressants par eux mémes.

Lemme 5.8. — Pour 0 < r < a < 1 et M > 0, la partie absolument convexe
dsf

B(r,M) = {f € A([r,o0]); |fl» < M} est compactoide dans A([c, oc]).

Preuve. — B(r, M) est contenue dans {f € A(Jr,00]); [fl, < M (Vp > r)} qui est
une partie bornée dans A(]r, oo]) donc compactoide d’apres le lemme 4.2. On conclut
en remarquant que linjection de A(]r, o0]) dans A([a, 00]) est continue. O

Lemme 5.9. — Une partie bornée de H' est contenue et compactoide dans l'un des

A([a, oo])

Preuve. — Soit 7, une suite tendant vers 1. Nous montrons qu’une partie bornée B de
HT est contenue dans 'un des B, = B(ry, |p|™") = {f e A(lrn,o<l) ;5 |flr. < oI}
Il résultera du lemme 5.8 que la partie B elle méme est contenue et compactoide dans
A([ev, 00]) pour rp, < a < 1.

Si B n’était contenue dans aucun des B,,, pour chaque n, nous pourrions choisir un
élément f, appartenant & B mais pas a B,,. La suite (f,) satisferait les conditions
suivantes :

a.— Si V est un voisinage localement convexe de 0 dans ', comme B est bornée,
il existe Ay dans K tel que B soit contenue dans Ay V. Dés que |Ay p™| < 1,
c’est-a-dire pour n assez grand, on aurait p" f,, € p"B C p"Ay V C V.

[en particulier, la suite (p" f,,) tendrait vers 0 dans HT]

b.— La fonction f, n’appartennant pas a B, alors, soit elle n’appartient pas a
A([rn,oo]) soit | f|., > |p|™™, c’est-a-dire |p" fp|., > 1.

Nous allons utiliser la convention | f|, = infty si f n’appartient pas & A([a, oo]) Elle
permet en effet de considérer la premiere possibilité de b comme un cas particulier
de la deuxiéme tout en conservant le fait que, pour f dans H', la fonction a — |f|4
(de [0, 1] dans [0, 00]) est décroissante. 11 en sera de méme de la fonction a — e(a) &
infp,>0 [p" fola

Pour a < 1 fixé et pour n assez grand, on a a < 7, et donc [p"™ fr|a > 12" fulr, > 1.
Il en résulte que e(a) > 0. Par construction, |p” f,|o > e(a) donc p" f,, n’appartient
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pas a D (g(a)) et donc pas & V = J, ., D (e(a)) qui est un voisinage de 0 de H1
ce qui contredit la propriété a. O

preuve de 1.— Soit f # 0 dans R, le voisinage V; de 0 suivant ne contient pas f :

v, = { wADDE(f ) si f~ #0,
! DS(If ) @ HT (0<p<1) sif~ =0, cest-a-diresi f* #0.

preuves de 2. et 3.— Les A(I,) sont des espaces de Fréchet donc tonnelés. Si V est
une partie fermée, absolument convexe et absorbante de R, alors V,, = V N A(1,) est
une partie fermée, absolument convexe et absorbante de A(1,,) c’est donc un voisinage
de 0. D’apres la proposition 5.5, V' = |JV,, est donc un voisinage de 0 et R est bien
tonnelé.

Soit B une partie de R. Notons B~ et BT ses projections par les applications
fr fet f fTsur H' et 2. A. Si B est bornée (resp. compactoide) alors B~
et B* sont bornées (resp. compactoides). Inversement, si B~ est une partie bornée
(resp. compactoide) de A([a,00]) et BT une partie bornée (resp. compactoide) de
x A, alors B~ @ BT est une partie bornée (resp. compactoide) de A(I,) (donc aussi
de R) et il en est de méme de B C B~ @ B™T.

Pour achever de démontrer le point 2., il suffit donc de montrer que toute partie bornée
de 2 A (resp. H') est compactoide dans z A (resp. H'). Ceci est une conséquence
de la proposition 4.2 ®) (resp. du lemme 5.9 car P'injection de A([a, oo]) dans HT est
continue).

Pour démontrer le point 3., il suffit de montrer que toute partie bornée de H' est
contenue et bornée dans I'un des .A([a, oo]) ce qui est une conséquence du lemme 5.9
car une partie compactoide est bornée.

preuve de 4.— Soit (f,,) une suite convergente de R. L’ensemble { fn} est une partie
bornée de R donc contenue et bornée dans I'un des A(I,) d’aprés 2. Nous montrons
que la suite (f,) converge dans A(I,) pour o < r < 1.
On se ramene par translation au cas ou la limite de la suite est nulle. La suite (f,")
(resp. (f;;) converge vers 0 dans A (resp. HT). Il reste donc juste & montrer que la
suite (f,,)) converge vers 0 dans A([r, c0]) pour a < r < 1.
Comme {f;} est une partie bornée de A([a, oo]), il existe M tel que |f, |« < M pour
tout n. Par ailleurs, comme la suite (f;;) converge vers 0 dans H', la suite | £, |, tend
vers 0 (D§°(¢) est un voisinage de 0 dans H! d’apres la remarque 5.6). Maintenant,
la convexité logarithmique de la fonction r — |f|, donne, pour a <r <1 :
r—a 1—r r—a 1—p

ol S Ui 1 la™ <171 M1=e,
On constate que, pour a < r < 1, la suite |f,, | tend vers 0 et donc que la suite (f,,)
(appartient & et) tend vers 0 dans A([r, o0]).

preuve de 5.-1l est connu qu’un espace de Montel est reflexif. On peut toutefois
faire une démonstration plus explicite.

(3)[0, 1] est un ouvert de [0, oo !
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Soit T une forme linéaire continue sur H'. Posons T'(z~*) = bs.

Toute fonction f = Y72 asz™* de A([a,00]) étant la limite, dans A([e, oc]) donc
dans HT, des sommes finies Ef:o asz™%, on trouve T'(f) = Y00 ; asbs.

Pour a < 1 fixé, on peut choisir un nombre as de K tel que La® < |a| < 1|p|~'a®
La majoration de |as| montre que la fonction > oo asz~* appartient & A([e, oc]).
Donc la série Y ashs converge et la suite ashbs tend vers 0. La minoration s’écrit
L0%|bs| < |asbs| et montre que la suite 2a®|b,| tend vers 0. Il en résulte que la série
> oo o bsa® appartient & A([O, a[). Ceci ayant lieu pour tout o < 1, on a en fait montré
qu’elle appartient a A.

On vient de montrer que application © : T — > 02| T(z~%)2*t! est une application
du dual fort H'* dans x.A. 1l est tres facile de vérifier que cette application est
surjective. Il reste a vérifier que c’est un homéomorphisme. Or, par définition, la
topologie sur H* est celle de la convergence uniforme sur les parties bornées, c’est-a-
dire sur les B(a, M) (voir lemme 5.8). Cette topologie est clairement définie par les

normes
anl
la

déf
||T||a = SUPj’eB(a,1)|T(f)| =
reA([a.00]) —{0}

Comme les fonctions =% sont denses dans A([a, ), on constate que

|T(‘ris)‘ _ 0471|6(T)|
‘x—s‘a «@

[T = sup
s>0

et © est bien un homéomorphisme.

Soit T" une forme linéaire continue sur z .A. On pose T'(z°"1) = b,. Nous montrons
qu’il existe p < 1 tel que limg_0 |bs|p™% = 0.
Sinon, pour p < 1, il existerait (p) > 0 tel que |bs|p™® > e(p) pour une infinité
d’indices s. En choisissant une suite (p,) croissante et tendant vers 1, on pourrait
construire une suite d’entiers (s,,) telle que s, > max {e(p,) ™", sp—1} pour n > 0
et |bs,| > pire(pn) pour tout m. Pour chaque n, on pourrait choisir a, dans K
tel qie p,*2(pn) " < lanl < [l " 2(p) " < Ip|"Lpy* 50, Pour p < 1, on a
(p ) < /p <1 pour n assez grand et la suite p**|a,| < |p|~'s, ( ) " tendrait vers
0. La fonction Y ° janx**! appartiendrait donc & = A([p, 00 ) et la suite |a,bs, |
tendrait vers 0 ce qui contredirait la minoration |a,bs, | > p;, 5" e(pn) " te(pn)pin = 1.
On vient de montrer que I'application ¥ : T +— Zs:O T(z5t1)2=% est une appli-
cation du dual fort (z.4)* dans H'. 1l est trés facile de vérifier que cette appli-
cation est surjective. Il reste a vérifier que c’est un homéomorphisme. Or, par
définition, la topologie sur (x .A)* est celle de la convergence uniforme sur les par-
ties bornées, c’est-a-dire sur les B(M) = {f € 2 A; |f|, < M(p) (Vp < 1)} ot M
est une application de [0, 1] dans ]0 oo[ Cette topologie est définie par les normes

L appartient & Bjs si et seulement si

IT\lar = suppepan |T(f)]. La fonction asa®+
las| < inf,<1 M(p)p~*~'. on en déduit facilement que ||T'||ps < 1 si et seulement si,
pour tout s > 0, |T(x’s)‘ < Sup,cq ﬁpsﬂ donc si et seulement s’il existe p < 1

tel que ‘\IJ(T)|p = max,>o |T(x7%)|p™* < M( y- Autrement dit, Iapplication linéaire
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T appartient a la boule unité “ouverte” pour la norme || - ||as si et seulement si la
fonction ¥(T') appartient a p< D;O(%). Donc ¥ est bien un homéomorphisme.

preuve de 6.— C’est maintenant évident car un dual (fort) est complet. O

CHAPITRE III
MODULES DIFFERENTIELS

6. Théorie algébrique

Ce paragraphe contient les bases algébriques de la théorie des équations diffé-
rentielles ordinaires (linéaires). Il s’agit d’une version extrémement simplifiée de la
théorie des D-modules. Nous supposerons que K est un corps de caractéristique nulle.

6.1. Anneaux différentiels. —

Définition 6.1. — On appelle K-anneau différentiel, ou plus simplement anneau
différentiel, une K-algebre commutative inteégre et unitaire A munie d’une application
K-linéaire D telle que

e D(ab) = D(a)b+ aD(b) pour a et b dans A,
e D(a) =0 si et seulement si a est dans K.

On dit alors que D est une dérivation et que K est le corps des “constantes” de
A. 11 est immédiat de constater que, pour tout f # 0 dans A, lapplication f D est
aussi une dérivation de A.

Si anneau est un corps, on parlera de corps différentiel. Si A est un anneau
différentiel, la dérivation D se prolonge, de maniére unique, au corps des fractions F'
de 'anneau A, faisant de celui-ci un corps différentiel.

On suposera en outre que 'anneau A contient un élément z tel que D(z) = 1,
ce qui revient a dire que D = %. Il sera souvent plus naturel de travailler avec la
dérivation zD = g—g. Pour éviter les confusions, dans tous les cas ou I'élément x est

défini sans ambiguité

nous réserverons le symbole D pour la dérivation %.

Exemple 6.2. — L’exemple de base est celui du corps K (x) muni de la dérivation
D= %. En fait on travaillera avec des sous-K-algebres de complétés de K (x) pour

différentes valuations et on les munira de la dérivation D = % (celle-ci se prolongeant
“par continuité”).

Par exemple le K-anneau différentiel K[[z]] (des séries formelles & coefficients dans
le corps K ) est un sous-anneau différentiel du complété K((x)) de K(z) pour la
valuation z-adique.
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Définition 6.3. — Si A est un anneau différentiel muni de la dérivation D, on notera
A(D) 'anneau non commutatif des polynémes différentiels qui est égal & A[D] en tant
que A-module mais dont le produit se déduit de la régle Da = D(a) 4+ a D pour a
dans A.

L’exercice suivant montre, en particulier, que A(x%) est le sous-A-module de

A(L) engendré par les xs(%)s.

Ezercice 6.4. — Soit z un élément de A tel que D(z) = 1. Montrer que les nombres
Cs,i et ds; définis par :

Coi = i: ﬂ , ds,i _ (_1)s+i Z Ny~ Mg

i — j)4!
j=1 ( ])j 1<ni<---<ns—;i<s

sont des entiers naturels et vérifient les relations :

S S
EDF =Y e # D D=3 D)
i=1 i=1
[ Avec la convention ds s41 = ds0 = Cs.s41 = €50 = 0, on établira les formules de
réCUITENCe © Cs41, =1Cs + Cs i1 5 dst1i = —Sds; + dsi—1]
Lemme 6.5. — Soit F' un corps différentiel. Des éléments ao,...,a, de F sont
linéairement indépendants sur le corps des constantes €2 de F si et seulement si leur
wronskien w(ag, . .., a,) = det (Di(aj)) est non nul.
0<i,j<p
Preuve. — Si les éléments ao,...,a, ne sont pas linéairement indépendants, leur
wronskien est clairement nul.
Supposons donc w(ag, . .., a,) = 0. Il existe donc des coefficients ¢; dans F' tels que
’LL .
(16) > ¢jD'(a;) =0 (0<i<up).
§=0

Quitte éventuellement a diminuer le nombre 4 et a changer 'ordre des a;, on peut
supposer que le wronskien w(ao, . ,a#,l) est non nul. Dans ces conditions, ¢, est
non nul et on peut le prendre égal & 1. On applique D a chacune des équations de
(16), sauf la derniére, et on lui retranche I’équation suivante. Il vient :

pn—1

" D(e;)Di(a;) = 0 (O<i<p-1)

j=0
car D(c,) = 0. Comme w(ao,...,a,—1) # 0, ce systeme est de Cramer et D(c;) =0
pour 0 <i < pu— 1. On a bien démontré que ’on pouvait prendre les coefficients c;
(0 <7< u—1) dans le corps des constantes. O
Définition 6.6. — Si A est un anneau, on notera Mat(u, A) Uensemble des matrices

p % p a coefficients dans A, Gl(u, A) le groupe des matrices inversibles de Mat(u, A)
et diag(u, A) le groupe des matrices diagonales de Mat(u, A).
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Lemme 6.7. — Soit A un anneau différentiel et soit G et X des matrices de
Mat(u, A) telles que D(X) = G X. Alors le déterminant w de la matrice X vérifie la
relation D(w) = tr(G) w

Preuve. — Notons W;; les cofacteurs de la matrice X de telle sorte que 'on a :

“w .
_fdet(X)=w si i=k
ZX’CJ"W”{ 0 si i#£k

Pour calculer la dérivée du déterminant de la matrice X, on fait la somme des
déterminants obtenus en dérivant chacune des lignes cette matrice :

noop
=22 DEW,
i=1 j=1
Maintenant par hypothese on a D(X;;) = > i_; Gir, Xi;, et on obtient :

m
Z sz Xk]

k=

n I
Gk ZXk] Wi = ZGiiw

=1 i=1

M:
Mx:

D(w) =

N
Il
—
Il
-
—

J

I
MI
M’;

I
—
ES
I
—

7

6.2. Modules différentiels. — Soit A un K-anneau différentiel.

Définition 6.8. — On note MLC(A) la catégorie dont

e les objets sont les A-modules libres de type fini M munis d’une action K-linéaire
de D vérifiant, pour a dans A et m dans M, la relation

D(am) = D(a)m + aD(m),
e les morphismes sont les A-homomorphismes commutant avec ’action de D.

Les objets de la catégorie MLC(A) seront appelés A-modules différentiels. Le rang
d’un A-module différentiel sera son rang en tant que A-module.

Par définition de l'anneau A(D), les A-modules différentiels sont des A(D)-
modules a gauche et I'ensemble des morphismes entre deux A-modules différentiels
est l'ensemble de leurs A(D)-homomorphismes. On résume cette situation en
disant que la catégorie MLC(A) est une sous catégorie pleine de la catégorie des
A(D)-modules & gauche.

Exzemple 6.9. — Soit L un polynéme différentiel de A(D) de degré p et dont le
coefficient du terme D* est une unité de A. Le A-module quotient A(D)/A(D) L est
un A-module différentiel dont une base (en tant que A-module) est {1, D, ..., D*#~1},
Par exemple 'anneau A lui-méme, muni de I'action naturelle de la dérivation D, est
un A-module différentiel isomorphe & A(D)/A(D) D

Remarque 6.10. — Si A est un corps ou un anneau principal, tout sous-module
d’un A-module libre de type fini est libre de type fini. Donc tout sous-A-module d’un
A-module différentiel qui est stable par I'action de D est un A-module différentiel.
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D’aprés la remarque 6.10, les sous-A(D)-modules différentiels du A({D)-module
différentiel A sont les idéaux de type fini de A qui sont stables par la dérivation D.
L’exercice suivant montre qu’ils dépendent de la dérivation choisie.

Ezxercice 6.11. — Montrer que les seuls idéaux de A = K[z] ou A = K][[z]] stables
par la dérivation D = % sont 0 et A et que chaque idéal 2™ A de A = K][[z]] est
stable par la dérivation zD = x%.

Dans cet exercice, 'anneau A est principal et tous les idéaux sont principaux.
Lorsque A n’est pas principal, la situation peut étre encore plus compliquée.

Exemple 6.12. — Pour simplifier, supposons que le corps K n’est pas a valuation
discrete et soit (an)n>1 une suite de K telle que la suite |a,| soit croissante et tende
vers 1. D’apres la proposition 4.45, il existe une fonction f de 'anneau A = A([O, 1[)
telle que div(f) = Y na,. Lidéal T = { 3¢ . b;D*(f); b; € A} engendré par f et
ses dérivées est, par construction, stable par D. Mais D"(f) n’ayant pas de zéro au
point a,, n’est pas dans Iidéal engendré par les D*(f) pour i < n. Donc I'idéal Z n’est
pas de type fini et ce n’est pas un A-module différentiel.

6.3. Matrices de dérivation. — Soit M un A-module différentiel et soit ¢ une
base (sur A) du A-module M. L’action de D sur M est représentée dans cette base
par une matrice G de Mat(u, A) définie par

D(el) = ZGijej

ce que nous écrirons D(e) = Ge (avec les conventions habituelles, la matrice G est en
fait la transposée de la matrice de ’endomorphisme D dans la base e).

Ezemple 6.13. — Soit L = D" +a,_1 D"~ +--- 4 ag un polynome différentiel de
A(D). La dérivation du A-module quotient A(D)/A(D) L est représentée dans la base
{1,D,..., D"~} par la matrice :

0 1 0 0

0 0 1 0
G=| :

0 1

Plus généralement, pour s > 0, 'action de 'opérateur D? est représentée dans
la base ¢ par une matrice G5 de Mat(u, A) définie par D®(e) = G;e. Ces matrices
satisfont la formule de récurrence

(17) Go=I  Gy1=D(G,)+G,G

ou I désigne la matrice identité de Mat(u, A) et D(G) la matrice obtenue en dérivant
la matrice G terme a terme.
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Maintenant, si m est un élément de M et si on note [m] le vecteur ligne de ses
composantes dans la base e, de sorte que m = [m]e, on trouve D(m) = D([m])e +
[m] G e c’est-a-dire

(18) [D(m)] = D([m]) + [m] G

6.4. Homomorphismes intérieurs. — Pour deux A-modules différentiels M et
N, et pour u dans Hom 4 (M, N) et m dans M, on pose

(19) D(u)(m) = D(u(m)) — u(D(m)).

On munit ainsi le A-module (libre de type fini) Hom4(M,N) d’une structure de
A-module différentiel.

Les applications linéaires u de Hom 4 (M, N') dont la dérivée D(u) est nulle sont
celles qui commutent avec D c’est-a-dire celles qui appartiennent & Hom 4 (py (M, N)
et qui sont donc des morphismes de la catégorie MLC(A). Elles sont dites horizontales.

Dans la situation précédente, soit ¢ (resp. f) une base de M (resp. N) et notons
G (resp. F) la matrice qui représente la dérivation D dans cette base. Soit H la
matrice définie par

u(e) = Hf.
On dira que c’est la matrice qui représente ’application linéaire u dans les bases ¢
et f (ici aussi c’est la transposée de la matrice utilisée dans les notations classiques).
Alors, en notant V(H) la matrice qui représente 'application linéaire D(u) dans les
bases ¢ et f, les relations 19 et 18 donnent :

m]V(H)f =: D(u)(m)= D([m]Hf) — [D(m)|Hf
= DUmDH§+ [m]D(H)f + [m]HFf — D(Im])Hf — [m]GHf
c’est-a-dire
(20) V(H)=D(H)+ HF —GH.
L’application linéaire u est donc horizontale si et seulement si
(21) DH)=GH-HF.

En particulier, si 'application linéaire u est inversible, donc en particulier si les mod-
ules différentiels M et Aont la méme dimension p, la matrice H appartient & Gl(p, A)
et la dérivation D est représentée dans la base f = H~'e par la matrice :

F=H'(GH - D(H))

6.5. Bases cycliques. — Une question naturelle est de savoir si tout module
différentiel M est isomorphe a un module différentiel de I'exemple 6.9. En termes
simples cela revient & se demander si un systeme différentiel est équivalent a une
équation différentielle (écrire une équation différentielle sous forme d’un systeéme est
un probleme déja classique au niveau du DEUG et n’est rien autre que ’exemple
6.13).

Le probléeme est de trouver une “base cyclique” c’est-a-dire de la forme

{m,D(m),..., D”_l(m)}
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pour un élément m du module différentiel M (image de 1 dans 'isomorphisme entre
A(D)/A(D) L et M). C’est le but du théoréme du vecteur cyclique. Malheureusement
celui-ci n’est vrai que si A est un corps.

Théoréme 6.14 (du vecteur cyclique). — Soit F un corps différentiel et x un
élément de F tel que D(x) = 1. Tout F-module différentiel M de rang p a une base
m de la forme {m,D(m),..., D" 1 (m)}.

Preuve. — Soit ¢ = {ey,...,¢,} une base de M et a un nombre du corps K que nous
fixerons plus tard. On consideére les éléments suivants de M :

1

o la—a)f , N (@t
mz—z ] D (ez) (ISZSU) et m—z ) my;.

P k! p (i—1)!
1l vient
" _ k—1 ® _ k _ o
« X « X « X
D(mz) = Z _((k)l)'Dk(ei) + Z %Dk-‘rl(ei) = (H')D;H_l(ei)
k=1 ’ k=0 ’ ’

On fait maintenant les calculs modulo (x — a). On trouve :
m; = e D¥(m;) =0 (pour 1 < k < )
d’ott déduit D¥(m) = my41 pour 1 < k < p soit :
mADm)A-- ADFHm)=eg A+ Ae, # 0.
Autrement dit, on a montré que
mADm)A - ADFTHm) = [+ (2 — a)wy + -+ + (. — a)"wpler A+ Aey,

ou les w; appartiennent a F' et ou n est un entier qu’il n’est pas difficile de majorer. La
non nullité du déterminant de Wandermonde montre que 1+ (z—a)w;+- - -+ (z—a)"w,
ne peut pas étre nul pour n + 1 valeurs distinctes du parametre a. Comme le corps
K est infini, car de caractéristique nulle, on peut choisir @ dans K de telle sorte que
m A D(m) A --- A D*~(m) soit non nul. Comme F est un corps, il en résulte que

{m,D(m),...,D*1(m)} est une base. O
6.6. Noyau et conoyau. — A la base ¢ du A-module différentiel M, correspond
la présentation suivante dans la catégorie des A(D)-modules :

(22) 0— ADY L= gDy 25 M0

ot o(D — @) est la multiplication a droite par la matrice D I —G. Plus précisément,
on considere les éléments P = (P, ..., P,) de A(D)* comme des matrices ligne et on
pose

5(P) =Pe= z#:P,-(ei)

oD-G)(P)=P(D-G)=(P,....,P)(D-G)=(...,P;,D=> PGy,...).
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Si P est non nul et de degré d, alors PD(©) est de degré d + 1 et PG est de degré au
plus d et donc P(D — G) est de degré d + 1 donc non nul. L’application (D — G) est
bien injective.
Par définition de l'action de D sur M, on trouve doe (D — G)(P)=P (D —G)e =
P (D(e) — Ge) = 0. Donc I'image de o(D — G) est contenue dans le noyau de 4.
Soit s > 0 et soit G la matrice définie par la relation (17). Vérifions qu'il existe une
matrtice @, dans Mat (u, A(D)) telle que D* I = G, + Qs (DI —G). Cest évident
pour s = 0 avec Qs = 0 et, si c’est vrai pour s, alors

D' T =DG,+DQ,(DI—-G)=D(G,)+GsD+DQ,(DI-G)

=Gsq1+ (Gs+ DR,) (DI -G).

Soit maintenant P dans le noyau de § c’est-a-dire tel que Pe = 0. On peut écrire
P =>"_as,D*I avec a; dans A*. Il vient P =b+Q (DI —G) avec b =) as G, dans
At et Q =) asQs dans A(D)*. On trouve be = Pe = 0. Mais comme ¢ est une base
d’un A-module libre, cela implique b = (0,0,...) et P = Q (D I —G). Autrement dit,
P appartient & 'image de (D — G).
Finalement, comme A(D)* contient A, 'application 0 est clairement surjective.

Soit N un A(D)-module & gauche quelconque. La suite exacte courte (22) donne
lieu & la suite exacte longue (de K-espaces vectoriels) :

0 — Hom 4y (M, N) — Hom 4y (A(D)*, N) =2 Hom o py (A(D)*, N)
— Extly py (M, N) — Ext’y ) (A(D)*, N)

Comme A(D)* est un A(D)-module libre, on a Extzl4<D> (A(D)*,N) = 0.
Par ailleurs, un homomorphisme h de A(D)" dans N est entiérement déterminé par
les images h(e) de la base canonique et on a h(P) = P h(e). Donc
Hom 4 (py(A(D)*,N) = N*. Maintenant, I’application 6 est donnée par la composi-
tion :

0(h)(P) = hoe (D — G)(P) = h(PD — PG) = (PD — PG).h(e) = P.(D — G)h(e)
si bien que la suite exacte ci-dessus s’écrit :

(23) 0— Hom (py (M, N) — N#* L= N e ) (M, N) —0

ol (D —G)e représente laction & gauche de 'opérateur D — G ('opérateur D agissant
composante par composante). Autrement dit, on a

(24) Hom 4 (py(M, N) = ker(D — G, N*")

(25) Ext}ypy (M, N) = coker(D — G, N*)

En termes concrets, ce résultat dit que Hom 4(py(M, N) est I'ensemble des vecteurs
colonne X de N* qui sont solutions du systeme différentiel D(X) = G X et que
Ext}4< py(M, N) “représente” '’ensemble des vecteurs colonne Y de N* pour lesquels

(6)1a notation D G (resp. G D) signifie que ’on multiplie chaque coefficient de la matrice G & gauche
(resp. a droite) par D
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le systeme différentiel (avec second membre) D(X) = GX + Y n’a pas de solution
dans N*.

Ezercice 6.15. — Soit L un polynome différentiel de A(D) unitaire de degré p. On
considere le module différentiel quotient M = A(D)/A(D) L. Vérifier que la suite

(26) 0— A(D) 5 A(D) 25 M —0
est exacte. En déduire que, pour tout module différentiel N, on a
Hom 4 (py(M, N) = ker(L, N) Exty,py (M, N) = coker(L, N).

Donner l'interprétation de ce résultat en terme d’équation différentielle.

6.7. Solutions. — On considére maintenant une algebre B intégre qui contient A
et a laquelle la dérivation D se prolonge. On supposera en outre que I’ensemble des
constantes de B est un corps € (extension du corps K).

Si M est un A-module différentiel, une base de M est aussi une base du B-module
B ®4 M. Ce dernier est donc un B-module différentiel si on le munit de I'action de
D définie par

D(b®m)=D(b)®m+b® D(m)

On trouve alors pour i > 0 et pour un B(D)-module différentiel N (qui est donc aussi
un A(D)-module différentiel) :

(27) Ext py(B®4 M, N) = Extly p) (M, N).

En fait ces espaces sont nuls pour i > 2 et les égalités précédentes sont des
conséquences, par exemple, des formules (24) et (25). Commengons par le cas i = 0,
le cas i = 1 sera abordé dans le paragraphe suivant.

Définition 6.16. — Les éléments de Hom 4 (py (M, B) s’appellent solutions de M
dans B. 1l est facile de voir que I'ensemble des solutions Hom 4(py(M, B) est un
Q-espace vectoriel.

Remarque 6.17. — Si s est une solution de M dans B et si ¢ est une base de M,
on a D(s(e)) = G s(e) ol G est la matrice qui représente la dérivation D dans la base
¢. Dans le cas ot M = A(D)/A(D) L, si m est un vecteur cyclique de M, on a aussi
L(s(m)) = 0. Ces deux remarques justifient la terminologie.

Proposition 6.18. — On a dimg (Hom 4 (py(M, B)) < rg,4(M).

Preuve. — Soit F' le corps des fractions de l'algebre integre B. C’est un corps
différentiel de corps des constantes et la formule s(b ® m) = bs(m) permet de
prolonger toute application horizontale s de Hom 4 (py(M, B) en une application hor-
izontale de Hom 4 (py(F ®4 M, F'). 1l suffit donc de montrer que

dimg (HomF<D>(F R4 M,F)) <rgu(M) = p.

Comme Mp = F ®4 M est un F-module différentiel de dimension u, d’apres le
théoréme du vecteur cyclique, il a une base de la forme {m, D(m), ..., D*~1(m)}. En
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particulier on a D*(m) = Zf‘;ol a;D*(m) avec des coefficients a; dans F. Pour toute
solution s de Mg dans F', on trouve

p—1
DH(s(m)) = Z a;D*(s(m)).
i=0
Pour 4 + 1 solutions sg,...,s, de My dans F on a :

w(so(m),...,s,(m)) = det (Di(sj(m))) - =0.
0<i,j<p
D’apres le lemme 6.5, il existe des constantes a; dans €2 telles que Z?:o a;s;(m) = 0.

Si n est un élément quelconque de Mg, il s’écrit n = Zf;ol b; D*(m) et il vient :

Iz Iz p—1 p—1 Iz
D agsi(n) = a; » biD'(s;(m)) =Y bD’ ( > aij(m)) =0,
j=0 j=0 =0 i=0 §=0
n
c’est-a-dire Z a;s; = 0 et les solutions n’étaient pas linéairement indépendantes. [J
i=0

Définition 6.19. — Lorsque l'inégalité de la proposition 6.18 est une égalité, on dit
que le A-module différentiel M est soluble dans B.

Proposition 6.20. — Soit M un A-module différentiel de rang p et soit G la ma-
trice qui représente la dérivation dans une base ¢ de M. Le module différentiel M
est soluble dans B si et seulement s’il existe une matrice X de Mat(u, B) et de
déterminant non nul telle que D(X) = GX.

Preuve. — La matrice X, a coefficients dans B, est solution de I’équation différentielle
DX = GX si et seulement si elle s’écrit X = (sj(ei)) ou les vecteurs colonne cor-
respondent & une famille {s1,...,s,} de solutions de Hom 4py(M, B). Pour que la
matrice X ait un déterminant non nul, il faut et il suffit que v = p et que la famille
{s1,...,5,} soit libre c’est-a-dire soit une Q2-base de Hom 4(py(M, B). O

Corollaire 6.21. — Supposons que l'anneau B satisfait la condition
(28) les éléments w de B7C tels que D(w) = gw avec g dans A sont inversibles.

Soit M un A-module différentiel de rang pu et soit G la matrice qui représente la
dérivation dans une base ¢ de M. Le module différentiel M est soluble dans B si et
seulement s’il existe une matrice X de Gl(p, B) telle que D(X) = GX.

Preuve. — C’est une conséquence facile de la proposition 6.20 et du corollaire 6.7. [

Dans tous les exemples que nous aurons & considérer, la condition (28) sera satis-
faite et facile a vérifier.

Ezercice 6.22. — Dans le cas A = R(z), B = A[zV?] et w = 2V2, vérifier que la
condition (28) n’est pas satisfaite.
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Proposition 6.23. — Soit 0 =N — M — Q —0 une suite exacte de A-modules
différentiels. Le module différentiel M est soluble dans B si et seulement s’il en
est ainsi de N' et Q. Dans ce cas on a

0 — Hom 4 (py(Q, B) — Hom 4 (py (M, B) — Hom 4 (py (N, B) — 0

Preuve. — On a toujours une suite exacte de 2-espaces vectoriels :
0 ~—>HOmA<D>(Q,B) ~—>HOmA<D) (M, B) ~—)HOmA<D> (N, B)

(ou les fleches sont définies par composition). D’apres la proposition 6.18, M est
soluble dans B si et seulement si on a

dima N +dims Q@ = dimA./\/lZdimQHomA<D>(./\/l,B)
< dimg Hom 4 (py (N, B) 4 dimg Hom 4 py(Q, B)
< dimg N +dimy O,

et alors les inégalités sont obligatoirement des égalités. O

6.8. Indice. — On dit que M a un indice dans B si Ext}4<D> (M, B) est un K-
espace vectoriel de dimension finie. Dans ces conditions, on pose :

X(M, B) = dim (Hom 4 (py(M, B)) — dim (Ext}y p, (M, B))
Les relations (24) et (25) montrent que
X(M, B) = dimg (ker(D — G, B*)) — dimg, (coker(D — G, B"*)) = x(D — G, B").
De méme (voir exercice 6.15), pour L dans A(D) unitaire, on vérifie que
x(A(D)/A(D) L, B) = dim (ker(L, B)) — dim ( coker(L, B)) = x(L, B).
Si le module différentiel M est soluble dans B, ’existence d’un indice et sa nullité

sont des conséquences de la méthode de variation des constantes.

Proposition 6.24. — Soit M un A-module différentiel soluble dans B. Si

1. Uapplication D est surjective sur B,
2. lanneau B vérifie la condition (28),

alors Ext}4<D> (M, B) =0.

Preuve. — Soit G la matrice qui représente la dérivation dans une base de M.
Comme M est soluble dans B, il existe, d’apres le corollaire 6.21 une matrice X
de Gl(p, B) telle que D(X) = GX.

Si Y est n’importe quel vecteur colonne a coefficients dans B, d’apres ’hypothese
1), il existe un vecteur colonne Z & coefficients dans B tel que D(Z) = X 'Y et alors

DIXZ)=GXZ+ XX 'Y=GXZ+Y.
Donc coker(D — G, B*) = 0 ce qui permet de conlure en utilisant la relation (25). O

Ezxercice 6.25. — Soit A = K((x)). Vérifier que x(A4,A) = 0 o A est considéré
comme un A(D)-module pour 'action naturelle de D = %.
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6.9. Images directes et inverses. — Nous étudions le comportement des modules
différentiels par changement de variable.

Définition 6.26. — Soit A et B deux anneaux différentiels. Un changement de
variable (de A dans B) est un morphisme d’anneaux 7:A — B pour lequel il existe
un élément 7" de B satisfaisant la relation

(29) D(7(a)) =7'7(D(a)).

L’ensemble des changements de variable est stable par composition. On laisse au
lecteur le soin de donner un énoncé précis de ce fait.

Exzemple 6.27. — Soit I C [0,00] un intervalle et soit ¢ une fonction de A(I)*.
D’apres le corollaire 2.28, il existe un entier d et un nombre A de K tels que, pour z
dans C(I), on ait |p(x) — Az?| < |[Xa?| et en particulier |¢(z)| = |A|[#[?. Légerement
abusivement, on note ¢(I) I'image de I'intervalle I par I'application p — |A| p?. C’est

évidemment un intervalle éventuellement réduit a un point.

Il est facile de vérifier que 'application ¢*, définie par ¢ ( ) d:e ¢, est un mor-

phisme de A(¢(I)) dans A(I) et que I'on a D(¢*(f)) = D(¢) ¢* (D )). Autrement
dit ¢* est un changement de variable de A(¢(I)) dans A( )

N

Ezxercice 6.28. — Soit J C|0,00[ un intervalle fermé et soit ¢ une fonction de
A(J)*. On suppose que ¢(J) n’est pas réduit & un point. Montrer que A(I) est un

o* (A(¢(I)))—module libre de base {1,z,... ,x|d|_1} (avec les notations de 'exemple
6.27).

[Montrer que k[z,1/2] est un k[z/%, 2~!%]-module libre de base {1,z,...,zl4=1} et
conclure & laide de la relation |[A "'z ~9¢(z) — 1HC(J) <1]
Exzemple 6.29. — Soit o un endomorphisme continu du corps K. Si f = > asx®,

on pose f7 =Y o(as)x®. D’apres le corollaire 1.4, o est une isométrie. En particulier,
si f appartient a A(I), il en est de méme de f. On pose o*(f) = f? et on constate
que o* est un endomorphisme de A(I) et que D(o*(f)) = o*(D(f)). Autrement dit
o* est un changement de variable de A(I) dans A(I).

Plus généralement, tout endomorphisme différentiel d’un anneau différentiel A est
un changement de variable.

Soit 7 un changement de variable de A dans B.

Définition 6.30 (image inverse). — Soit M un A(D)-module. On note M7 le
7(A)-module obtenu par transport de structure (ensemble {r(m); m € M} muni de
la structure de 7(A)-module définie par 7(a) 7(m) + 7(n) = T(am + n)) et on pose

(M) = B @y M.
La dérivation D agit sur le B-module 7*(M) par
D(b®7(m)) = D(b) @ 7(m) + 7' b® 7(D(m))

(la relation (29) assure la compatibilité) faisant de celui-ci un B(D)-module.
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Si M est un A-module différentiel et si ¢ en est une base, notant G la matrice
qui représente la dérivation D dans cette base, on constate que B-module 7*(M) a
une base 7(¢) dans laquelle la dérivation est représentée par la matrice 7’ 7(G). En
particulier, 7*(M) est un B-module différentiel de méme rang que M.

Définition 6.31 (image directe). — Soit M un B(D)-module. On suppose que
7' est inversible dans B et on note 7,(M) le A-module obtenu par restriciton des
scalaires : c’est 'ensemble {77 (m); m € M} muni d’'une structure de A(D)-module
par les relations

—1

at (m)+7 (n)=1" (T(a) m+n) D(Tf(m)) =7 (7' D(m)).

Si M est un B-module différentiel de base ¢ et si B est un 7(A)-module libre de rang
d et de base {a1,...,aq}, on vérifie facilement que la famille {77 (a; ¢;)} est une base
du A-module 7, (M) qui est donc un A-module différentiel de rang d fois celui de M.

Ezxercice 6.32. — Soit 7 un changement de variable de A dans un 7(A)-module
libre B de base {al, ...,aq} pour lequel 7’ est inversible dans B.

1. Soit M un A(D)-module. Montrer que 7,7*(M) = ®?:1 a; M.
2. Soit M un B(D)-module. Montrer que 7*7, (M) = ®§l:1 M.

7. Modules différentiels sur un anneau valué

7.1. Normes sur A(D). — On suppose que le K-anneau différentiel A est muni
d’une valeur absolue ultramétrique |- | et on veut munir 'anneau A(D) d’une norme
(ultramétrique) || - || de K-algébre c’est-a-dire vérifiant, pour o dans K et P et @ dans
A(D)

(30) [P+ QI <max{|[P|,IQII} ,  llePl=IlofllPl ,  [PQI<IPIIQI
On la suppose normalisée par ||1|| = 1. Souvent, ce sera en fait une norme de A-algebre
c’est-a-dire que l'on aura aussi, pour a dans A et P dans A(D)

(30-AA) la Pl = [al || P[],

voire méme une valeur absolue lorsque, pour P et ) dans A(D) , on aura

(30-VA) IPQll =[Pl lell

La méthode la plus naturelle pour construire une telle norme consiste & considérer
les éléments de A{D) comme des opérateurs sur un anneau différentiel valué B dont
A est un sous-anneau différentiel valué. On pose alors

[P(b)]
1Pllop, = sup ==
be B#0 | |
Ezxercice 7.1. — Pour r < p, on a I'inclusion E, C B, (r) (définition 3.14).
Etant donné un polynéme Y a;D* de E,(D) (D = d/dx), montrer que

S0

= max|ila;|, 7"

op,B¢, ()
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[voir proposition 3.4]. Vérifier que c’est une norme de E,-algebre mais pas une valeur
absolue [utiliser D DP~! = DP].
Définition 7.2. — Pour simplifier les notations, nous poserons

HzalDl ZaiDi

Cette norme sur E,(D) sera utilisée dans les paragraphes 14 et 22.1.

déf

= max [il a;[, r".
op,Be, (r)

pyr

On peut aussi munir 'anneau A(D) de la y-norme de Gauss :

(31) ’Zai D

Si cette norme vérifie les conditions (30), on a |Daly < |D|, |a| =7 |a| = |a D], et

= max |a;| 7"
2t

[D(a)| = [D(a)ly = |Da—aDl|y <max{|Daly, |a D]} = val

. D(a
Ton [Dlops = sup 12
acA#0 |a‘
cette hypothese, contrairement a la facon dont on la désigne, la norme de Gauss est
en fait une valeur absolue (lemme 7.11). Elle permet d’étendre le lemme de Hensel

aux polynomes différentiels (propositions 7.12 et 7.13).

< 4. On se limitera donc au cas v > || D||op.a (7. Sous

Ezxercice 7.3. — Soit A C E,, soit 7’ < r < wp et soit P dans A(D). Vérifier qu’il
existe une constante x telle que w™|P| -1 < [|P||,r < K| P|gyp-1.
[voir le lemme 1.6]

L’exercice 7.3 montre que, sur E,(D), la wr~!-norme de Gauss est proche de la

norme || - ||, (définition 7.2). Pour que la wr~'-norme de Gauss soit une norme de
K-algebre, il faut que wr—' > p~! c’est-a-dire que r < wp.

Remarque fondamentale 7.4. — L’étude fine de I’action des opérateurs de E,(D)
sur I'anneau By, (r) pour r < p est fondamentale dans la théorie des équations
différentielles p-adiques.

Lorsque 7 > wp, on ne dispose pour cette étude que de la norme d’opérateur.

Par contre si < wp, on a le choix entre la norme de Gauss et la norme d’opérateur.
C’est le cas ou le “rayon de convergence est petit” (voir corollaire 8.7). En général,
la norme de Gauss est beaucoup plus facile & manipuler que la norme d’opérateur
car c’est une valeur absolue. La raison profonde en est que, dans ce cas, la non-
commutativité de A(D) est “négligeable”. Ceci va étre parfaitement illustré par le
lemme 7.5 mais sera aussi tres clair dans le théoreme 8.6.

Dans la théorie formelle, on a w = 1 et on est toujours dans le deuxieme cas, c’est-a-
dire le plus facile.

(") Le méme raisonnement s’applique aussi & la norme ||- ||op, 5 mais la condition || D||op, 5 > | Dlop, a
est alors automatiquement vérifiée. Pour la norme || - ||, elle s’écrit r < p.
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Dans le lemme 7.5 on fait un méme calcul dans A[X] (X a = aX) et dans A(D)
(Da=aD+D(a)) et on compare les résultats. Ce lemme sera fondamental aussi bien
dans la démonstration du théoreme de Turrittin formel que du théoréeme de Turrittin
p-adique.

Lemme 7.5. — Soit A un anneau différentiel muni d’une valeur absolue |- |, soitn
dans A tel que |n| > ||D||op,a et soit L(X) =3 a;X" un polynome de A[X]. On pose
LX+n) = Y a(X+n)' =Y bX dans AX],
L(D+n) = ZazDJrn ZCZDZ dans A(D) .

Alors on a |b] |n|* < |L|jy et |ci — by In|t < |L|jy . En particulier, |c;| In|t < |||y et
lco = L(m)| < |Lljy-

Preuve. — Pour traiter le cas des monémes L(X) = X%, posons

(D + n)? ZcdeZ, (X +n) ZbldX’

et montrons par récurrence sur d que, pour 0 <i <d, on a
(32) bial <0l 5 leia = bial < [0l

Pour d = 0, c¢’est évident car bp o = cpo = 1. Supposant les majorations (32) satis-
faites, on trouve :

d d
X+t = (X + 77)(2 bi,dXi) = (bia X +nbia)X
1=0 =0
d d
D+ = (D+m)( D eaD’) =3 (Dleia) +cia D +7cia) D',
1=0 =0

Avec la convention b_; 4 = c_1 4 = 0, on obtient
bidgr1i =bi—1a+nbia Cidr1 = D(cia) +cic1,a+ncig
ce qui donne les majorations a l'ordre d + 1 :

biarr| < max {|n|*7 T || n|4t ) = [Pt

|cidr1 — bias1] = |D(Ci,d) +cic1,a—bi—1.a +n(cia— bi,d)|

IN

max { || Dllop,a [nl*~" lci—1.a — bi—v.al: 0| lcia — bial} < |n|™ "

Pour un polynéme L quelconque, on trouve alors

bl = |- aubia] < maxlaal "~ < |l ol
d>1i
e =bil = | aa(eia = bo)| < maxlaal [~ < Ll Inl” .

d>i
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7.2. Topologie quotient. —

Définition 7.6. — Soit M un A-module différentiel. Une présentation de M est

un morphisme surjectif A(D)" 2 M =0 de A(D)-modules. A une présentation, on
associe I'image ¢ de la base canonique de A(D)” par I’application §. On obtient ainsi
une bijection entre I’ensemble des présentations et ’ensemble des familles génératrices
de M en tant que A(D)-module.

Les exemples fondamentaux de présentation sont ceux de (22) (avec v = p et e
une A-base de M) et de (26) (avec v = 1 et e constituée d'un vecteur cyclique de M).

Etant donné une norme de K-algebre || - || sur A(D), on la prolonge & A(D)" en
posant

1<i<v
Pour chaque présentation, on obtient ainsi une semi-norme quotient sur M.

Définition 7.7. — Soit e une famille génératrice de M et soit m dans M. On pose

o= nf [P B = nf  max AL

Il est facile (et classique) de vérifier que |- ||¢,q est une semi-norme sur le K-espace
vectoriel M.

Proposition 7.8. — Les semi-normes || - ||e,q, définies par les différentes familles
génératrices ¢ du module différentiel M, sont équivalentes.

Preuve. — Soit ¢ et § deux familles génératrices de M. Pour m dans M et € > 0
donné, par définition des semi-normes || - [le,q et || - ||s,@, il existe des polynomes
différentiels P; et Q; ; de A(D) tels que

m=3Y Pie) .  max||B <[mleq+e

3
¢i = ZQza(fy) ) mjax Qi < lleillfo +¢
J

Ona m= Z (Pi Qig)(Fi)- et, | - |

(2]

étant une norme d’algébre, on trouve

lmly.@ < max[|P; Qi ;| < max || Pl max [|Qs | < (llm]

o+ max (el +2).

Ceci ayant lieu pour tout €, on obtient finalement

[mllj.e < lmlle, max fleslly.o-

En échangeant le role de ¢ et f, on obtient une inégalité dans l'autre sens et donc
I’équivalence des deux semi-normes. O
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On pourra donc parler de la topologie quotient induite sur M par la norme
d’algebre || - || sur A(D).

Plus généralement, si une topologie localement convexe sur A(D)) peut étre définie
par une famille de normes d’algebre, on pourra parler de la topologie quotient induite
sur M : c’est la topologie définie par la famille des semi-normes quotient pour une
présentation fixée de M.

Par exemple, pour I C [0,1[, A = A(I) et A < 1, on peut munir 'anneau A(D) de
la famille des normes d’algebre

1Pllp.p» Z 1Pllop.5,, 02)
pour p dans I. Nous notons 7T la topologie correspondante. Il est facile de voir que
cette topologie peut étre définie par une famille dénombrable de normes (en choisissant
une suite (p,,) de I ayant les bornes de I comme valeurs d’adhérence. 1l en résulte que
espace (A(D),T,) est métrisable (remarque 1.20). Par contre il n’est pas complet
ce qui est une source importante de difficultés.

Proposition 7.9 ([15]). — L’espace (A(D), Ty) n'est pas une limite inductive d’es-
paces de Frechet (espaces LF ). En particulier il n’est pas complet.

Preuve. — Notons A(D),, le sous-espace des polynomes différentiels de degré stricte-

ment inférieur & n. Il est isomorphe a A™ et donc muni de la topologie produit 7™

et ¢’est un espace métrisable complet. Donc A(D) = lim A(D),, est un espace LF.
—

Nous notons T la topologie correspondante.
L’inclusion (A(D),, T°°) —(A(D), Tx) est clairement continue. Donc I’application

identité (A(D),T>) (A(D),T») est continue. Supposons que Ty soit un espace
LF. D’apres Grothendieck [30], le théoréme des homomorphismes (toute application
linéaire continue et bijective a un inverse continu), est vrai pour les espaces LF.
Appliqué a i il affirmerait que 7°° = T,. Mais h_n)lA(D)n est une limite stricte : la
topologie T™ est la restriction a A(D),, de la topologie T°° (et d’ailleurs aussi de la
topologie Ty ). C’est donc un espace régulier c’est-a-dire qu’une partie bornée pour
T appartient & I'un des A(D),,. Par conséquent, la partie {z™ D™ /m!;m € N}
n’est pas bornée pour 7°°. Or elle est bornée pour 7, car

o D i = 7 ) = 1 -
7.3. Lemme de Hensel pour les polyndomes différentiels. — Soit F' un corps
différentiel muni d’une valeur absolue | - | pour laquelle il est complet. Si D est une
dérivation de F, rappelons que
|D(a
[Dlop,r = sup P
acF |a|

désigne la norme de 'opérateur D agissant sur F'. Par exemple, pour K(z) C F C E,

et |-| =], on constate (voir proposition 3.4) que
d 1 xd
2t o B
dz llop,F P dzllop,F
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Pour v > || D||op,F, on munit F(D) de la y-norme de Gauss || - ||, définie en (31)
Si on pose v(a) LL —(|a]), de telle sorte que v soit une valuation sur F, on a ainsi

muni F(D) de la valuation :

vv<zu:aiDi): = —log (’ i:aiDi‘v) = OI<nii£u (v(a;) —ilog(v) )
=0 =0 ==

On appelle polygone de Newton du polynéme différentiel L = Z?:o a; D?, I'enveloppe
convexe de I’ensemble des points (i,v(ai)), pour 0 < 4 < p, auxquels on ajoute le
point & I'infini (0,00). Le nombre réel v, (a; D) = v(a;) — ilog(7) est I'ordonnée de
I'intersection de la droite de pente log(y) passant par le point (i, v(ai)) avec axe des
ordonnées (figure 5). On constate que v, (L) est 'ordonnée de 'intersection de I’axe

A -
~ .
< droites de pente log(y)
~
) s
/ ]
—~ :
] ~ l
vy(a; D") :
e
. |
1 ]
]
~ |
vy (L) |
]
: -
0 ny(L) i N, (L)

F1GURE 5. Un polygone de Newton

des ordonnées avec la droite de pente log(y) s’appuyant sur le polygone de Newton
de L.

Définition 7.10. — Pour L = a; D' dans F(D), on note n, (L) (resp. N,(L)) le
plus petit (resp. plus grand) indice ¢ tel que v, (L) = v(a;) — ilog(7y).

En particulier, on a Ny(L) = n,(L) si et seulement si le polygone de Newton de
L n’a pas de coté de pente log(7).

Lemme 7.11. — Si ||Dljop.r <7 = |D|y, la y-norme de Gauss |- |, est une valeur
absolue. De plus, pour @ et R dans F(D), on a

Ny(QR) = Ny(Q) + Ny(R) et ny(QR) =ny(Q) + ny(R).
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Preuve. — La démonstration est analogue a celle du lemme 2.4. On remarque que la
condition imposée a ~y implique

D (@) D3], < |[ Dy lal IDE, < |al[ D = [aD™],.

On en déduit que la norme |- |, est multiplicative sur les ménomes :
laD'bD|, = ‘abD”j +) (;) aD*(b) DItk = |laD'|,|bD7|.,.
k=1

Maintenant, quand on calcule le produit QR de deux éléments de F'(D), le coefficient
du monéme de degré N,(Q) + N, (R) en D contient un seul terme de valeur absolue
maximum ; c’est celui qui provient des coefficients de degré N, (Q) de Q et de degré
N,(R) de R.

De méme, dans le produit QR, le coefficient de degré n,(Q) + n~(R) contient un seul
terme de valeur absolue maximum, c’est celui qui provient des coefficients de degré
n(Q) de @ et ny(R) de R.

SiQ=>a;D"et R=13b;D?, on trouve alors

IQRl, = lan, (@b, @ D@ E]

= lan, @DV DL b,y DY, = 1QL4| Rl O

Proposition 7.12 (Lemme de Hensel a droite). — Si |D|opr < v = |D|5,

alors, pour tout polynome différentiel P de F/(D), il existe deuz polynomes différentiels

Q et R de F(D) tels que
1 P=QR 2. degp(Q) = N, (Q) = N, (P).

Preuve. — Posons pour simplifier d = deg(P) et N = N, (P).

Nous notons P = Z?:o a; D? et appliquons la proposition 2.16 avec :

e U={ucF(D); degp(u) < N},

e V={ve F(D); degp(v) <d— N},

o W={ue F(D); degp(u) <d},

e =P . a=%" a;Dieth= 1+Z—;Dd*N.
Les deux premiéres conditions de la proposition 2.16 sont évidentes avec A = F(D).
Pour la condition 3) 11 suffit de remarquer que

an DNﬁDd_N = agD? + des termes de degré au plus d — 1 en D.
an
Pour la condition 4) on remarque que N, (b) = 0 car
|adDd"v

ad d—N‘
—D = —F77" <1
‘G,N v |G,NDN|,Y

N
On en déduit |c — ab|, = ‘ Z a; D" + Zai DY pi-N| < |P|.
i>N i=0 aN K
Montrons maintenant la condition 6). Comme N, (a) = N et N,(b) = 0, pour u dans
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U et v dans V, on trouve :
N,(av) = N + N,(v) > N > deg(u) > N,(u) = N, (ub).

On constate que les termes de plus grande norme dans les deux produits av et bu
ne pouvant pas étre les mémes, il ne peut y avoir de compensation quand on fait la
somme. Il en résulte que I'on a bien |au + vb|, = max(|aul,, |vd|,).
En particulier, on constate que application £(u,v) = av + ub est une injection de
U xV dans W. Ces deux F-espaces vectoriels étant de dimension finie, on pourrait en
conclure immédiatement que la condition 5) est satisfaite, ¢’est-a-dire que Papplication
£ ¢ (u,v) = av+ ub est bijective si cette derniere était F-linéaire. Ce n’est mal-
heureusement pas vrai. On contourne cette difficulté en passant aux gradués pour
la filtration par le degré en D. Cela revient a remplacer I’anneau non-commutatif
F(D) par 'anneau commutatif F[D] et les ensembles U, V et W par les espaces
de polynomes commutatifs correspondant. Dans cette situation commutative, il est
facile de constater que l'application ¢ devient F-linéaire donc bijective. Maintenant,
comme les graduations concernées sont finies car les polynomes considérés sont de
degré borné, on vérifie facilement que 'application £ qui est bijective sur les espaces
gradués est aussi bijective sur les espaces eux-mémes.

On peut donc appliquer la proposition 2.16 ce qui termine la démonstration. [

Dans tous ces calculs, on peut indifféremment faire les produits a gauche ou a
droite. On obtient le résultat suivant :

Proposition 7.13 (Lemme de Hensel a gauche). — Si [|Dopr < 7 = |D|,,
alors, pour tout polynéme différentiel P de F(D), il existe deuz polynomes différen-
tiels Q et R de F(D) tels que

. P=RQ 2. degp(Q) = Ny(Q) = N,(P).

8. Rayon de convergence

La grande différence entre la théorie des équations différentielles dans le plan
complexe et la théorie des équations différentielles p-adiques (cas p # 0) est qu’'une
solution p-adique ne converge pas jusqu’a la premiere singularité contrairement a
une solution complexe. L’exemple de la fonction exponentielle exp(z) = Y oo, %zs
solution de I’équation différentielle 1y = y est caractéristique de cette situation. En
effet, dans le cas complexe, cette fonction est entiere mais, d’aprés la proposition
1.5, pour p # 0 elle ne converge que dans le disque de rayon w. Il est donc naturel
d’introduire le rayon de convergence des solutions au voisinage d’un point.

Dans tout ce paragraphe, on considere un anneau A tel que K[z] C A C E,, muni
de la valeur absolue | - |, et de la dérivation D = %. L’exemple fondamental sera

celui de 'anneau A = A(I) pour un intervalle I qui contient p.
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8.1. Définition. — Soit M un A-module différentiel. A toute base ¢ = {¢;} de M,
on associe la norme || - ||, ,®)sur M définie par

| Zamne,p = max|a;,.
Si G est un K-opérateur sur M, on note

G(m
”GHW: sup w
memMY ||m

ep

sa norme d’opérateur. C’est, par construction, une norme d’algebre.
Dans le cas particulier ou M = A* muni de sa base canonique, c’est-a-dire muni
de la norme

”(ala sy a’#)“ﬁ = max |a‘i|pv

on omettra d’indiquer la base. Par exemple, si G est une matrice de Mat(u, A) , on
note

1Gll, =  max Gijlp

sa norme en tant qu’opérateur sur ’espace A*. De méme, pour 'opérateur D agissant
sur M = A muni de sa base canonique ¢ = {1}, la proposition 3.4 montre que

1D [, = [nllp™"

car I'inégalité de cette proposition devient évidemment une égalité pour f = z™.
La norme spectrale de I’ opérateur G agissant sur M est définie par :

. 1
IGlsp.c.p = limsup | G*|[e/y
§— 00

Dans le cas M = A muni de la base canonique ¢ = {1}, en utilisant le lemme 1.7, on
consate que :

déf

IDllsp,e,, & lim [[D*3/* = Tim [s1[1/*p" = wp™".

Nous montrons que la norme spectrale est, en fait, largement indépendante de la
base e choisie. Ceci va nous permettre de définir le rayon de convergence du module
différentiel,

Proposition—définition 8.1. — Soit ¢ une base du A-module différentiel M et soit

G (resp. Gs) la matrice de lopérateur D (resp. D?) dans la base e. Le nombre
6 . . 1
Ray(M, p) e Y hin (p, lim inf Hst
s!

1/5)
B [ Dllsp,e.p 57700 P

est indépendant de la base e. On Uappelle rayon de convergence de M en p.

(®) différente de la semi-norme quotient || - ||, définie en 7.7. On a évidemment || - [|e,0 < || - |le,p
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Preuve. — Soit m = [m]e un vecteur de M. on a :
1 . i k
1P s = () 2 D)l
s+k
< max {p~ ], Gl }

< o max {0l GkH 3 lmlle,p-

Par définition de la matrice G4 on trouve :

1 S
(33) 15Gullp = max | D%y < 15D

ep S P77 max {p* I lel ).

Maintenant, par définition de la limite supérieure, pour tout € > 0, il existe un entier
S tel que, pour tout s > S, on ait :

1 1 . 1 1/s
|Gl < imsup | 56|
c’est-a-dire
1 . 1 /s
P§||§Gs”p Spé(hzri)s;ipHgGs +€)s

- 1 . P .
Si limsup,_, o p||éGsHp/S < 1, en prenant € assez petit, on en déduit que la suite
p*|| 4 Gsll, est bornée.

- 1
Si limsup,_, o pH%GSHp/S > 1, on trouve, pour s assez grand

1/s s
+6)

Jax {n" II*GkII y<p (hmsupH

d’ot1, pour tout € > 0 et donc pour € =0 :

1)+

1/s

b

Pour vérifier I'invariance par changement de base, on utilise la relation :

limsup( max {p || Gk|| }) < max{l p hmsupH

En prenant la limite supérieure dans la relation (33), on obtient :

. 1 - 1 1
hmsupHEGS *HD”Sp,ep < max {p 17lmi>supH;Gs
| S o0 *

§—00

S

éFs - (X_; ﬁDH(H)%!Gi)fr1

reliant les matrices représentant D*® dans les deux bases et on fait un calcul analogue
au précédent. O
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8.2. Solutions au voisinage du point générique. — Le rayon de convergence
d’un module différentiel doit son nom au fait qu’il s’interprete comme le rayon de
convergence des solutions de ce module différentiel au voisinage du point générique.

Soit A C E, un anneau qui contient K (x) et soit M un A-module différentiel. On
munit A de la valeur absolue | - |,.

Pour 0 < 7 < p, 'anneau Ay, (r) est un A(D)-module. On peut donc considérer
les solutions de M dans A, (r) c’est-a-dire les éléments de Hom 4 py (M, Ay, (7).
Pour étudier ces solutions, nous introduisons la résolvante du systeme différentiel
D(X) = GX’est-a-dire la matrice dépendant de deux variables

S

(34) Yalry) =3 Gy T2
s=0

s!

ol les matrices G5 sont définies par la récurrence (17). Si on a |G4(y)| < ||Gsl|,, par
exemple parce que y appartient & D(t,, p), elle est définie pour |z — y| < Ray(M, p).
En particulier, lorsque A = A(I), c’est une matrice analytique sur le domaine

Ane = {(zl, ly]) € I*; |z — y| < Ray(M, |z])}.

Lemme 8.2. — Une fonction non identiquement nulle w de A, (r) telle que D(w) =
fw pour une fonction f de Ay, (r) est inversible dans Ay, (r)

Preuve. — Si w avait un zéro d’ordre n en un point o du disque D(t,,r), on aurait
w = (z — a)™v avec v dans Ay, (r) et v(a) # 0.

On trouverait alors D(w) = n(z — )" v + (z — a)"D(v) = (z — a)™v f c’est-a-dire
v(a) = 0 ce qui n’est pas. Donc w ne s’annule pas et est inversible. O

Proposition 8.3. — Lorsque la matrice Yg est définie aux points (x,y) et (x, z) elle
vérifie les relations

(35a) Yo(z,2) =1

(35b) 5o Ya(w.9) = ~Ye(a.) Glo)
(35¢) Yo (r,y) Ya(y, 2) = Yo (x, 2)

(35d) - Ya(,y) = G() Ya(ey)

En particulier, Y¢ appartient ¢ Gl (u, Ay, (Ray(M, p)) et Y5 (z,y) = Ya(y, o).
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Preuve. — La condition (35a) est évidente.
Pour établir la relation (35b) il suffit de calculer :

> T —)s 0 r—qy)s1
SYaey) = YD) -y G T
s=0

< S! s=1 (S h 1)'
(DG ~ G )
s=0
= Z —G,(y) G(y)(xgi,y)s = —Yo(v,y) G(y).
s=0 ’

Maintenant, on constate que le déterminant w(x,y) de la matrice Y (x,y) est non
identiquement nul car w(y,y) = 1 d’apres (35b) et satisfait I’équation différentielle
d’ordre un a%w = tr(G)w (voir lemme 6.7). Il est donc inversible d’apres le lemme
8.2 et la matrice Y'(x,y) est inversible dans ’anneau des matrices & coeflicients dans
Panneau A, (Ray(M, p)).

On calcule maintenant pour y et z dans le disque D(x, Ray(M)) :

0 _ _

Y(z,9)(Y ' (z9) Y(29)G(y) Y ' (2,y) = 0.
Ce produit est donc constant. En prenant sa valeur en y = x et y = z, il vient
Y7 (z,2) =Y (2,2) = Y (2,9)Y " (2,9)

d’ou la relation (35¢) se déduit facilement.
Finalement (35d) s’obtient & partir des relations (35b) et Y (x,y) = Y "1(y,z). O

On déduit de ces résultats une nouvelle interprétation du rayon de convergence.
v SN X . voisi

Le rayon de convergence d’une matrice a coefficients analytiques au voisinage d’un
point désignera le plus petit des rayons de convergence de ses coefficients.

Proposition 8.4. — Soit M un A-module différentiel, soit G la matrice qui repré-
sente la dérivation dans une base de M, soit a un point du corps € tel que |a] = p
et tel que les coefficients de la matrice G soient analytiques dans le disque D(a,p) et
soit X une matrice (d p lignes et un nombre quelconque de colonnes) qui vérifie la
relation D(X) = GX et dont les coefficients sont analytiques dans un disque D(a,r).
Alors

1. la matrice X a un rayon de convergence au moins égal a Ray(M, p),

2. sia=t, et si X est inversible, le rayon de convergence des matrices X et X!
—1/s
1 Gs

P

est au moins égal a liminf,_,

s!
1l est exactement égal a ce nombre si celui-ci est inférieur a p.

3. Ray(M, p) est le plus grand des nombres réels r < p pour lesquels le module
différentiel M est enticrement soluble dans Ay, (r).
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Preuve. — Un calcul simple montre que D(Y¢(a,z) X(z)) = 0. On en déduit que

S

X(z) = Ya(z,0) X(a) = Y Gs(a)@){(a).
s=0 :

On trouve alors une minoration du rayon de convergence des coefficients de la matrice
X en remarquant que

|G @X @) < 1 Ga(@I X ()] < 15Galla | X (@)l

c’est-a-dire , si X n’est pas nulle,

1/s
> Ray (M, |a]).

|al

1 ~1/s 1
lim inf H—Gs(a) X(a)H > lim inf H—Gs
s—oo |l s! s—oo |l s!
Si X est inversible, & la multiplication (& droite) par une matrice constante pres,
on peut supposer que X (a) = I. Sien plus on a a = t,, il vient X; () = Yao(z,t,)
et Xt_pl(x) = Ya(t,, z). Les matrices G appartiennent & Mat(u, £,) et comme, pour
|’I’ - tp‘ <p,
1
[
s!
les coefficients des matrices X et X ! ont le rayon de convergence annoncé.
Le dernier résultat résulte de ce que chacune des p colonnes de la matrice X;, donne
les images des éléments de la base choisie par un élément de Hom 4(p) (M,At , (T))
Les p éléments de Hom 4(py (M, Az, (r)) ainsi construits sont linéairement indépen-
dants (sur K) car X est inversible. Ils forment donc une base et

dimc ((Homa(py (M, Ay, (1) ) = dima(M). =

1 1
Go@)] = |5 Gut)]l = 1ol

Cette interprétation du rayon de convergence d’un module différentiel permet de
démontrer la proposition suivante.

Proposition 8.5. — Soit 0 — N — M — Q — 0 une suite ezacte de MLC (A4). On
a Ray(M, p) = min (Ray (N, p), Ray(Q, p)).

Preuve. — On choisit une base ey de N que ’'on compléte en une base ¢ = {epr, ¢o}
de M. Dans ces conditions les images des éléments de eg forment une base g de Q.
Si Gur (resp. Gg, G) est la matrice qui représente la dérivation D dans la base e

(resp. €g, ¢), on a :
([ Gy O
¢= ( H Go )

La proposition 8.4 montre que Ray(M, p) > r si et seulement s'il existe une matrice
X de GI (g, A, (r)) telle que D(X) = G X. Si on impose en outre que X (t,) = I, on

trouve que
Xy 0
=V x)

avec : D(Xyn) =Gy Xy, D(Xg)=GgXo , DY)=HXny+GoY
Comme la primitive d’une fonction analytique au voisinage du point ¢, a le méme
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rayon de convergence que la fonction, la méthode de variation de la constante (voir

proposition 6.24) permet de conlure. O
8.3. Majoration de la dérivation dans une base cyclique. — Le résultat
suivant a eu de nombreux avatars ([43], [5], [50], [13],...) depuis son apparition

dans la démonstration de Katz du théoréme de Turrittin [33]. Il montre U'intérét des
bases cycliques. Malheureusement, comme il fait intervenir de telles bases, il nécessite
de travailler sur le corps des quotients F' de I'anneau A. Comme E, lui-méme est un
corps cela ne pose pas de probleme a priori.

Théoréme 8.6. — Soient M un A-module différentiel de rang p et m un vecteur
cyclique de F @ 4 M. Si, dans la décomposition D*(m) = a,—1 D"~ (m)+---+aom,
Uun des coefficients a; (0 <1i < p) vérifie |a;|, > p"~* alors

_ =1/ (u—)
Ray (M, p) woglilg“\azlp <wp

Preuve. — Prenons un élément « dans une extension K’ du corps K tel que |a] =
Maxo<i<p |ai|2;/(“_l) > p~!. Puisque K’ ® M et M ont méme rayon de conver-
gence, on peut supposer que K’ = K. La dérivation D est représentée dans la base

{m,a=tD(m),...,a'=*D*=1(m)} par la matrice :

o 1 0 - 0

G =aG G =
1

by ... b1

avec b; = a’~#a; de telle sorte que ||G'||, = max |b;|, = 1. Il en résulte que la matrice
G’, image de G’ dans le corps des restes pour la norme || - ||,, n’est pas nilpotente.
Donc ||G"*[|, = ||G"||5 pour tout entier s. Par ailleurs, on a || D], = p~" < |a| = |G,
et on en déduit par récurrence en utilisant la formule (17) que ||G,||, = ||G*|, = |a|*
c’est-a-dire Ray(M) = w|a| L.

Corollaire 8.7 (petit rayon de convergence). — Soit M un A(I)-module diffé-
rentiel de rang p. Si Ray(M, p) < wp, il existe une extension finie K' de K et une

w 1
base ¢ de K' @ ' @4 M telle que ||D = > —.
1Pllee = Ray (M) ~ 5
Preuve. — 11 suffit de prendre une base cyclique du module différentiel F' ® 4 M et
d'utiliser la base pseudo-cyclique {m,a~1D(m),...,a*=*D#=1(m)} construite dans

le théoreme. O

Corollaire 8.8 (grand rayon de convergence). — Soit M un A-module diffé-
rentiel de rang . Les conditions suivantes sont équivalentes :
1) Ray(M, p) > wp.
2) Pour tout vecteur cyclique m de F @4 M, on a

D*(m) = a,—1D*=1(m) + -+ + agm avec |a;|, < p'~F.
3) Dans une (et alors dans toute) base cyclique m de F ®4 M, on a || Dl|m,, < 1/p
(et par suite ||x°D®||m,, < 1 pour tout s > 0).
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4) Dans une (et alors dans toute) base ¢ de M, la suite p®||D?||.,, est bornée.
Preuve. — 11 s’agit de affirmation contraposée de celle du théoreme. O

Remarque 8.9. — Danslecasp =0,onaw = 1. Le théoréme et ses deux corollaires
permettent alors de trouver le rayon de convergence d’un module différentiel des qu’on
en a trouvé une base cyclique.

Il n’en est plus du tout de méme lorsque p > 0. Pour préciser la valeur du rayon de
convergence lorsqu’il est “grand”, c’est-a-dire lorsque wp < Ray(M, p) < p, il faudra
utiliser des moyens beaucoup plus puissants. C’est essentiellement la structure de
Frobenius qui nous les fournira.

9. R-modules différentiels solubles
9.1. La catégorie MLC (A(I)). —

Lemme 9.1. — Soit J un intervalle fermé et soit M un A(J)-module de type fini
muni d’une action K linéaire de la dérivation D = d/dx. Alors M est libre.

Preuve. — Notons T le sous-module de torsion de M. Soit m dans T donc tel que
am = 0 avec a dans A(J)7°. La relation a? D(m) = a D(am) — D(a)am = 0 montre
que T est stable par I'action de D.

Comme M est de type fini, il existe un polynéme P de K[z] tel que Pm = 0 pour
tout m dans 7. Choisissons un polynéme de degré minimum ayant cette propriété.
On trouve que D(P)m = D(Pm) — P D(m) = 0. Comme le polynéme D(P) est de
degré inférieur strictement a celui de P, on en déduit que D(P) = 0. Donc P est
constant, 7 est le module nul et M est libre. O]

Théoréme 9.2. — Sil'intervalle I est fermé ou bien si le corps K est sphériquement
complet, la catégorie MLC (A(I)) est abélienne.

Preuve. — Soit A" M un morphisme de A(I)-modules libres de type fini. Le A(I)-
module Im(u) est de type fini. Comme c’est un sous-module du module libre de type
fini M, il est libre de type fini d’apres le corollaire 4.43. Choisissons une base ¢ de
Im(u) et, pour chaque élément ¢; de cette base, un élément f; de N tel que u(f;) = e;.
1l est facile de voir que le sous-A(I)-module de N engendré par les §; est isomorphe &
Im(u) et que le noyau de u est, en ce sens, isomorphe & N/ Im(u) donc de type fini.
Comme c’est un sous-module du module libre de type fini N, il est libre de type fini
d’apres le corollaire 4.43.

Le conoyau d’un morphisme de A(J)-modules libres de type fini est évidemment de
type fini mais, en général, n’est pas libre (il peut étre de torsion !). Pour un morphisme
de A(I)-modules différentiels, si 'intervalle I est fermé, le lemme 9.1 montre qu’il est
libre car muni d’une connexion. Nous allons étendre ce résultat au cas d’'un intervalle
non fermé. B
Pour chaque intervalle fermé J C I, on pose M(J) = A(J) @ 41y M (resp. N(J) =
A(J) @41y N/ ker(u)) et on définit un A(J)-module Q(J) par la suite exacte

00— N(J) 2% M(J) — Q(J) —> 0.
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Il est facile de vérifier que Id ®u est un morphisme de A(J)-modules différentiels. Le
A(J)-module Q(J) est muni de laction quotient de D. Le lemme 9.1 montre qu’il est
libre. Les systemes (/\7 (J )) et (M(J )) sont, par construction, des faisceaux cohérents
sur la couronne C(I). 11 en résulte que le systéme (Q(J)) est un faisceau cohérent sur
cette couronne. On vient de voir qu’il est localement libre, il est donc libre d’apres le
théoréme 4.40. Maintenant le théoreme 4.35-A montre que la suite

0— N = N(I) " M = M(I) — Q(I) — H*(C(I),N) =0
est exacte. Autrement dit, coker(u) = Q(I) est un A(I) module libre. O

9.2. Fonction rayon de convergence. — Soit M un A(J)-module différentiel.
Pour chaque nombre p de 1N]0, 00|, on a défini le rayon de convergence Ray(M, p).
Nous nous proposons d’étudier la maniere dont celui-ci dépend de p.

Proposition 9.3. — Soit M un A(I)-module différentiel de rang p. La fonction
p — Ray(M, p) est continue, logarithmiquement (définition 2.7) concave et logarith-
miquement affine par morceauzx (avec éventuellement une infinité de “morceauz”) sur
Uintervalle I.

Plus précisément, il existe une partition I = |JI;, des nombres réels positifs «;
et des nombres f; rationnels de dénominateur inférieur ou égal a p tels que, pour p
dans I;, on ait Ray(M, p) = a;pP.

Preuve. — La concavité est une conséquence facile de la convexité logarithmique de
la fonction p — |f|, (voir exercice 2.8). La continuité sur I'intérieur de I'intervalle I
s’en déduit immédiatement. La continuité aux extrémités éventuelles de 'intervalle I
nécessite I'utilisation du théoréme de majoration explicite de Dwork-Robba [23].

Lorsque la condition (*) : Ray(M, p) < wp est satisfaite pour tout nombre p de
I'intervalle I, 'affinité par morceaux et le résultat sur la pente de chaque morceau est
une conséquence facile de la proposition 8.6.

Le cas général se ramene a ce cas particulier : localement, a I’aide du théoreme
20.15 on construit un antécédent de Frobenius qui satisfait la majoration (*). Ceci
montre que la fonction rayon de convergence a localement les propriétés voulues. Mais
la démonstration complete comporte des difficultés techniques que nous n’aborderons
pas. O

9.3. Plus grande pente d’un module différentiel soluble. — Par définition
de R, si M est un R-module différentiel, pour « dans ]0, 1] et suffisamment proche
de 1, il existe un A(I,)-module différentiel M,, tel que

(36) M =R @41,) Ma-

Deux modules différentiels M., vérifiant la relation (36) deviennent isomorphes apres,
éventuellement, tensorisation par A(I,/) pour o < o < 1. Nous ferons donc comme
si M, était unique.

De méme, tout morphisme N % M de MLC(R) vient d’un morphisme Ny, 3 M,
de MLC (A(I,)) pour a suffisamment proche de 1.
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Corollaire 9.4. — Si le corps K est sphériquement complet, la catégorie MLC(R)
est abélienne.

Preuve. — Pour montrer que I'image et le noyau d’un morphisme de MLC(R) sont
libres de type fini, on peut reprendre la méme démonstration que pour MLC (.A(I ))

Pour le conoyau il faut travailler un petit peu plus. Un morphisme AN —— M de
MLC(R) provient d'un morphisme N, —* M, de MLC (A(I,)). Pour tout idéal a
de type fini (donc principal) de A(I,) 'application a ® R — R est injective. Donc
R est plat sur A(l,) et coker(u) = coker(uq) @ R (resp. Im(u) = Im(us) ® R,
ker(u) = coker(uy) @ R) . O

Ezxzemple 9.5. — C’est 'exemple fondamental qui a suggéré la forme du théoréeme
de décomposition.

Soit 7 (“le 7 de Dwork”) une racine (p—1)-iéme de —p. On a |7r| = w. Considérons
la série f(z) = Y o o7 *slz®. L’encadrement du lemme 1.6 montre que la fonction f
est analytique et non bornée dans le disque |z| < 1. Par ailleurs elle satisfait I’équation
inhomogene z(f+xf') = w(f —1) et donc I’équation différentielle homogene L(f) =0
avec L =D(2?’D 4z — ) =2?D + (3z —m)D + 1.

Il est facile de vérifier que les solutions dans R de I’équation L(f) = 0 sont de la
forme Af. Formellement, cela se traduit par le fait que L est divisible a droite par
D—f'/f. La difficulté vient de ce que la fonction f, n’étant pas bornée, a une infinité
de zéros dans toute couronne C(I,) ; la différentielle logarithmique f’/f n’appartient
donc pas & R. Nous considérons le morphisme de MLC(R) :

M =R(D)/R(D)- LR, P+ P(f).

Le théoreme 9.4 affirme alors que I'image et le noyau de u sont des R-modules libres
ce que nous allons vérifier directement.

Comme L est un polynéme unitaire dans R(D), tout polynéme différentiel P de
R(D) s’écrit P = Q L+aD+b avec a et b dans R. Autrement dit, Im(u) =R f+R f’.
Mais comme les zéros de f sont simples, les diviseurs de f et f/ sont premiers entre
eux, si bien que

Im(u) =Rf+Rf =R.
Par ailleurs, si u(P) = 0, alors af’ 4+ bf = 0 et on en déduit qu’il existe ¢ dans R tel
que a = cf et b= —cf’. On trouve finalement

ker(u) = R(fD — f') (mod R(D) L).

Soit maintenant M un R-module différentiel et soit M, un A(I,,)-module différen-
tiel qui vérifie la relation (36). Le germe en 1 de la fonction p — Ray(Ma,, p) ne
dépend pas du choix de M. Par abus de notation, pour p suffisamment proche de
1, nous écrirons Ray(M, p) au lieu de Ray(M.,, p).

La concavité montre que la limite Ray(M,17) & lim,_,;- Ray(M, p) existe. Par
construction Ray(M,17) < 1.

Définition 9.6. — Nous dirons que M est soluble si Ray(M,17) = 1.
On note MLCS(R) la catégorie des R-modules différentiels solubles.
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Proposition 9.7. — La catégorie MLCS(R) est abélienne.
Preuve. — C’est une conséquence de la proposition 8.5 et du théoreme 9.4. O

Théoréme 9.8 (Existence de la plus grande pente). — Soit M un R-module
différentiel soluble de rang p. Il existe un nombre rationnel 5 > 0, de dénominateur
inférieur ou égal a p, tel que, pour p proche de 1, on ait Ray(M, p) = p”+1.

Preuve. — Ce résultat s’obtient facilement a partir de la proposition 9.3 : d’une
part les pentes des “morceaux” d’une fonction concave affine par morceaux forment
une suite décroissante et, d’autre part, une suite minorée (par 0) et décroissante de
nombres rationnels de dénominateurs bornés est stationnaire. O

Définition 9.9. — Soit M un R-module différentiel soluble. Le nombre rationnel
B du théoreme précédent s’appelle la plus grande pente de M et se note pt(M).

CHAPITRE IV
LA THEORIE FORMELLE

Dans cette section, le corps K est muni de la valuation triviale et nous munissons
le corps K ((z)) de sa valuation a-adique notée v,. Notre but est d’étudier les K ((z))-
modules différentiels. Pour alléger les notations, nous poserons ©® = K((z)){D) ou
Dx = K((x)){D) en précisant le corps des constantes en cas de besoin.

Remarque 9.10. — Pour insister sur les analogies avec le reste de ce cours, nous
utiliserons parfois la valeur absolue de K ((x)) définie par |z|, = p < 1. Les différentes
valeurs du nombre p conduisant au méme résultat, il n’y a pas de raison, ici, de le
faire varier. Il sera fixé une fois pour toute dans cette section. Avec ces conventions,
on a |al, = p*=(®, pour a dans K((z)).

10. Modules différentiels singuliers-réguliers

Définition 10.1. — On dit que le K((z))-module différentiel M est singulier-
régulier si son rayon de convergence Ray(M, p) est maximum, c’est-a-dire égal a
p-

Dans ce cas particulier, le corollaire 8.8 s’écrit

Proposition 10.2. — Soit M un K((x))-module différentiel de rang p. Les condi-
tions suivantes sont équivalentes :

1) M est singulier-régulier,

2) L’équation différentielle D*(m) = a,—1 D"~ (m) + - - - + agm satisfaite par un (et
alors par tout) vecteur cyclique m de M vérifie vy (a;) > i — p (condition de Fuchs) .
3) Si Gy est la matrice qui représente D* dans une base cyclique de M, on a
vy (2°Gs) > 0 pour tout s > 0.
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4)Si Gy est la matrice qui représente D® dans une base quelconque de M, il existe
une constante ¢ (négative en général) telle que v, (x°Gs) > ¢ pour tout s > 0.

Remarque 10.3. — La condition 2) est la définition classique d’un point singulier-
régulier.

La condition 3) signifie que M a une base dans laquelle la matrice qui représente la
dérivation zD a ses coefficients dans K[[z]].

Théoréme 10.4. — Tout K((xz))-module différentiel singulier-régulier M posséde
une base dans laquelle la dérivation xD est représentée par une matrice constante.

Preuve. — D’apres la condition 3) de la proposition 10.2, il existe une base ¢ de M
dans laquelle la dérivation zD est représentée par une matrice :

G = i Azt
i=0

On cherche une base de M dans laquelle la dérivation zD est représentée par la
matrice constante Ag. D’apres la formule (21), il suffit pour cela de trouver une
matrice H, inversible dans Mat (1, K((x))), telle que «D(H) = 2G H — H Ay. On la
cherche sous la forme H = I+ °, H;z’. Elle est alors inversible par construction
et, pour tout ¢ > 0 on doit avoir :

1—1
(37) iH; = AgH; — Hi Ay + »_ A;_; H;.
§=0

Cette relation est trivialement vérifiée pour i = 0 et permet de trouver la matrice
H; par récurrence a condition que application H +— (i I —Ag)H — H A soit, pour
chaque indice ¢ > 0, une bijection de l’ensemble Mat(u, K), des p X p matrices a
coefficients dans K, dans lui-méme .

Nous laissons au lecteur le soin de vérifier le résultat “classique” suivant :

e Soit P et @) deux matrices de Mat(u, K) et Mat(v, K) respectivement. L’endo-
morphisme H — PH — H(Q, du K-espace vectoriel des 1 X v matrices a coeffi-
cients dans K, a pour valeurs propres les uv différences entre une des p valeurs
propres de P et une des v valeurs propres de Q.

En remarquant qu'un endomorphisme est bijectif si (et seulement si) aucune de ses
valeurs propres n’est nulle, on contate que le théoréeme sera démontré si nous pouvons
choisir la base ¢ de telle sorte qu’aucune des différences des valeurs propres de la
matrice Ag ne soit un entier non nul.

Pour cela il suffit de faire un certain nombre de changements de base qui gardent
les propriétés de la matrice G tout en diminuant de 1 I'une des valeurs propres A de la
matrice Ag. Ces changements de base sont appelés transformations de cisaillement.
Si le corps K est algébriquement clos, Ils consistent a faire successivement les change-
ments de base qui transforment la matrice représentant la dérivation D de la fagon
suivante :
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1. G +— zC~'G C ou la matrice constante C' est inversible et choisie pour que

matrice C~1Ag C soit sous la forme réduite ( 1(; 2 ), la matrice I' (resp. A)
correspondant au bloc de Jordan de la valeur propre A (resp. des autres valeurs
propres).

zI 0

2. G asH '(GH — D(H)) avec H = . Un calcul simple montrant

0 I
que la nouvelle matrice de dérivation est de la forme que nous cherchions :

r—-1

(il peut arriver au cours de ce processus que la valeur propre de I' devienne égale a
une valeur propre de A. Dans ce cas, on ne pourra peut-étre pas faire disparaitre la
matrice constante du terme que nous avons noté *).

Dans le cas ou le corps K n’est pas algébriquement clos, on peut faire les mémes
opérations mais en traitant simultanément les valeurs propres qui sont algébriques
conjuguées. O

FEzxercice 10.5. — On suppose le corps K algébriquement clos.

1. Vérifier que le changement de base associé a la matrice H = ™" I permet
d’augmenter toutes les valeurs propres de la matrice Ay de n.

2. En déduire que, dans le théoreme 10.4, on peut imposer, en plus, que la matrice
constante a ses valeurs propres dans un systeme & de représentant de K /7 fixé
a l’avance.

3. Montrer que si, dans deux bases de M, la dérivation est représenté par des
matrices constantes A et B dont les valeurs propres appartiennent a &, ces deux
matrices sont semblables sur K (il existe une matrice constante et inversible H
telle que B = H~1AH).

4. Soit ¢ une base de M dans laquelle la dérivation xD est représentée par une
matrice : G = Y .o, A;z'. Montrer que les valeurs propres de la matrice A
sont, modulo Z et a l'ordre pres, indépendantes de la base e.

Définition 10.6. — Soit ¢ une base de M dans laquelle la dérivation D est repré-
sentée par une matrice zG = Z;’io A;x"'. Les valeurs propres, modulo Z et a l'ordre
pres, de la matrice Ag sont appelés exposants du module différentiel M.

Théoréme 10.7. — Sile corps K est algébriquement clos, tout K ((x))-module diffé-
rentiel singulier-régulier M est isomorphe da la somme directe de modules

D/D(xD — N

ot les A sont des exposants (pas forcément tous différents) de M et ot la somme
des vy correspondant & un méme exposant est égal & lordre de cet exposant (comme
valeur propre de la matrice Ag).

Preuve. — 11 suffit, par un changement de base constant, de mettre la matrice con-
stante représentant la dérivation sous forme de Jordan. O
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11. Le polygone de Newton d’un polynéme différentiel

Nous appliquons les résultats du paragraphe 7.3. Rappelons que le corps
différentiel F' = K((x)) est muni de la valeur absolue |- |, associée a valuation
xz-adique et normalisée par |z| = p < 1. En particulier, on a

On munit donc ® = K(z))(D) de la valeur absolue |- |, ,.

Définition 11.1. — Soit L = Y a;D" un polynome différentiel de ©. A chacun
des monomes a; D?, nous associons le point (i, vz (a;) fi). Le polygone de Newton de L

est 'enveloppe convexe de ces points auxquels on ajoute les points (0, min; v,.(a;) —9)
et (0,00).

(0, 00) (0, 00)

v(a;) — @

'y . ° N

minwv(a;) — 14

FI1GURE 6. Un polygone de Newton qui a 4 pentes

C’est aussi ’enveloppe convexe de I'ensemble des points {(z — jyvz(a;) —i+ k)}
pour 0<j<i<petk>0.

Ezercice 11.2. — Vérifier que, si L = Y ja,D" = Y"1 (b;(zD)", Le polygone de
Newton de L est ’enveloppe convexe des points (i,vm(bi)) auxquels on ajoute les
points (0, min; v, (b;)) et (0, 00)).

Définition 11.3. — Les pentes -; de L sont les pentes des cotés non verticaux de
son polynoéme de Newton. La multiplicité de ~y; est la longueur du coté de pente ~; .

Par définition, les pentes sont des nombres rationnels positifs ou nuls.
Dans la théorie formelle, le corps des restes K est de caractéristique nulle, donc
w = 1 et on peut toujours appliquer le théoreme 8.6. Ceci permet de relier le rayon de
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convergence et la plus grande des pentes du polygone de Newton associé a une base
cyclique. Cela montrera en particulier que cette plus grande pente ne dépend pas de
la base cyclique.

Proposition 11.4. — Soit M un K((x))-module différentiel. Si, en choisissant une
base cyclique, on écrit M = D /D L avec L dans ©, alors la plus grande pente r(L)
du polygone de Newton de L est égale a —log, (% Ray(M, p)) > 0.

Preuve. — On peut toujours choisir le polynéme différentiel L unitaire. Dans ce cas,
on a vz(a,) = 0 et la plus grande pente du polygone de Newton de L est égale a

(”w(au) - :“) - (Uz(ai) - Z) —vz(a;)

max - = max ———— — 1.
0<i<p w—i 0<i<p fi— i
et, en remarquant que v, (a) = —log,(lal,), le théoreme 8.6 s’écrit :
vy (a
log, (Ray(M, p)) = min M 0

0<i<p U —1

Remarque 11.5. — La condition 2) de la proposition 10.2 dit que le module
différentiel M = D/D L est singulier-régulier si et seulement si le polyndme
différentiel L a une seule pente qui est nulle.

Proposition 11.6. — L’ensemble des pentes d’un produit L = PQ est la réunion des
pentes de P et de Q. La multiplicité d’une pente dans L est la somme des multiplicités
qu’elle a dans P et dans Q.

Preuve. — 1l est facile de vérifier que les pentes de L sont les nombres ; pour lesquels
N, (L) > n., (L) (voir définition 7.10), la multiplicité de ; étant N, (L) — n,(L).
La proposition est alors une conséquence immédiate du lemme 7.11. O

12. Décomposition suivant les pentes

Proposition 12.1. — Soit L un polynome différentiel de © et soit v l'une de ses
pentes. On note v la multiplicité de la pente . Alors il existe quatre polynémes
différentiels P P', Q et Q' de D tels que
1. ona L =PQ=Q'P.
2. P et P’ sont de degré v en D et ont une unique pente égale a vy (cette pente est
alors évidemment de multiplicité v),
3. les pentes de Q et Q' sont toutes différentes de -,

Dans ces conditions, on a D/DL=D/D9Q P D/DP=9/2Q &D/D P'.

Preuve. — Avec les notations du paragraphe 7.3 on a ||[D|, = p=7 > 1 = [|D|],
on peut donc utiliser le lemme de Hensel a droite pour le polynome différentiel L
et le nombre ~ (proposition 7.12). On obtient une décomposition L = P;@Q; avec
degp(P1) = N, (P1) = N, (L).

Siy =0 c’est fini. Sinon, pour ¢ > 0 suffisamment petit, on a Ny_.(P1) = ny(P) =
ny(L). Le lemme de Hensel & gauche pour le polynéme différentiel P; le nombre
~v — ¢ (proposition 7.13) donne une décomposition P, = PQ2Q; avec degp(Q2) =
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N,y—o(P1) = ny(L) et donc degp(P) = degp(P1) — degp(Q2) = Ny(L) —ny(L) =v.
Par ailleurs, par construction, les pentes de (1 sont toutes strictement supérieures a
v et celles de Q2 sont toutes inférieures a v — e. Donc, d’apres la proposition 11.6,
le polynéme @Q = Q2@ n’a aucune pente égale a . Ceci montre 'existence de la
décomposition L = P(Q avec les propriétés voulues. Pour la décomposition L = Q'P’,
on fait la méme preuve en échangeant gauche et droite.

Pour montrer la décomposition en somme directe, on remarque que les deux décom-
positions L = PQ = Q' P’ correspondent & deux suites exactes :

0-9/2P%59/0L%9/00—0
0-9/0Q L0/0L%9/0P =0

(Papplication 6 est la projection naturelle et ’application §’ est donnée par S +— SP’).

Soit S un polynoéme différentiel dont I'image S dans ©/D Q' vérifie 0.6'(S) =
0. Cela signifie que SP’ appartient & Q. L’ensemble des polynémes différentiels
vérifiant cette condition est un idéal & gauche J de D qui contient Q' car Q'P' = L =
PQ. L’anneau D est euclidien (il y a une division euclidienne non commutative) donc
principal. Soit R un générateur de 'idéal J. Comme le polynéme différentiel R divise
@', il ne peut avoir de pente égale & v (proposition 11.6). Comme, par définition il
existe T tel que RP' =TQ, on a

Ny(T) —=ny(T) = Ny(TQ)—n,(TQ)
= Ny(RP') = ny(RP") = Ny(P') — n,(P') = degp(P')
>

Dot degp(T) > degp(P’) c'est-a-dire degp(R) > degp(Q) = degp(Q') et donc
R = aQ’ pour un élément a de K((x)).

On vient de démontrer que Q' est un générateur de J. Cela signifie que 6.8"(S) = 0
implique S = 0 et donc I'application D-linéaire §.0’, entre deux ®-modules libres de
dimension finie, est injective et par suite surjective. L’application ¢’+(6-6")~! est un
relevement de 6 ce qui montre que la premiere suite exacte est scindée. On fait de
méme pour la deuxieme. O

Corollaire 12.2. — Soit M un K ((z))-module différentiel. Il existe des polynomes
différentiels P; ayant chacun une seule pente v; avec v; # v; pour © # j, tels que

Preuve. — On utilise le théoreme du vecteur cyclique pour se trouver dans la situation
M =D /D L dans laquelle une utilisation répétée de la proposition précédente permet
de conclure. O

Remarque 12.3. — Les nombres ~y; sont les pentes du module différentiel M. Ce
sont les pentes d’un polynome différentiel L tel que M =D /D L. On vérifie qu’elles
ne dépendent pas du choix de L en remarquant que l'injection 0 -0 /DP; -9 /DL
implique que L = P;Q; et donc que ~; est une pente de L de multiplicité au moins
degp(P;). Comme la somme des multiplicités doit étre égale a degp (L), le “au moins”
est aussi un “au plus”.
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13. Le théoréme de Turrittin

Rappelons le résultat principal sur les extensions algébriques d’un corps de séries
formelles en caractéristique nulle (voir [24] par exemple)

Théoréme 13.1 (Puiseux). — Soit K un corps de caractéristique nulle et soit
P(X) un polynome (commutatif) de degré n a coefficients dans K((x)). Il existe
un nombre e > 1, une extension finie H de K et un élément n de H((y)) avec y©¢ = x
tel que P(n) =0. Sie> 1, on a aussi P({n) = 0 pour n’importe quelle racine e-iéme
de lunité .

Ceci va nous permettre de trouver la structure des K ((z))-modules différentiels.

Théoréme 13.2. — Soit M un K((z))-module différentiel de rang p. Il existe une
extension finie H de K, un nombre e (qui divise pu!), des polynomes différentiels P;
de H((y))(D), avec y¢ = x, satisfaisant la condition de Fuchs (proposition 10.2-2)
c¢’est-a-dire ayant une seule pente qui est nulle, et des éléments n; de H((y)) tels que

M= @H((y))<D>/H((y))<D> Bi(D —n;)

Preuve. — Puisque K((z)) est un corps, M a une base cyclique et peut se mettre
sous la forme ©/® L ot L est un polynome différentiel unitaire (L = Y% a;D" avec
a, =1).

Par construction, v, (a;) est un entier. Donc la plus grande pente (L) du polygone
de Newton de L appartient a éZ avec d < p. On démontre le théoreme par une double
récurrence sur les couples (deg p(L), r(L)) ordonnés par l'ordre lexicographique.

Pour r(L) = 0, le module différentiel M est singulier-régulier et L satisfait la
condition de Fuchs donc le résultat est évident.

Pour degp (L) = 1, le résultat est aussi évident car on a L = D —n = P(D — n) avec
P satisfaisant évidemment la condition de Fuchs.

D’apres le corollaire 12.2, on peut supposer que L n’a qu’une seule pente v > 0.
D’apres le théoreme 13.1, le polynéme (commutatif) L(X) a toutes ses racines dans
une extension H((y)) du corps K((z)). Soit n une racine de L(X).

Puisque L n’a qu’une seule pente v, pour 0 < ¢ < u, on a vg(a;) —i > vi+ vz (ag) — 0

avec égalité pour i = 0 et ¢ = p. De vz(a,) = 0, on tire vy(ap) = —(v + L) et
ve(a;) > (v + 1)@ — p) puis vy (n)p = vg(ag) cest-a-dire vy(n) = —(y+ 1) < —1.
Considérons anneau A = H((y)) muni de la valeur absolue |- | = €xp (— v, (")) et

de la dérivation D = d/dx. Ona |y| = €p(—1/e), |n| = Exp(1+7) et D(y) = 2y'~¢si
bien que [D(y)| = €p1 —1/e = Ep(1)[yl. 1l vient || Dlop,a = Exp(1) < [n]. On peut
donc appliquer le lemme 7.5 & 1 et & anneau H((y)). Comme, par construction,
L(n) = 0, ce lemme affirme, en particulier, que le terme constant ¢y du polynéme
différentiel L(D 4+ n) est de valuation z-adique strictement plus grande que celui de
L.
Deux cas peuvent se produire :

1) Le polygone de Newton du polynome différentiel L(D + 1) (qui appartient a
H((y))(D)) a au moins deux pentes.

D’apres le corollaire 12.2, on peut décomposer le module différentiel associé en une
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somme directe de modules différentiels de dimension strictement inférieure a deg, (L).
Pour chacun de ceux-ci, le résultat résulte de I’hypothese de récurrence. Le résultat
pour M s’en déduit par un calcul simple.

2) Le polygone de Newton du polynome différentiel L(D + 7)) a une seule pente.
Dans ce cas cette pente est strictement inférieure a la pente v du polygone de Newton
de L. On ne peut pas encore conclure car les pentes sont des nombres rationnels et
une suite strictement décroissante de nombres rationnels ne tend pas forcément vers
0! II faut donc pouvoir contréler la ramification.

On remarque que, dans le cas 2), le polyndme (commutatif) L(X +n) a, lui aussi,
des pentes plus petites que v (’analogue commutatif du lemme 7.5 est facile). Si 7’
est une autre racine de ’équation L(X) =0, on a v,(n' —n) > v.(n) = —=(y+1). Ce
cas ne peut se produire que si y = x (cas non ramifié). En effet, sinon, n'(y) = n(Cy)
pour ¢ = 1 est aussi racine de 1’équation L(X) = 0 et a méme valuation que 1. On

constate donc que la plus grande pente a diminué d’au moins i ce qui permet de
conlure. O]

Remarque 13.3. — On peut montrer que la décomposition du théoreme est unique
a permutation et isomorphisme pres. En particulier, les pentes de M sont données
par les valuations z-adiques des n; (avec v, (y) = 1/d).

Corollaire 13.4 (Turrittin). — Soit M un K((z))-module différentiel de rang p
et soit G la matrice de D dans une base quelconque de M. Il existe une extension
finie H de K , un nombre d (qui divise u!), une matrice inversible A & coefficients
dans H((y)) avec y? = =, une matrice constante C mise sous forme de Jordan et
une matrice diagonale P qui commute avec la matrice C et dont les coefficients (de
la diagonale) sont des polynémes a coefficients dans H nuls en 0 tels que la matrice

1
X(y) = AWy exp (P())
soit solution de l’équation différentielle D(X) =G X.

Preuve. — La matrice A représente un changement de base.

Le théoreme 13.2 permet (aprés un changement de base) de se ramener au cas du
module différentiel H((y))(D)/H((y)){D) L(D —n) avec L satisfaisant la condition de
Fuchs. Le théoreme 10.4 montre que, dans une base convenable, le module différentiel
H((y))(D)/H((y))(D) L(D) a une solution de la forme y°.

Notons [ 7 une primitive de . On a (D —n)(fexp([n)) = D(f)exp([n), d’ott

L(D — ) (f expl / n) = LID)(f) exp( / "

et on constate que le module différentiel H((y)){(D)/H ((y)){D) L(D —n) a bien, dans
une base convenable, une solution de la forme y© exp( [ n).

Il ne reste plus qu’a remarquer que [ n = ip(%) +c+nT olt P est un polynome, ol ¢
est une constante et oit n* appartient & yH|[[y]] de telle sorte que exp(n™) appartient
aussi & H[[y]] et correspond & un changement de base autorisé. De son coté, ¢ est une
constante d’intégration que ’on peut choisir nulle. O
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CHAPITRE V
LA THEORIE DE DWORK-ROBBA

Nous présentons les principaux résultats obtenus par Dwork et Robba concer-
nant la catégorie MLC(E,). Dans ce chapitre, K est un corps valué complet de
caractéristique nulle. On utilisera aussi I’extension 2 de K introduite au paragraphe
3.3 pour parler des points génériques.

14. Décompositions liées au rayon de convergence

Le premier résultat remarquable montre qu'un E,-module différentiel dont les so-
lutions au voisinage du point générique n’ont pas toutes le méme rayon de convergence
n’est pas irréductible.

Pour 0 < 7 < p, on munit anneau E,(D) de la norme d’algebre

H Zai(x)Di

C’est la norme d’opérateur sur I'anneau B (r) des fonctions analytiques bornées
dans le disque D(t,,r), & coeflicients dans le corps €2, muni de la valeur absolue
|flr = supzep(,.r |f(x)]. En particulier, c’est une norme d’algebre.

Soit M un E,-module différentiel. Pour faire les calculs, nous devons choisir une
présentation de M c’est-a-dire une famille génératrice e du E,(D)-module M. Comme
E, est un corps, le théoreme du vecteur cyclique 6.14 dit que 'on peut prendre une
famille a un élément. C’est le choix qui a été fait dans les travaux originaux de Dwork
[20], de Robba [42] et dans [11] mais cela ne facilite pas vraiment les démonstrations.
Nous trouvons plus avantageux de faire le choix suivant

aef | —
= sup |ila;|, 7"
op,p,T i

’ ¢ est une base du E,-espace vectoriel M. ‘

Notons ||| p,r,e la semi-norme sur M quotient de la norme ||-||op .~ €t 7, la topologie
associée. En vertu de la proposition 7.8, cette topologie est indépendante du choix de
la famille génératrice e.

Remarque 14.1. — Pour m =) Pje; dans M et a dans E,, on a

lamllpre < max a Pillop.p.r = lalp max | P op.p.r-

On en déduit que |lam|, . < |a|,||m||p,re. Comme E, est un corps, cette inégalité
est en fait une égalité et || - ||, est une E,-semi-norme.
En général, la topologie 7,, n’est pas séparée. Notons
Opr(M) ={m € M; [m],. =0}
I'adhérence de 0 pour 7,,. Pour m = )" Pje; dans M) et P dans E,(D), on a

1P mllpre = |30 P Piei],,., < max [P Piloppr < IPllop.pr 2% 1P, lop.p.r-

pirse
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En prenant la borne inférieure sur tous les (P;) possibles, on trouve
[P mllpre < [[Pllop,p,r [[mllpre-

En particulier, on constate que O, (M) est un E,(D)-module et un sous-E ,-espace
vectoriel de M. Comme M est de dimension finie sur £, il en est de méme de
O,.(M). On constate donc que O, (M) est un E,-sous-module différentiel de M
(le fait que E, soit un corps est ici essentiel). Le résultat suivant repose sur le fait
que E, est complet.

Théoréme 14.2 ([20],[42]). — Soit 0 < r < p et soit M un E,-module différentiel.
L. Homg, (p) (M/5p7r(./\/l),l5’tp (r)) est isomorphe a Hompg, (p) (M,Btp (r))
2. M/O,, est soluble dans By, (r) et donc Ray (M/O,,(M),p) >r.
3. On a O, (M) =M si et seulement si Hompg, (p) (./\/l,.Atp (7‘)) =0.

Preuve. —
1.- La suite exacte (de MLC(E,)) 0— O, (M) = M — M/O, (M) — 0 donne une
suite exacte de (2-espaces vectoriels :

0— Homg, () (M/0,.(M), By, (1)) = Homp,(p) (M, By, (r))
—t> HOHIEP<D) (6p,r(M)v Btp (T))

ou t est la restriction des solutions. Pour démontrer le point 1., il suffit de montrer que
cette restriction est nulle c’est-a-dire que toute solution s de M dans B, (r) s’annule
sur O, (M).

Soit m un élément de O, (M) et s une solution, c’est-a-dire un homomorphisme
de E,(D)-module, de M dans B;,(r). Par définition de la norme quotient, pour
tout € > 0, il existe des polynomes différentiels P; de E,(D) tel que m =) Pje; et
max; || Pi|[op,p,r < €. il vient alors :

|s(m)|, = ’ZPi s(ei)|r < max {||P1»H0p’p’,«|s(ei)|r} <e max ’s(ei)’r.

Ceci ayant lieu pour tout e, on constate que |s(m)|r = 0, c’est-a~dire s(m) = 0, ce
que nous voulions démontrer.

2.~ Si m appartient & M, on note m son image dans M/O,,(M). Les images ¢
des ¢; forment une famille génératrice de M/GP’T(M). Soit m = > P;¥;, avec P;
dans E,(D), un élément de M /O, (M). Choisissons un élément m de M dont m
est 'image. Par construction, m — Y P ¢; appartient & O, (M) et on peut I'écrire
> Q;e; avec des polyndmes différentiels @); de norme aussi petite qu'on veut. Si
m # 0, les P; ne sont pas tous nuls et on peut imposer ||Q;||op,p,r < max; ||Pjlop,p,r-
La décomposition m = »3(P; + ;) ¢; montre alors que

7. < 025 1Ps + Qellop . = a5 [ Pl .-

En prenant la borne inférieure sur toutes les décompositions m = > P; ¢;, on trouve :

||m||p,r,c < ||ml P E
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(on vérifie facilement que l'on a en fait égalité) et on en déduit que
7l =0 = mllpre=0 = me 0, (M) = m=0.
La semi-norme || - ||, est donc une norme sur le E,-espace vectoriel de dimension

finie M /O, ,(M). Comme le corps E, est complet, d’apres le théoreme 1.14 elle est
équivalente & n’importe quelle autre norme sur M/O,, ,(M). Par exemple & la norme

associée a la base e:
oy def
|3 0], masa,
K3
Il existe donc une constante « telle que, pour tout m dans M/O,, (M) on ait
(38) [mlle < &llmllp,re-

La majoration dans I’autre sens est moins profonde. En effet, la restriction de la norme
| - llopp,r & E, n’est autre que la valeur absolue | - |, et la décomposition m = ) a,¢;
est une décomposition particuliere de ™ dans la famille E,({D)-génératrice ¢ si bien
que 'on a

1772l e < 172

La majoration (38) donne pour tout entier n

1
n o —n
pirse < Bl — D" lop,p.r = 1"

1 _ 1 _
=" @)l < sl D" ()]
Autrement dit, il existe des éléments analytiques a; ; de E, tels que
1 _ _ _
D) = > aig |aijlp < kP
J
Soit maintenant s une solution de M/O,, (M) dans Panneau Q[[z — t,]]. Posons

s(e) = Z iz —1,)".
n=0

On trouve :
i = D" (s(8)) (1) = 5 D" (@) 1)
= S(Zawe,)(t,,) = (Zai,js(a) (tp) = Zai,j(tp)s(?i) (tp)

ce qui donne la majoration

lvin| < mjax{mz',j(tp)\ |s (%) (tp)|} = m]f?\X{|az',j|p |ajol }

< gr " mjax lleol

et on constate que les séries entieres s(¢;) appartiennent a By, (r). On constate donc
que s est une solution dans By, (r).

3.~ Si Homg, (p, (M,Atp (T)) =0, on a Hompg (p) (M,Btp (7')) = 0 et donc, d’apres
le résultat 1, Hompg, (p) (M/GP,T(MLB%(T)) = 0. Or, d’apres le résultat 2, la
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dimension sur Q de Hompg, (py (M/O,(M), By, (r)) est égale & la dimension sur E,
de M/O, .(M). Donc M/O, (M) =0et O, (M)= M.

Réciproquement, si O, (M) = M, les ¢; appartiennent & O, ,.(M) et |e;||rc = 0.
En particulier, il existe des polynomes différentiels P; ; dans E,(D) tels que

6= Pe; et |Pilps <1 (¥i,5).
J

Mantenant, si s est une solution de M dans A, (r), pour tout nombre 7' < r et tout
indice 4, s(e;) appartient a B, (r’). Si les fonctions s(e;)0 n’étaient pas toutes nulles,
on trouverait:

[s(ea)lpr =132 Pig (s(ei))lrr < max | Pyslop,p.rr (el < max |s(e;)]
J

ce qui n’est pas. Donc s(ej) = 0 pour tout indice ¢ et s = 0.
On a donc Hompg, (py (M, Ay, (1)) = 0. O

Corollaire 14.3. — Soit 0 <r < p et soit M un E,-module différentiel.

Si HomEp<D)(/\/l,Atp (7’))7'é 0, alors Hompg, (p) (M, Btp(r)) #0.

En particulier, un opérateur différentiel L de E,(D) qui n’est pas injectif dans Ay, (1)
n’est pas injectif dans By, (r).

Preuve. — D’apres le théoréme 14.2-3., la condition si Hompg, (p) (M, A, (r)) # 0
implique M /O, (M) # 0. Mais les conditions 1 et 2 du méme théoréme montrent
alors que Hompg (py (M, By, (1)) = Hompg, (p) (M/O,r(M), By, (1)) # 0.

La traduction pour 'opérateur différentiel L s’obtient en considérant le module diffé-
rentiel M = E,(D)/E,(D) L. O

Comme nous 'avons vérifié, la topologie quotient passe au quotient ! mais il n’y a
aucune raison qu’elle donne la topologie quotient des sous-modules différentiels. FEn
général, le module différentiel O, (M) a encore des solutions non nulles dans By, ().
En itérant le processus, on obtient le résultat suivant.

Corollaire 14.4. — Soit M un E,-module différentiel. Pour 0 < r < p, il existe
un sous-module différentiel N, de M tel que toute application horizontale de M dans
A,(r) s’annule sur N, et tel que

Ray(M/N;) > r et dimg, (M/N,) = dimg (HomEp<D> (M,Atp(r))).

Preuve. — On construit une filtration décroissante MY dans M en posant M0 =
M et M = 0O, . (ME=1) pour i > 1. D’apres la propriété 14.2-2. les quotients
successifs MU~/ MU sont solubles dans B;,(r). La méthode de variation des con-
stantes (proposition 6.24) montre, par récurrence sur 4, que le quotient M/ M (] est
soluble dans I’anneau Ay, (r) (plus petit anneau contenant By, (r) et sur lequel D est
surjectif). Les dimensions des MU étant décroissantes, le processus s’arréte lorsque
MU = ME-1] est-a-dire lorsque le sous-module différentiel (éventuellement nul)

N, € MU 1a pas de solution non nulle dans A,(r) (d’apres 14.2-3.). O
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Autrement dit cette décompostion sépare les solutions de rayon de convergence
> r de celles des solutions de rayon < r.

Corollaire 14.5. — Soit A un anneau tel que A C .A([O,p[) NE, et soit M un
A-module différentiel. Alors, pour r < p,

HomA(D> (M,Atp (7”)) =0 - HOIIlA(D> (M,B([O,TD) =0.
Preuve. — Par hypothese et d’apres (27), on a
HomEp(D> (M X Ep, Atp(’l")) = HOInA<D> (M,Atp (7‘)) =0.
Donc la propriété 14.2-3 dit que
M@E,=0,,(M®E,).

En particulier, si ¢ est une famille génératrice du A(D)-module M, par exemple
une base du A-module M, les ¢; ® 1 appartiennent a O,,(M ® E,). Comme la
topologie 7, est donnée, entre autre, par la semi-norme || - [/, e sur M ® E,,, celle-ci
est identiquement nulle. Soit maintenant s une solution de M dans A([O,r[). Par

définition de la norme|| - |5, il existe des polynomes différentiels P; ; dans E,(D)
tels que

li = ZPZ-,j(ej) o max|Pijloppr = <L
J
Il vient alors

(el = | 3Py (e)], < max | lop.porls(s,)l, < wmax s(e;)
. s
J

ce qui donne max; |s(ei)|, < kmax; |s(e;)|, et, montre que les fonctions s(e;) = 0 sont

toutes nulles et donc que la solution s est nulle. O

Exemple 14.6. — Soit a un nombre de Z,. Monsky a proposé le polynome
différentiel suivant : )
M, ¥ pzD*+ (1 -2)D +a.
Pour que la série f = " a,z™ soit solution de M,, c’est-a-dire telle que M, (f) =0,
on doit avoir
(pn+1)(n+1)apnt1 = (n+a)ap. ©)
dét

Notant (a), = ala+1)---(a +n — 1) le symbole de Pochhammer, on trouve que
les solutions de M, analytiques en 0 forment un K-espace vectoriel de dimension 1
engendré par la fonction

- (a)n
fl@) =~ o
n:Op (;)n n!
Il est clair que |p”(%)n| = [I/1 + pi| = 1 et facile de voir que |(a),| < |(1)n]| =
In!|. Autrement dit, f appartient & B([0,1[). Le corollaire 14.5 dit alors que

9 Un polynéme différentiel de Kz, D] qui, comme Mg, correspond & une relation du type
P(n)ant1 = Q(n) an avec P et Q polynémes de K|n| est dit hypergéométrigue.
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Hom 4 (py (M,Atl(l)) # 0. D’un autre coté, si f et g sont deux solutions de M,,
le wronskien w = fD(g) — D(f)g satisfait ’équation px D(w) = (1 — z)w (voir
lemme 6.7). Le théoréme 8.6 montre que la solution de cette équation différentielle au

. . . p N —_z|—1
voisinage du point ¢; a un rayon de convergence exactement égal a w|1p—;" ’1 = wP.

On en conclut que Hom 4(p) (M,Atl(l)) # 0 est de dimension (sur K) exactement
égale a 1.

D’apres le corollaire 14.4, le E,-module différentiel E,(D)/E (D) M, contient un
sous E,-module différentiel de rang 1. Par contre, on :montre que, sia n’est pas dans
Z, le K(x)-module différentiel K (x){D)/K (x){D) M, est irréductible c’est-a-dire ne
contient pas de sous K (x)-module différentiel de rang 1.

On en trouvera une étude détaillée de cet exemple dans [42]-4.26 et surtout dans
[22] € 7. Il montre que, méme pour un K (z)-module différentiel, la décomposition du
corollaire 14.4 n’a pas lieu dans K (x). Par contre Dwork et Robba ont montré ([22]
€4), que, si on part d'un £ N Ej-module différentiel, la décomposition du corollaire
14.4 a toujours lieu dans £T N E;. Ce résultat est tres délicat mais ne nous sera pas
utile.

Une analyse soigneuse de la démonstration du corollaire 14.4 montre que les so-
lutions de rayon r dans le disque générique du module différentiel M s’obtiennent
par, au plus, u — 1 primitives a partir de fonctions bornées (une primitive a chaque
application de la méthode de variation de la constante. Cela implique qu’elles aient
une “croissance logarithmique au plus 4 — 1”7 au bord de leur disque de convergence.
Dwork et Robba ont donné une démonstration directe et effective de ce résultat.

Proposition 14.7 (Majorations explicites [23]). — Sl eziste une matrice in-
versible X a coefficients dans A, (r) telle que D(X) = GX et si les matrices G sont
définies par la récurrence (17), alors on a:

1
|

— p—1,.—s

1 Gsllp <es"
s!

ou ¢ est une constante donnée explicitement & partir des normes ||Gs||, pour s < p.

15. Foncteur “solutions dans le disque générique”

En étudiant I'indice des opérateurs différentiels dans By, (r) et A;, (r), Robba a
montré que P'action d'un opérateur différentiel de E,(D) sur A, (1) est surjective.
Ceci est remarquable car, en général, un tel opérateur n’est pas trivialisable sur cet
anneatu.

On suppose que le corps K est de caractéristique résiduelle p > 0.

Proposition 15.1. — Soit a un nombre d’une extension () de K et soit r un nombre
de || Il existe un Q-espace vectoriel V' de dimension infinie contenu dans Aq(r)
tel que VN By(r) =0 et D(V) C By(r). Autrement dit, opérateur D n’a pas d’indice
dans B, (r).
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Preuve. — On choisit un nombre A de Q tel que |A] = r. Pour 1 < ¢, on pose
[e'e) . o0 hi_l

L& —agn | . L S (@—ap
u; = E D (T) . Par construction, les fonctions D(u;) = g v

h=0 h=0
appartiennent & B,(r). Soit alors f = Zf:[ a;u; une fontion du Q-espace vectoriel V/
engendré par les u;. On peut supposer que ay # 0 On trouve :

k e’} )
9= Zai prhi(L ;*a)ph :
i=¢  h=0
c’est-a-dire

Oo 3
QZZﬂs(x_a)p avec, pour s > 0, fs= Z o;p~®
s=0

A L=
i|s 0<i<k

Pour ¢ < i < k < m, le nombre £ 4+ m! n’est pas divisible par . On a donc

—(£+m!)| _ £+m!)

|Bevmt| = lowp |ove[p| ¢ :
On constate que limy, o0 |Be4mi| = 0o donc la fonction g(Ax + a) n’appartient pas
a Bp(1) et la fonction g n’appartient pas & B,(r). Le Q-espace vectoriel V' vérifie les
propriétés demandées.
Maintenant coker (D,Ba(a)) a une dimension infinie, car il contient un sous espace
vectoriel isomorphe & V', et D n’a pas d’indice dans B,(r). O

Lemme 15.2. — Soit u une fonction de By, (r) et f une fonction de A, (r). Sila
fonction uf appartient a By, (r) alors la fonction f appartient a By, (r).

Preuve. — Pour tout nombre o < 7, on a |uf|qa = |u|a|f|a- Fixons un nombre
ag < r. Pour o < a < r, il vient :
uf uf
|f‘o¢ — | |04 S | |T
|ula |t]aq
ce qui montre que la fonction f est bornée dans le disque D(¢,,r). O

Corollaire 15.3. — Soit r un réel tel que 0 < r < p. Un polynome différentiel L de
E,(D) qui n’est pas injectif dans Ay, (r), n’a pas d’indice dans By, (r).

Preuve. — Comme L n’est pas injectif dans A, (r), donc dans B, (r) d’apres le corol-
laire 14.3, il existe u dans By (r) tel que L(u) = 0. La formule de Leibniz s’écrit
D™(uf) = D™(u) f + Y1 biD'(f) avec b; = (7}) D" *(u) dans By, (r). 1l existe donc
un polynome différentiel P de B, (r)(D) tel que L(uf) = L(u)f + P D(f) c’est-a-dire
tel que Lu = PD.

D’apres la proposition 15.1 il existe un -espace vectoriel V' de dimension infinie,
contenu dans Ay, (r), tel que D(V) C By, (r) et VN B;, (r) = 0. Le Q-espace vec-
toriel uV est contenu dans A; (r), est de dimension infinie (car u # 0) et vérifie
L(uV) = PD(V) C By, (r) et, d’apres le lemme 15.2, uV N By (r) =V N By, (r) = 0.
Maintenant le Q-espace vectoriel coker (L,Btp (r)) contient le sous-espace vectoriel
L(uV)/L(uV)NL(By,(r)) qui est isomorphe & uV/ker(L) NuV et donc de dimension
infinie car ker L est de dimension finie. Donc L n’a pas d’indice dans B;,(r). O
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Corollaire 15.4. — Soit r un réel tel que 0 < r < p. Un polynome différentiel L de
E,(D) qui est surjectif dans By, (r) est injectif dans Ay, (r).

Preuve. — L’opérateur différentiel L étant surjectif dans B;,(r) a un conoyau de
dimension nulle. Comme son noyau est de dimension finie, il a un indice dans B;,(r).
Donc, par contraposée du corollaire 15.3, il est injectif dans Ay, (r). O

Théoréme 15.5 (Robba [42]). — Soit r un réel tel que 0 < r < p et soit L un
polyndome différentiel de E,(D) qui est injectif dans Ay, (r). Alors L est surjectif dans
B, (r) et dans Ay, (7).

Preuwve. — Posons M = E,(D)/E,(D)) L et notons ¢ I"image dans M du polynome
différfentiel 1 de E,(D). Par définition, la famille & un élément ¢ engendre le E,(D)-
module M.

D’apreés le théoreme 14.2.3, comme L est injectif dans A, (r), on a M = O, (M).
Donc, ¢ lui-méme appartient a 5p7r(M). Comme la topologie est donnée, par exemple,
par la semi-norme | - |, sur M, cette qui engend, il existe P dans E,(D) tel que
P(m) = m, c’est-a-dire tel que P =1+ QL, et vérifiant |P|,, < 1.

On constate que QL = —(1 — P) est un opérateur inversible de B;, (r) d’inverse
—~1—P—P%—.... Donc Q qui a un inverse & droite —L(1— P)~! en tant qu’opérateur
sur By (r), est surjectif : on a Q(b) = a pour b = —L(1—P)~'(a). D’apres le corollaire
15.4, Q est injectif dans Ay, (r) donc dans By, (r)). L'opérateur @ est donc bijectif sur
By, (r) et il en est de méme de 'opérateur L = —Q~*(1 — P).

Notons 7’ le plus grand nombre réel pour lequel L posséde une solution dans
A, (r"). Par hypothese, on a " < r et, pour v < 7" < r, opérateur L est injectif
dans A, (r") donc surjectif dans B;,(r"). On trouve alors, pour f dans A;, (r) =
(N cpirey Bt (r"), qu'il existe, pour chaque 7", un unique g,» de By, (") tel que
L(g,») = f. L’unicité montre que tous ces g,~ sont égaux et appartiennent donc a

N B, (r") = A, (r). Autrement dit, L est surjectif dans Ay, (7). O

r’<r’<r
Ce théoreme peut aussi se traduire en terme de systeme différentiel.

Théoréme 15.6. — Soit G une pu x p-matrice de Mat(E,) et soit r un réel tel que
0 <r < p. Silopérateur D — G, agissant a gauche sur Aq (r)!, est injectif, il est
surjectif.

Pour pouvoir appliquer les corollaires du théoréeme de Robba aux A(I)-modules
différentiels, nous considérons un anneau A tel que K[z] C A C E,, mais ceci n’est
pas une réelle généralisation par rapport au cas A = E,,.

Corollaire 15.7. — Soit A un anneau tel que K[x] C A C E,, soit M un A-module
différentiel et soit v un réel tel que 0 <r < p. On a Ext}4<D> (M, A, (r)) =0.

Preuve. — Notons G la matrice de la dérivation D dans une base ¢ de M.

Si Hom4(py (M, A, (r)) = 0, la relation (24) montre que l'opérateur D — G est
injectif dans Ay, (r)*. D’apres le théoréme 15.6, il est surjectif et d’apres la relation
(25), on a Ext}4<D> (M, A (r)) =0.
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Le cas ot Ray(M, p) > r est une conséquence immédiate de la méthode de varia-
tion des constantes.

Dans le cas général, d’apres le corollaire 14.4, il existe, dans la catégorie MLC(E,),
une suite exacte 0 — N — E, @ M — Q — 0 dans laquelle Hompg, (p) (N, A, (r)) =0
et Ray(Q,p) > r. Donc Ext};p<D> (N, Ay, (1) = Ext};p<D> (Q, A4, (r)) = 0 ce qui
entraine Ext}gp<D> (B, @ M, A, (r)) = 0 d’olt on déduit Ext}4<D> (M, A, (r)) =0
(voir relation (27)) . O

Corollaire 15.8. — Soit A un anneau tel que K[z] C A C E,. Le foncteur “solution
dans A, (r))” M = Homypy(M, Az, (1)) de la catégorie MLC(A) dans la catégorie
des Q-espaces vectoriels (de dimension finie) est exact.

CHAPITRE VI
MODULES DIFFERENTIELS DE ROBBA

Il s’agit de I’analogue p-adique des modules différentiels singuliers-réguliers de la
théorie formelle. Un point clef de la théorie est donc définir les exposants d’un module
différentiel de Robba. L’idée naturelle serait d’utiliser une définition ressemblant a la
suivante

Définition 15.9. — Soit I un intervalle et soit L un polyndéme différentiel a coefhi-
cients dans A(I. Un nombre « de Z,, est appelé ezposant naif de L sur la couronne
C(I) sil existe une fonction f de A(I) telle que L(z®f) = 0.

On pourra voir dans [44] les difficultés conceptuelles auxquelles cette approche
“naive” conduit. En effet, si 'exposant d’un opérateur d’ordre un se lit directement
sur ses coefficients, cela n’est plus du tout vrai pour un opérateur d’ordre > 2 (on
passe d’une situation abélienne & une situation non abélienne).

On constatera que les difficultés proviennent de I’existence de nombres de Liouville
p-adiques c’est-a-dire de nombres o de Z, pour lesquels I'opérateur xD — o n’a pas
d’indice dans A(I). Cette situation ne se produit évidemment pas dans le cas formel
ou les exposants apparaissent comme les racines d’un polynome a coeflficients dans
le corps des constantes. Dans le cas p-adique, au contraire, les exposants vont étre
définis par un procédé analytique compliqué ne permettant pas leur calcul explicite.
Meéme si cela n’est pas explicite dans la présentation adoptée ici, c’est finalement la
structure de Frobenius faible (voir paragraphe 20) qui va fournir la solution.

Apres avoir défini la notion “d’exposant” pour un module différentiel de Robba,
nous démontrons le “théoréeme de monodromie locale p-adique” (analogue p-adique
du théoreme 10.7) selon lequel, si 'exposant d’un module différentiel de Robba “a des
différences non Liouville”, il s’obtient par extensions successives de modules de rang
un définis par D — « ou « parcourt les composantes de 1’exposant. Ces nombres «
apparaissent donc, a la fin et dans les bons cas, comme des exposants naifs.
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Remarque 15.10. — Nous parlerons de 'exposant (au singulier) alors que, dans le
cas formel il y a des exposants (définis modulo Z et & I'ordre pres). Cette terminologie
inhabituelle est due au fait que, dans la situation p-adique, on ne peut, en général,
associer a un module différentiel de Robba qu’'un exposant global appartenant a un
ensemble quotient compliqué. Ce n’est que lorsque cet exposant a “des différences
non Liouville”, qu’on peut le considérer comme une famille non ordonnée de nombres
de Z,/Z. Dans ce cas, ces nombres (les composantes de I’exposant) jouent le role des
exposants formels.

16. L’ensemble des exposants

Nous commencons par définir ’ensemble dans lequel se trouvent les exposants des
modules différentiels de Robba.

Dans ce paragraphe, on note |a|s = fa la valeur absolue ordinaire de l'entier «
pour la distinguer de sa valeur absolue p-adique qui est notée .

Définition 16.1. — Pour « dans Z, on note a™ le représentant entier de o modulo
p" qui se trouve dans l'intervalle [(1 — p")/2, (1 + p")/2].

Lemme 16.2. — Pour a etb dans Z, on a |(a+ b)) | < [a™|o + b .

Preuve. — On remarque que |a(h)|oo est la distance de a & p"Z. Plus précisément,
a™ 4+ (") étant aussi un représentant de a 4+ b modulo p”, on trouve :
|(a+b)(h)|oo < |a(h)+b(h)\oo < Ia(h)\oo+|b(h)|oo. O

Définition 16.3. — Un nombre o de Z,, est dit de Liouville s’il n’appartient pas a Z

o0

1 — 1
et si 'une au moins des séries E z° ou E 2° a un rayon de convergence
=0

a—S a—+s
s=0

strictement inférieur a 1.
Proposition 16.4. — Soit a un nombre de Z,.
1
1. Si o appartient a Z, la suite E|a(h)|oo tend vers 0.

1
2. Si a n'est ni un entier ni un nombre de Liouville, la suite E\a(h)|oo tend vers
linfini.
1
3. Si a est un nombre de Liouville, la suite E\a(h)|oo a une limite inférieure finie

et une limite supérieure infinie.

1
Preuve. — Si a est un entier, pour h assez grand, on a a® = « et la suite E|a(h)|oo

tend vers 0.
Si « n’est pas un entier, pour une infinité d’entiers h (ceux pour lesquels la h-iéme
“décimale” du développement de Hensel de o n’est ni 0 ni p— 1, on a a(™ > ph—1 et

la suite E|a |co & une limite supérieure infinie.
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Si « n’est pas entier, a chaque entier s nous associons U'entier h(s) défini par la
formule |a — s| = [p|™®). 11 vient :

lim inf ‘Oé _ Sll/s — |p‘limsuph(s)/s lim inf |a + 8|1/9 — ‘p|limsuph(—s)/s
§—00

S5—> 00
o0 o0
L’une des séries z° ou Sad d tricte-
Z o Z P 2° a donc un rayon de convergence stricte
s=0 s=0
ment inférieur & 1 si et seulement si limsup,_, (Th(s)) > 0 c’est-a-dire si
800
s
liminf, 4o (|/1(|O§) < 00. Par définition, on a h(a(h)) > h. Donc
s
(h) (h)
lim inf (&> < liminf (|a |°°) < liminf (|a |°°)
s—+o0 \h(s) h—oo \Rh(a(h)) h—s00 h

Par définition de o™, pour || < [s|e < |ah V|, on a h(s) < h(a®) soit
|$loo o™

> .
h(s) — h(a)

Par ailleurs, si h(a™) = k > h, c’est que a®) = a(® et alors

(h) (k)
LLOEOA(JLT; = o T ‘OO. On en déduit que
(R) (h)
lim inf (|S|°°> > liminf (|0¢ |°o) > lim inf (|a ‘Oo)
s—doo \h(s) h—o0 h(a(h)) h—o00 h
En conclusion, le nombre « est de Liouvile si et seulement si
00 .1
it (375) = Bt 7ol < oo 0
Ezxercice 16.5. — Vérifier que les nombres de Z, N Q ne sont pas des nombres de
Liouville.

Plus généralement, on montre que les nombres de Liouville sont transcendants sur Q.

Exercice 16.6. — Soit o un nombre de Z,. Montrer que les deux séries entieres
(1+z)re=322, (if) 2° ont un rayon de convergence égal a 1 si et seulement si le

nombre a n’est pas de Liouville.

Soit p un entier, A = {Ay,..., Ay} un élément de Z§ et o une permutation de
I'ensemble {1,...,u}. On pose o(A) = {Agqa), - Do() ) A = {Agh), ol AELh)}
et, si A appartient & Z*, || Alloc = maxi<i<p |Ailoo < D0 [Ad]so-

Définition 16.7. — On dit que deux éléments A et A’ de Zl; sont équivalents, et
on note A ~ A/, ¢'il existe une suite ¢j, de permutations de ensemble {1,...,u}
telles que la suite || (A’ — ah(A))(h)HOO soit un O(h).

Proposition 16.8. — Soit A et A’ deux éléments équivalents de Zl. Si aucune des
différences A; — A; (1 < i < j < p) nest un nombre de Liouville, il existe une
permutation o telle que A — o(A’) appartienne ¢ Z*. En particulier les différences
Aj =A% (1 <i<j<p)ne sont pas des nombres de Liouville.
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Preuve. — Par définition il existe une constante ¢ et une suite o, de permutations
de ensemble {1,...,u} telles que

(39) (A" = o(A) ™ oo < ch.

Comme
(A/ _ 0h+1(A))(h+1) _ ph+1Ch + (A/ _ O'h+1(A))(h)

pour un élément Cpde Z* la condition [|(A’ — Uh+1(A))(h+1) lloo < c(h+ 1) implique

PPTHCh oo < c(h+1)+ 3p". Comme ||C||o est un entier, dés que h est assez grand
pour que p"*t1 —p" > ch, on a O} = 0 soit

(40) 1A = 041 (A) oo < e(h+1).

En utilisant le lemme 16.2, les majorations (39) et (40) donnent :

[on(@) = ona(@) Ve < 1A = an () e + (A = o1 (2) Ve
(41) < c(2h+1).

Mais, par hypothese, les nombres A; — A; ne sont pas de Liouville. D’apres la
proposition 16.4.2, il existe donc un indice hq tel que, pour h > hg et pour tout couple
d’indice (7, j) tel que A; — A; ne soit pas entier, on ait ||(A; — A;)" || > c(2h + 1).
La majoration 41 montre alors que, pour h > hg et pour 1 <i < p, Ag, (5 — A
est un entier. Autrement dit

on+1(4)

on(8) = o1 (D) = {Bo,1) = Doy Do) = Boypan ) € ZF
Par récurrence, on en déduit que o4, (A) = op(A) mod ZH.
La majoration (39) s’écrit maintenant ||(A" — oy, (A))(h)Hoo < ch. Elle implique

1
donc limsupy,_, E”(A/ - ahO(A))(h)Hoo < o0. D’apres la proposition 16.4.2 et 3,
cela entraine que A’ = g4, (A) mod Z*. O

Ezercice 16.9. — Soit a = Y7 p/®M et B =372 pfh+D ou f est une fonction
de N dans N telle que limy, ;o0 f(h +1)p~ /") = 0o,

Montrer que A = (a, —3) et A’ = (a — f3,0) sont deux éléments de ZZQ, équivalents et
que A — o(A’) n’appartient & Z2 pour aucune permutation o.

Définition 16.10. — On note €, I'ensemble quotient Z/ N~

Définition 16.11. — On dit qu’un élément A de &, a des différences non Liouwville
si 'un de ses représentants A vérifie la condition de la proposition 16.8 (aucune
des différences A; — A; (1 <@ < j < p) n’est un nombre de Liouville). Tous ses
représentants vérifient alors cette condition.

Définition 16.12. — On dit qu'un élément A de €, est non Liouville s’il a des
différences non Liouville, et si, pour 'un de ses représentants A, aucun des nombres
A; (1 <4 < p)n’est de Liouville. Tous ses représentants vérifient alors cette condition.
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17. Exposant d’un module différentiel de Robba

Nous suivons ici la méthode utilisée par Dwork dans [21]. Celle-ci est plus di-
recte que la présentation originale de [14] car elle revient & travailler directement
sur le h-ieme antécédent de Frobenius au lieu de procéder pas a pas. Cela rend les
démonstrations un peu moins techniques mais, évidemment, ne supprime aucune des
difficultés profondes liées a I’existence de nombres de Liouville. Méme si cela n’est pas
absolument évident a priori, on peut vérifier que les définitions des exposants données
dans [14] et [21] sont équivalentes.

17.1. Modules différentiels de Robba. — Robba [44] a mis en évidence cer-
tains A(T)-modules différentiels, qui portent maintenant son nom, en conjecturant
qu’ils devraient étre I’analogue p-adique des modules singuliers réguliers de la théorie
formelle.

Définition 17.1. — Soit I un intervalle et M un A(I)-module différentiel. On dit
que M est de Robba si Ray(M, p) = p pour tout pdans I.

Nous allons démontrer que l'intuition de Robba était exacte. Pour cela, nous
commenqus par associer a chaque module différentiel de Robba un exposant (au sens
du paragraphe précédent). Le résultat fondamental est alors le suivant : si un module
différentiel de Robba a un exposant qui a des différences non Liouville, alors il possede
une base dans laquelle la dérivation xD est représentée par une matrice constante.
Autrement dit, un module différentiel de Robba, dont I’exposant a des différences non
Liouville, s’obtient en tensorisant un K ((z))-module différentiel singulier régulier par
A(T).

On notera Rob (A([)) la sous-catégorie pleine de MLC (LA(I)) dont les objets sont
les modules différentiels de Robba. Il résulte de la proposition 8.5 que si

0—N—M—790—0

est une suite exacte de MLC (A([)), alors M est de Robba si et seulement si A" et Q
le sont. Le théoréme 9.4 montrera alors que la catégorie Rob(A(T))est abélienne.

17.2. Cas d’une couronne fermée. — On note I';, le groupe des racines p"-iemes
de I'unité dans une cloture algébrique K¢ de K (en particulier, Iy = {1} ).
Pour ¢ dans I'y, et § dans Z,, le nombre ¢? est bien défini. Si A appartient & Zly, on
note (2 la matrice diagonale dont le i-ieme terme de la diagonale vaut (4.

Nous commengons par établir des lemmes qui contiennent les astuces utiles pour
contourner les difficultés techniques.
Rappelons qu’a une matrice G de Mat (p, A(I)) on a associé la suite G, définie
par la récurrence (17) et la résolvante Y définie par la formule (34). Par ailleurs,
pour simplifier, nous notons Mg le module différentiel “associé a G’ c’est-a-dire

Me = A(I){D)* ] A(I)(D)Y* (DI —G) (voir (22)).

Lemme 17.2 (Dwork). — Soit I un intervalle, soit G une matrice de Mat (u, A(I))
et soit Yg la résolvante définie par la formule (34). Pour A dans Zl et h > 0, on



LE THEOREME DE TURRITTIN p-ADIQUE 117

pose :

Sanale)=p™" Y (" Ya(Cr,x).

¢els
1. SiRay(Mg,p) > pwplfh pour tout p dans I, Sg n.a appartient a Mat (,u,.A(I))
2. Si Ray(Mg,p) > pwp_h pour tout p dans I, on a

(42) det(Sgp.n) = > det(Seni1.agpho)
ve{0,1,...,p—1}#

Preuve. — La premiére affirmation résulte d’une part de ce que la résolvante Yq (x, y)
est définie pour |x — y| < Ray(Mg, |y|) et d’autre part de ce que, si ¢ est une racine
h

p"-iéme primitive de l'unité, avec h > 1, (c’est-a-dire est dans T'y, — T'j_1), on a
[C—1] = |p|1/ph71(p_1) = w/P"™". Par ailleurs, la matrice S n.a appartient, a priori,
a Mat (u, Apag (1 )) puisque les racines p"-iémes de I'unité interviennent dans sa con-
struction. Mais comme on prend une somme sur I'y, la matrice Sg ;. A est invariante
par tout automorphisme de K?®'8/K et donc appartient en fait & Mat (u, A (1 ))
Pour démontrer la deuxiéme affirmation, on remarque que, si ¢ est dans 'y,
alors Cph est une racine p-ieme de 1'unité égale a 1 si et seulement si  est dans I'j,.

On a donc :
”i;c_aph: 0 si ¢¢Ty
Zp 1 si (el

En notant [A]; la i-iéme ligne de la matrice A, il vient

[Sona@]i = p" Y 2 Va2

CeTs
p—1 1
= p " > RN S Ya(Cr, a))s
CeT i a=0 p
p—1
Che “ A —aph
= D "t Y AT Ye(Ce, o)l
a=0 (€SI
p—1
= Y [Sant1.atapne (@)
a=0
out; =(0,...,0,1,0,...) désigne le i-ieme vecteur de la base canonique de R*.
La relation (42) est alors une conséquence de la multilinéarité du déterminant par
rapport aux lignes de la matrice. O

Lemme 17.3. — Soit J = [a, 8] un intervalle fermé, soit f une fonction de A(J)
et soit & un nombre de Z,. Si, pour tout ¢ dans I',, on a (°f(z) = f(Cx) alors on a

(43) 1£1p < s (o) Fllew
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avec ¢y (p) = max (2, 5) <1 et || flles) = maxpes | fl, = max(|fla, [ flp)-
De plus, sid =0 et si f =3 ., fsx®, on a

(44) 1 = folp < sl [l

Preuve. — Si f(x) = ., fsx°, on a, par hypothese, C0fs = C5f, pour tout ¢ dans
I';,. On en déduit que f, # 0 si et seulement si s = § mod p". En particulier, si
fs # 0, alors |s]o > [0 .

Maintenant on a

sis >0 p*=(5)°8° < csp)*B° = cs(p)l= max(a®, 5°)

1(p)~*a® = c;(p)l*l= max(a®, %)

QVJ
IN
9

d’ot on déduit :
s s s s (h)
[F1p = sup(l/:lp") < sup (s(p)1= 1 £ max(a®, 584 < es(p)™" 1= max(|f]a, |]5)

La relation (44) se démontre de la méme maniére en remarquant que, pour § = 0 et
5s#0,si fs # 0, alors s est divisible par p” et donc |s|s, > p". O

Lemme 17.4. — Soit J = [a, ] un intervalle fermé, soit Q une matrice non nulle
de Mat (M,A(J)) et soit A et A" des éléments de Zy. Si, pour tout ¢ dans I'y, on a

CA/Q(:U)CA = Q(Cx) alors, pour o < p < f3, il existe une permutation o de [1,..., u]
telle que

(45) f:|(A’. — D)o < plog [|Qllecsy — log | det(Q)],

pt —loge,(p)

Preuve. — Par hypothese, on a (22 Qi = Qi;(Cx) pour 1 < 4,5 < p et pour tout
¢ dans I'j,. D’apres le lemme 17.3 on a donc pour p dans J :

r_ A () A ()
1Qijlp < cs(p) A2 = 1Qyi ey < ca(p)l B2 = 1Q]le ).

Or la formule det @ = >°_(—1)<D [T, Qis(i) montre que, pour p fixé dans Ja, B[, il
existe (au moins) une permutation o telle que :

I
K - ) (h)
|detQ|p < H ‘Qz‘a(i)|p <cy(p)*i= I(Ai=As@) \OOHQHACL(J).

i=1
La formule (45) en résulte immédiatement. O
Lemme 17.5. — Soit J = [a, B] un intervalle fermé, soit Q une matrice non nulle

de Mat (u,.A(J)) et soit A un élément de Z. Si, pour tout ¢ dans Ty, on a
C2Q(2)¢? = Q(Cx) alors, il existe une matrice constante C' de Mat (1, K) et une
matrice R de Mat (p, A(J)) telles que
1. Q=C+R,
2. la matrice C commute avec la matrice diagonale de diagonale A,
3. on a |Rl, < cs(p)’@MQllecs) avec S(A,h) = ph si tous les A; sont égaux et
(5(A,h> = minAﬁgAj ‘(Al — Aj)(h)|oo sinon.
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Preuve. — Nous définissons la matrice C en posant

o C;j =0si A; #Aj (de telle sorte que la condition 2 soit vérifiée)

o Cij = gijo si Ay = Aj et Qij = 32 ey Gij, s
Par hypothese, on a (2i=2iQ;; = Q;;(¢x) pour 1 < i,j < p et pour tout ¢ dans I'y.
D’apres le lemme 17.3 on a donc, pour p dans J et R=Q — C

. ALY (R)

si A # A |Rijl, = [Qijl, < ca(p) P2 1Quillery < ca(p)’ @M 1Qllen
. h
siA; =A; |Rijl, = Qi —Cislp < cs(p)” |1Qusllecr) < ca(p)* @M Qe

La majoration 3 en résulte immédiatement. O

y

log || fllccn

log c
log log |al logB logp
FIGURE 7.
Lemme 17.6. — Soit J = [, 8] un intervalle fermé soit n un entier et soit f une
fonction non nulle de A(J). Posons ¢ = min,cy|f|, > 0 (max,es|fl, = || fllecr))-

Si, pour chaque nombre p dans J, la fonction f a soit aucun soit au moins n zéros
de valeur absolue p, alors la fonction f ne s’annule pas sur la couronne C(I,) ot
I, =]an, Ba| est Uintervalle ouvert (éventuellement vide) formé des mombres p tels
que

1
(log p —log a)(log 5 —log p) > —(log § — log &) (log || fllc(.s) —loge).

Preuve. — Par hypothese, si f a un zéro en un point a de la couronne C(J), la pente
logarithmique de la fonction p — |f|, augmente au moins de n au point p = |a|. Par
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convexité logarithmique de ce graphe, on trouve donc (voir figure 7):

log || fllc(sy —loge  loge—log || flle(s _
- > (dlog™ | f], — dl o] >
log 3 — log |al logla] —log8 — (dlog™ | fl, 08" |Flo)p=ta) = 1

c’est-a-dire

(log B —log ) (log || fllc(sy — log ) = ky.

S|

(log |a| —log a)(log 8 — logal) <

Le lemme s’en déduit (voir figure 8 le graphe, en coordonnées logarithmiques, de la
fonction p — (log p — log &) (log B — log p)). O

FIGURE 8.

Théoréme 17.7 (définition de I'exposant). — Soit J C|0, c0[ un intervalle fer-
mé, soit M un A(J)-module différentiel de Robba de rang p, soit ¢ une base de M,
soit G la matrice qui représente la dérivation D dans la base ¢ et soit Yg la résolvante
associée (définie par la formule 34).

L’ensemble des éléments A de Zl; pour lesquels il existe une suite de matrices (S’h)
et une constante ¢ qui vérifient, pour tout entier h > 0, les conditions suivantes :

1. Sy appartient a Mat (u, A(J)),

2. (2 Sp(z) = Su(¢w) Ya(Cx, x) pour tout ¢ dans Ty,
3. 1Sull, <t pour tout p dans J,

4. il existe po dans J pour lequel on a | det(Sy)|y, > 1,

est non vide, indépendant de la base e et contenu dans une classe d’équivalence pour
la relation ~ (voir 16.7).

Preuve. — Elle se fait en plusieurs étapes

17.2.1. Ezistence. — Nous montrons que, pour une matrice A bien choisie, la suite
Sh “ Sc.h,a définie dans le lemme 17.2 vérifie les quatre conditions demandées. En
fait, les conditions 1., 2., et 3. sont vérifiées quelque soit A, seule la condition 4.

implique de bien choisir A.

Condition 1.— Comme M est de Robba, la condition 1 du lemme 17.2 montre que,
pour tout h et tout A, la matrice S A appartient a Mat (u, A(I)).
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Condition 2.— Pour ( fixé et £ dans I'j, Papplication & — (1€ est une bijection de
Iy et ona (R4 = (Cffl)A et Yo(&z,x) = Yo(€x, () Yo (Cx, x). 11 vient donc :

_ A
(B Sanalr) = p Y () Yalér,x)
£ery,
_ _ A _
= p " D (¢ Ve, (o) Ya(Cx, @)
¢leery,
= SanalCr) Ye(Cz, )
Condition 3.— Puisque Ray(M, p) = p, pour tout p dans J, les majorations explicites
de Dwork-Robba (proposition 14.7) s’écrivent (en supposant que |p| = p~1) :
x? _
|55 Gallp < ) 5

avec ¢(p) donné explicitement & partir des normes ||G,||, pour s < p et qui est donc
en particulier une fonction continue de p sur lintervalle J.
Par ailleurs, pour ¢ dans I'y, ona |(|=1et |( — 1| < wP' ", On en déduit :

1Scnall, < |p|™"max||Ya(Cz, @),
¢ely

= [pI™" max H ; % Gy(z)(¢—1)°

p

IA

_ _ 1-h
[p| ™" sup (c(p) 5"~ ).
0<s

La fonction s +— s#~1 (wpl_h)s présente un maximum a un point ot sa dérivée loga-
-1 -1 —1
rithmique s’annule, c¢’est-a-dire pour s = p” H = ( )(p )
—plog(w) plog(p)

On trouve finalement :

_ (n—1)—1)\r1 4,
1Sc.nall, < [pl hc(p)(th(p)> ’
. (1= Dp—1)\p!
< ph e (W)

La condition 3 s’en déduit facilement avec ¢ = p* ¢y ou

(w)w}

0= max{ 1, maxc(p)

ped pe log(p)
Condition 4.— On a Sg,0 = Yg(x,z) = I. Pour py fixé dans J, la relation (42)
permet de construire, par récurrence, une suite v, de {0,1,...,p — 1}* telle que la

suite Ay, de Z* définie par Ay = A + ptuy, vérifie
| det(Sa,n+1,8n11)|po = [det(Sen,a,)lpe = [det(Se0,0)lp, =1

Cette suite converge, dans ZI, vers un élément A particulier pour lequel la suite

Sc.h.a = Sa,h,a, vérifie la condition 4.
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17.2.2. Indépendance par rapport a la base. — Un changement de base, de ¢ a f, dans
M est représenté par une matrice H de Gl (,u, A(J )) Les résolvantes correspondant
A ces bases sont alors reliées par la relation Yr(z,y) = H(x) Yg(z,y) H 1 (y). Sup-
posons que la suite S¢ j, vérifie les conditions 1. & 4. pour le p-uplet A et la matrice
Y, choisissons un nombre de K tel que |\*| > | det H|,, et posons Sgp = ASq,, H™'.

1. Sp appartient a Mat (,u, A(J )) comme produit de deux matrices de cet anneau,

2. (ASpn(z) =\ Se.n(Cx)Ye((x,x) H Y (z) = Spu(Cx) Yr(Cx,2) pour ¢ dans Ty,
[en effet Yr (2, y) = H(2)Ye(z, y)H ' (y)],

3. 1Sknll, < A |H™Y||, pour tout p dans J,

4. 1det(Sra) o = 1N et o | det(H) ] 2 1.

On constate que, quitte a changer la constante c, la suite Sy vérifie ces mémes
conditions pour A et la matrice Y.

17.2.3. Uniformisation de la condition 4.— D’apres la condition 3, on a | det(Sy)|, <
c"" pour tout p dans J. Le graphe, en coordonnées logarithmiques, de la fonction

FIGURE 9.

p > |det(Sh)], (voir figure 9) est en dessous de la droite y = ¢*" et passe par le point
(co, po) avec ¢g > 1 d’apres la condition 4. La convexité logarithmique de ce graphe
sur l'intervalle J implique qu’il se trouve dans la partie hachurée sur la figure 9. On
constate qu'il existe une constante ¢; telle que |det(Sy)|, > ¢} pour tout p dans J.
Plus précisément, on trouve

log(c#") —log(ct) _ log(1) — log(c})
log(8) —log(a)  max (log(po) — log(3),log(po) — log(ev))
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c’est-a-dire

log(po) — log(cr) log(po) — 10g(5)> <_1
log(po) —log(f) " log(po) — log(a)
Apres multiplication de chaque matrice S, par A" ot A est une constante telle que

[A#] > ¢; et apreés changement de la constante ¢ en ¢|A|, on se rameéne au cas ou 'on
peut supposer que la suite {S}} vérifie les conditions 1, 2, 3 et 4’ avec :

4’. | det(Sh)|, > 1 pour tout p dans J.

c1=c"* >0 avec k:min(

17.2.4. Equivalence. — Nous nous donnons deux suites Sj, et S; qui vérifient les
conditions 1, 2, 3 et 4 respectivement pour les p-uplets A et A’ et les constantes ¢ et
¢ et nous montrons que A et A’ sont équivalents. En fait, comme nous venons de le
voir, nous pouvons supposer que les suites S, et S} vérifient la condition plus forte
4’. Le point clef de la démonstration est contenu dans le lemme suivant.

Lemme 17.8. — Soit J' un intervalle fermé contenu dans |, B]. Pour h assez
grand, la matrice Sy, appartient a Gl (.A(J’)).

Preuve. — D’apres la condition 2, nous avons
¢X A det Sy () = det Sy (Cz) det Y (Cx, ).

Pour y fixé dans la couronne C(J), la fonction = — detY (z,y) est solution d’une
équation du premier ordre qui satisfait la condition de Robba. Comme elle vaut 1 en
y, elle ne s’annule pas dans son disque de convergence c’est-a-dire dans le disque de
centre y et de rayon |y|. Donc la fonction det Y (z, y) ne s’annule pas sur son ensemble
de définition {z,y € C(J), |z —y| < |y|}.

En particulier, det Y ({z, z) # 0 pour tout = dans C(J). Donc, si det Sy (a) = 0 alors
det Sp,(Ca) = 0. Autrement dit, si la fonction det S, a un zéro a, alors elle a p”* zéros
(les Ca pour ¢, dans T',) de méme valeur absolue (car |Ca| = |a|), et on constate que
la fonction f = det .Sy, satisfait 'hypothese du lemme 17.6.

D’apres ce lemme et la condition 1 < |det Si[, < [|Sh]|%, le déterminant de la matrice
Sp ne s’annule pas dans la couronne C(I}) ou Ij, est 'intervalle (ouvert) formé des
nombres p satisfaisant la condition :

(log p — log a)(log B — log p) > p~"(log B — log ) phlog ¢ =: ky,.

Or hlim kn, = 0, donc J’ est contenu dans l'intervalle Ij, pour h assez grand. O
— 00

D’apres le lemme 17.8, pour h assez grand, la matrice Qp, «© Sy Sgl. appartient a
Mat (A(J )) Par ailleurs, la condition 2 étant satisfaite par Sj, et par Sy, on a

CA/Qh(.%') (™2 = Qu(Cx) pour tout ¢ dans I',.

On peut donc appliquer le lemme 17.4 & la matrice ();,. Comme

/ -1 1h -1 1 1h —1)h
(46) 1Qnll, < [IShllo 1S5 " Mlo < < 1Skl mﬁc =k,

(47)  |detQnl, = |detSy|,|det Splyt > [det Sul,t > [|Sull, " > M,
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il existe une permutation o, de [1,..., u] telle que

|@ o)™ < S 1A — Ay )P
=1

/ — — J—
logd + (u—1)loge (u)logczo(h)

< h
—logcs(p)
Si on fixe un nombre p intérieur a J et que l'on fait tendre h vers 'infini, on constate
que les p-uplets A et A’ sont équivalents. O

Définition 17.9. — On appelle exposant de M et on note Exrp(M) la classe d’équi-
valence de €, définie dans le théoreme 17.7.

Exzemple 17.10 (fondamental). — Soit C' une matrice de Mat(u, K) dont les va-

leurs propres sont dans Z,1%) soit G « LC et soit Mg le A(]0,00[)- module
différentiel associé a G.

Ecrivons C sous la forme C = N 4+ D avec D = H'A H pour A diagonale, N
nilpotente et ND = DN. Pour ¢ dans I',, on a :

(1+(¢—1)" =exp (log(ON) =exp(0) =T, (1+(—1)"=H'¢(*H

On trouve :

Yo(z,y) = (;)C - <1+ xyy>c , Yo(Cox)=(1+(C—1) =H '¢®H

et on constate que (*H = H Yg((x,z). Autrement dit, la suite constante S, = H
satisfait la condition 2 du théoreme 17.7. Quitte a multiplier H par un nombre de K,
on peut supposer que |det H| > 1 et alors la suite S}, satisfait les quatre conditions
de ce théoreme avec ¢ = || H]||.

Par définition, I'exposant de M est donc la classe d’équivalence du p-uplet des
éléments de la diagonale de A, c’est-a-dire des valeurs propres de la matrice C'. Dans
ce cas particulier d’une équation difffentielle & point singulier régulier, notre définition
est bien cohérente avec la définition “classique”.

17.3. Cas général. — Soient J' C J deux intervalles fermés et M un objet de
Rob(A(J)). Un p—uplet A et une suite {S,} vérifiant les conditions 1, 2, 3 et 4 du
théoréme 17.7 sur Uintervalle J vérifient ces mémes conditions sur l'intervalle J’. On
en déduit que 'exposant du module A(J') ® 4(s) M est le méme que celui de M. Ceci
justifie la définition suivante.

Définition 17.11. — Soit I un intervalle et M un objet de Rob.A(I). On appelle
exposant de M l'exposant du module A(J) ® 4(r) M ot J est un intervalle fermé non
réduit & un point contenu dans I.

(10)Nous laissons au lecteur le soin de vérifier que cette condition est nécessaire et suffisante pour
que M satisfasse la condition de Robba.
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17.4. Propriétés des exposants. — Pour 0 < v < pu, la bijection canonique
Ly XZ4~" — 74 définit, par passage au quotient, une application surjective (5, K) —
AGA de €, x €E,_, sur €,. Sipu > 2, cette application n’est pas bijective.

Soit A (resp. E) un élément de &, (resp. €,_,). Si A @ A a des différences
non Liouville (resp. est non Liouville), il en est de méme de A et A’. La réciproque
est fausse (3 ot A peuvent avoir des différences non Liouville alors que certaines
différences de A ® A’ sont Liouville).

Proposition 17.12. — Soit I un intervalle et soit 0 — N — M — Q — 0 une suite
ezacte de Rob(A(I)). On a Ep(M) = Exp(N) & Ep(Q). En particulier, si M a
un exposant non Liouville (resp. dont les différences sont non Liouville), il en est de
méme de N et Q.

Preuve. — On complete une base ¢ de N en une base (¢, f) de M. Par construction, la

!
matrice G qui représente la dérivation D dans cette base est de la forme ( a Cg” >
3

ot G’ (resp. G”) représente la dérivation D dans la base ¢ de N (resp. dans la base
f image de f dans Q).

P Yoo O .
On en déduit que Yg est de la forme ( ch v, ) et que les matrices Sg p.A
3 G//
construites dans le théoreme 17.7 sont de la forme Sarha 0 ou on a
Ssn Sarn,an

posé A = A" A" avec A" = (Aq,...,A,) et A” = (Ap41,...,A,) pour v le rang de
N. En particulier det S ;A = det Sgr p, ar det Sgr p,a et il est maintenant facile de
vérifier que la suite Sgr A (resp. Sgr n,arv) satisfait les conditions du théoréme 17.7

dans la base ¢ de N (resp. f de Q) c’est-a-dire que A’ (resp. A”) est un représentant
de l'exposant de N (resp. Q). O

La multiplication par p des éléments de Zf composante par composante définit
par passage au quotient une bijection de €, dans lui-méme que nous noterons p.

Proposition 17.13. — Soit I un intervalle et M un objet de Rob (A(Ip)) avec
IP = {p; p € I'}. Pour p(z) = 2P, le module ¢*(M) est un objet de Rob (A(I)) et
on a Egp(p™(M)) = p Crp(M).

Preuve. — Le fait que ¢*(M) soit de Robba est une conséquence immédiate de la
proposition 20.10. Si Y(z,y) est la résolvante pour M dans une base ¢, alors la
résolvante pour ¢*(M) dans la base ¢*(e) est Y (z?,y?). Soit A un p-uplet et {Sp,}
une suite satisfaisant les conditions du théoreme 17.7 dans la base ¢, on constate que
pA et {p*(Sh)} vérifient ces mémes conditions dans la base ¢*(¢) de ¢*(M). O

18. Structure des modules différentiels de Robba

Théoréme 18.1. — Soit I un intervalle ouvert. Tout A(I)-module différentiel M
de Robba dont lexposant A a des différences non Liouville s’obtient par extensions
successives A partir des modules de rang un ™1 A(I) (1 <i < p).
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Remarque 18.2. — Comme les différences de A ne sont pas Liouville, les com-
posantes A; de 'un de ses représentants sont définies modulo Z a ordre pres si bien
que les modules z2¢ A(T ) ne dépendent pas, & ordre pres, du représentant A choisi.
Par contre, si plusieurs des A; sont égaux, il y a plusieurs modules différentiels non
isomorphes qui ont le méme exposant A.

Preuve. — Soit J un intervalle fermé contenu dans I. On choisit, ce qui est toujours
possible, deux intervalles fermés J’ et J” tels que J est contenu dans I'intérieur de
J', J' est contenu dans I'intérieur de J” et J” est contenu dans I.
Soit N un p-uple de Z*. Le changement de base associé & la matrice 2%V fait passer du
représentant A de I’exposant au représentant A+ N. Quitte & faire un tel changement
de base, on peut donc choisir un représentant A de A dont les différences ne sont
pas dans Z — {0}. Par définition de I’exposant, il existe une suite (Sj) vérifiant les
conditions 1., 2., 3., et 4’. du théoréme 17.7 pour 'intervalle J” et le p-uple A.
On pose alors
Qn = San+1 SQ_hl.

Le lemme 17.8 montre que

a) pour h assez grand la matrice Q;, appartient & Gl (u, A(J’)).
Par ailleurs, pour ¢ dans I'yn C ['gn+1, la condition 2. pour Sgn+:1 et Son donne

b) ¢2 Qn(x)¢™ 2 = Qn(Ca).
et un calcul analogue & celui des relations (46) et (47) donne les encadrements

o) 1Qnlls < 2" e(u—1)2" C(M+1)2h,

d) || det Qnlly > ¢=#2"  d’ott on déduit

) 1Qy Il < I Qully " | det Qul3t <l tn=D2",
Le lemme 17.5 s’applique et montre que @y = Cj, + Ry, ou

e (), appartient & Mat(u, K) et commute avec A,
e Ry, est une matrice de Mat (, A(J")),

h h h
o [Bull, < crr(p)@2VQILr < er(p)° B2 it

On a )
1 Eph si tous les A; sont égaux
Eé(Avh) = . |(A A')(h)| .
Arin;rAlj (B y oo Sinon

et comme A a des différences non Liouville, on constate que limy,_, %5 (A, h) = oo.
Par ailleurs, on a max,cscy(p) = < 1. Il en résulte que :

2 og || Ralleey < 27" (8(A,2")logy + (1 + 1)2" log )
= —27"5(A, 2" (= logy) + (u+1) logcm —00
Or les conditions ¢) et d) ci-dessus montrent que
27" 10g |Q; lle(s) < (1° + p—1)loge.
Donc log [|Q; " Ralle(sy <10 [|Qy e +log [[Rrlle(s) tend vers —oo.



LE THEOREME DE TURRITTIN p-ADIQUE 127

En conclusion, pour h assez grand, disons h > hg, la matrice Q) appartient a
Gl (p, A(J")) et on a [|Q;, ' Rpllcsy < 1. La matrice

Ch = Qh(I —Q}:IR}L)
est alors inversible et vérifie :
" - - W p— h
1l = I @nlewsy < 2" G = Q3 ey < e+ D2

On considere alors la suite D (h > hg) de matrices inversibles définies par la
récurrence

Dyy1 = Ch Dy, Dy, =1.

En remarquant que Zf:_hlo 2t < 2" (le fait de faire une récurrence sur les Syn au lieu
des S}, se manifeste ici. Cette astuce est due & Gachet), on trouve

h—1 h—1

h _ _ 5 ok

1Dull < [T IChlleqsy < 02D < TG lew < 2
i=ho i=ho

D’ol on déduit (remarquer que D;ilCh Dy, = I par construction)
27 "og || D;, 1 Qn Di — I ||c(sy = 27" 1og || D;, 4 Ri Dlles
< 27"log||D; L llecry + 2 M log | Rullesy + 27" log || Dalle )
< 2?4 p—1)loge—27"5(A, 2" (= logy) + (u+1) loge + (u+ 1) loge
= —27h§(A,2") (= logy) + 2(u? + p) 1ogch—> —00
—00

On en déduit que la suite ||D;+11Qh Dy, —1I ||¢(sy tend vers 0 quand h tend vers I'infini
et donc que la suite

D;' S, =Dy 'Qr-1Dp—1 Dy '\ Qn_2Dp_ - D;;01+1Qh0 She

converge dans Mat(A(J)). Notons S sa limite.
Comme C}, commute avec A, les matrices Dy, et D,:l commutent avec (2 pour ¢
dans I' = U,y [ Pour ¢ dans T', la condition 2. du théoreme 17.7 donne :

(48)¢A S(x) = Jim CAD, ' Sh(z) = Jim D, ' Sh(Cx) Yo (Ca, x) = S(Cx) Yo (Ca, ).

En particulier, si le déterminant de S(x) s’annulait en un point a, il s’annulerait en
tous les points (a ce qui est impossible car cette fonction analytique non nulle n’a
qu'un nombre fini de zéro dans la couronne fermée C({|a|}). Donc S appartient a
Gl (p, A(J)).

Faisons le changement de base associé a la matrice S et notons F' la matrice qui
représente la dérivation dans la base Se de A(J) ® 4(1) M. La nouvelle résolvante Yr
vérifie Yr(y,z) = S(y)Yg(yx)S~1(x). La relation (48) s’écrit donc

Yp((z,x) =¢*  (V(eT)
d’ou, en dérivant par rapport a x, on déduit que la matrice F' vérifie la relation :

0= (F(Ca)Yr(Ca, ) = Yp(Cz,2) F(z) = (F(Cz) ¢® — ¢* Flz)



128 GILLES CHRISTOL

pour tout ¢ dans T'.

Ecrivant F = ZSGZ F,, on trouve que Fj; s = 0si Aj +s+1—A; # 0. Puisque les
différences A; — A ne sont pas des entiers non nuls, cette relation montre que F; = 0
si s # —1. Autrement dit, F' = %A ou A est une matrice constante. Mais alors

T\ A Tz —y\4
V() = ()" = (145 F)

ce qui donne (2 = Yp(Cz,z) = ¢* et montre que la partie semi-simple de la matrice
A est la matrice diagonale de diagonale A.

Pour terminer la démonstration, il suffit de “recoller” les solutions obtenues pour
les différents intervalles J.
Précisons ce recollement. Pour cela nous considérons Pensemble 91 des A(]0, ool)-
modules différentiels A possédant une base dans laquelle la dérivation est représentée
par %A ou A est une matrice sous forme réduite de Jordan et dont la diagonale est
donnée par A. Comme il n’y a qu’un nombre fini de telles matrices, I’ensemble 91 ne
contient qu’un nombre fini de modules différentiels (& isomorphisme prés).
Pour N dans 91 et J intervalle contenu dans I, nous considérons le K-espace vectoriel
(de dimension au plus p?)

S7(N) = Hom (7y(py (A(J) @ a1y Mo A(T) @.40,00p N)

On vient de démontrer que, pour tout intervalle fermé J (contenu dans I), il existe
un module différentiel N dans N tel que S;(N) contienne un isomorphisme (et en
particulier n’est pas réduit & 0).

Maintenant, pour J C J’, on a une injection canonique de S;/(N) dans S;(N) et la
dimension de S;(N) est décroissante en J. Elle devient donc constante quand J est
assez grand, disons J O Jp. Comme il n’y a qu'un nombre fini de A/ & considérer, on
peut méme supposer que ceci se produit pour tous les modules différentiels A/ de M.
Donc, pour J D Jy, 'espace S;(N) est indépendant de J et est aussi égal & Sp(N).
Or il existe A dans 9 pour lequel cet espace contient la matrice S d’un isomorphisme
c’est-a~-dire qui appartient a Gl (M,A(J )) Une telle matrice a un déterminant non
nul sur la couronne C(J) et est analytique dans la couronne C(I) car elle appartient a
S;(N) =81 (N). Comme ce déterminant est solution d’une équation différentielle du
premier ordre et qu’il n’est pas identiquement nul, il ne s’annule pas sur la couronne
C(I). La matrice S appartient donc en fait & Gl (u, A(I)) et représente un isomor-
phisme entre M et A(I) ®.A(]0,00[) N. O

CHAPITRE VII
DECOMPOSITION SUIVANT LES PENTES

Dans ce chapitre, nous démontrons le théoreme de décomposition 23.2; analogue p-
adique du corollaire 12.2. C’est ce résultat qui montre le role fondamental de I’anneau
R pour les équations différentielles p-adiques. En effet, comme on peut le voir sur
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I’exemple 9.5, on ne peut espérer avoir un résultat semblable sur les autres anneaux
que nous avons considéré, par exemple, sur le corps EF.

Avant de pouvoir faire cette démonstration nous avons besoin de deux résultats
techniques.

Le premier est 'analogue p-adique d’un théoreme de Birkhoff. Il va permettre,
entre autres, de supprimer les “singularités apparentes” de construire des “petites
bases” pour les A(I)-modules différentiels ayant un “grand” rayon de convergence
(analogue des bases cycliques du corollaire 8.8.3).

Le second, 'existence d’un “antécédent de Frobenius”, est I’outil fondamental pour
étudier le rayon de convergence lorsqu’il n’est pas “petit”. En effet, il permet, a partir
d’un A(I)-module différentiel de rayon de convergence supérieur & wp et donc invisible
sur les coefficients de la matrice d’une base cyclique, de consruire un tel antécédent
pour lequel ce rayon de convergence devient visible.

19. Théoremes de Birkhoff p-adiques

Etant donnée une matrice H de Gl (,u, .A([,o])), on voudrait 1’écrire comme le pro-

duit d’une matrice L de Gl (,u,.A([O,p])) et d’'une matrice M de Gl (,u,.A([p,oo])).

On constate facilement que les matrices diagonales ¥ dont les coefficients de la
diagonale sont des monémes 2™V avec des N; dans Z non tous nuls n’ont pas de telle
décomposition. Mais ce sont essentiellement les seules. Plus précisément, il existe
deux sortes de décompositions :

— celles du type “Grothendieck” qui sont de la forme H = Lz M et correspondent
A une “trivialisation” d'un fibré vectoriel sur P! [28],

— celles du type “Birkhoff” qui sont de la forme H = 2NLM et sont lies au
probléeme de Riemann-Hilbert pour les équations différentielles [4].

Quand le corps de base est C, on démontre l'existence d’une décomposition de
Grothendieck puis on en déduit facilement lexistence d’une décomposition de
Birkhoff. Pour aborder ce probleme sur le corps K, nous allons suivre une autre
voie en démontrant directement ’existence d’une décomposition de Birkhoff. Nous
obtiendrons ainsi une décomposition (unique) dans laquelle la matrice L satisfera des
conditions supplémentaires de norme qui seront indispensables pour la construction
de bases dans lesquelles la dérivation est petite.

19.1. Théorémes de Birkhoff algébriques. —

Définition 19.1. — Soit A un sous-anneau du corps F ([p]).
On note T (i, A) ensemble des matrices L de Gl(u, A) telles que L;; = 1 pour 1 <
t < pet Ly =0 pour j > .
Pour p dans ]0, co[, on note 77 (p, A) Pensemble des matrices L de Gl(p, A) telles que
LNl = L1, = 1,
2. |L;j], < 1 pour j > 1.
Sous la condition 2, la condition 1 s’écrit aussi
1. |L”|p =1et |L2J|p < 1 pour _] < i.
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Proposition 19.2. — T (p, A) et TP(u, A) sont des sous-groupes de Gl(p, A).

Preuve. — Le fait que T (u, A) et TP(u, A) soient stables par produit est facile a
vérifier. Par hypothése, une matrice L de T (i, A) (resp. T?(u, A)) a un déterminant
égal & 1 (resp. inversible dans A et de p-norme égale & 1). Les formules de Cramer
permettent de vérifier que les coefficients au-dessus de la diagonale de la matrice L1
sont nuls (resp. sont de p-normes strictement inférieures a 1). O

Définition 19.3. — Soit S un ensemble de points fermés de A = C([0, 0o[) (resp.
de C(I)), on note K[z|g (resp. A(I)s) le localisé de K[z] (resp. A(I)) en S c’est-a-dire
Pensemble des éléments de K (z) (resp. F(I)) qui ont tous leurs poles dans S U {oo}.

Théoréme 19.4 (de Birkhoff algébrique). — Soit I C [0, 00[ un intervalle, J un
intervalle fermé contenu dans I, H une matrice de Gl (u,]—'([) , S un ensemble de
points fermés contenu dans la couronne C(J).
On a H= LM avec L dans Gl (u, K(a:)) et M dans Gl (M,A(I)C(I),S). De plus :
1. on peut prendre L dans T(,u,K[a:]S),
2. pour p>0etS=S5 U C([lal]) [Scc(J)etS=5siScK]
a€S—KNS
2-a. si 0 ¢ S on peut prendre L dans TP (u, K[x]gu{o}),
2-b. 515 C C([p, oo[), on peut prendre L dans T* (,u, K[z]g)
2-c. si0 € S et sipe|K*|, on peut prendre L dans T*(u, K[z]5).

La démonstration est fortement compliquée par deux difficultés : d’une part, nous
demandons que les coefficients de la matrice L soient dans K (z) alors que le corps
K n’est pas supposé algébriquement clos ; d’autre part la définition de T* (,u, Kx] S)
demande de normaliser la p-norme de Gauss de certaines fractions rationnelles ce qui
n’est pas toujours possible lorsque p n’appartient pas & |K*| et va nécessiter deux
lemmes préliminaires. La premiere difficulté disparait lorsque S est contenu dans K
et la seconde lorsque p = 1. Il est donc conseillé, dans un premier temps, de faire ces
hypotheses pour comprendre le mécanisme de la démonstration.

Lemme 19.5. — Soit P un polynéme de K|z] et soit p > 0.

A. Il eziste un entier d et un nombre X de K tel, que |[A\z~%P|, = 1.

B. Si toutes les racines de P sont dans la couronne C([p,00[) ou si p € |K*|, il existe
un nombre A de K tel que |AP|, = 1.

C. Si toutes les racines de P sont de méme valeur absolue o > 0 on peut prendre

1
)\:P(O) etd=0 sip<a, A=1letd=degP sia<p.

Preuve. — On écrit P(x) = [[,(x — a) ot les a sont des points géométriques de la
couronne C(I), pas nécessairement tous différents. Comme |z — a|, = max(p, |a|), si
on note d le nombre de points a tels que |a| < p, on trouve :

(49) o=P@) T] %’ I1 ‘$;a|pH ‘x;a|p:1.

la|>p al<p al>p

p
|
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Il ne reste plus qu’a constater que A\ = H|a|>p % appartient a K pour obtenir A. et

B. lorsque S C C([p, o0|).

Pour obtenir B. lorsque p € |K*|, il suffit de remplacer dans la relation (49) la fraction
zT—a r—a
par

pour un élément b de K vérifiant |b| = p.

x
Le résultat C. résulte des égalités suivantes :

P(x) x—a x .
‘p(O)‘,,_‘H . L‘H’E_”p_l Sopsa
— deg P B r—al a, .
| des P(x)|p_’H - ’p_H|1—;|p—1 sioa<p 0
Lemme 19.6. — Soit a un nombre de K9, soit P un polynéme irréductible de K|z

dont a est racine, soit R un polynome de K|x] tel que deg(R) < deg(P) et soit g une
fraction rationnelle de K(x) qui n’a ni péle ni zéro de valeur absolue o = |a|. Il existe
un (unique) polynome A de K|x] tel que deg(A) < deg(P) et Rg = P f + A avec f
dans A([a]) et on a |Ala = |Rgla-

Preuve. — Par hypothese, le polynome P est a-extrémal et la fraction rationnelle Rg,
n’ayant aucun pole de valeur absolue «, appartient a A([a, a]). Le lemme 2.15 permet
de définir le polynome A comme le reste de la division euclidienne, dans .A([a, a]), de
Rg par P et montre qu'il vérifie |A|, < |Rgla-

/

A
Maintenant, on écrit la relation Rg = P f + A, sous la forme — = —P = + R, avec S
g
dans A([a, a]). On consate que R est le reste de la division euclidienne de — par P
g

A
et donc que |R|, < ‘—’a c’est-a-dire
g

A
‘Rg|a = |R|a|g|a < lg‘am‘a = |A‘oc < |R9|a' O
Preuve du théoreme 19.4. — Les quatre résultats de I’énoncé vont étre démontrés en
parallele. Posons :
T (1, Klz]s) cas 1.
T=3 T°(

TP (p, K[z §u{0}) cas 2-a.
TP (u, Kla]g) cas 2-b. et 2-c.
On va démontrer que I’ensemble de matrices

L= {M € Mat ([L,.A(I)C(])_S); MH e T}

contient une matrice de Gl (u, A(I)c(r)—s). La décomposition H = (M H~')"* M
sera alors bien du type annoncé.

On vérifie d’abord que I’ensemble £ est non vide :
Comme l'intervalle J est fermé, 'anneau A(J) est principal (corollaire 2.25). Plus
précisément, I'idéal de A(J) engendré par les dénominateurs des coefficients de la ma-
trice H est de la forme P; A(J) pour un polynéme P; de K[z]. Soit Ps le polynéme
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unitaire de K [x] dont les racines sont les racines de Py contenues dans S. Par construc-
tion, les coefficients de la matrice Ps H n’ont pas de pdle dans S et la matrice Pg I
(resp. x~%Pg I pour d entier) appartient & Gl (u,K[x]s) (resp. Gl (M,K[x}su{o})).
On constate donc que :
e dans le cas 1., 'ensemble £ contient la matrice M = Pg H.
e dans le cas 2-a., d’apres le lemme 19.5-A., il existe A dans K tel que la matrice
M = \z~%Pg H appartienne a L.
e dans les cas 2-b. ou 2-c., on a soit p € |K*| soit S C C([p,oo[) et, d’apres le
lemme 19.5-B., il existe A dans K tel que la matrice APs H appartienne & L.

On montre ensuite que £ contient une matrice de Gl (u,.A(I)c(I)_S) c’est-a-dire
une matrice dont le déterminant ne s’annule pas dans S :
Soit M une matrice de £. On note n(M) le nombre (c’est-a-dire le degré du diviseur)
des zéros de son déterminant qui appartiennent a S. Ce nombre est fini car, d’une
part, la matrice M = (M H~') H a un déterminant non identiquement nul et, d’autre
part, S est contenu dans la couronne fermée C(.J). On considére une matrice M de
L telle que n(M) > 0. Il existe un nombre a de K8 N S (c’est-a-dire un point
géométrique de S) tel que det(M)(a) = 0 et donc des nombres Ay du corps K|a], non
tous nuls, tels que :

n
(50) Z)\g Myj(a) =0 pour 1<j<u,
=1

On note P le polynéme unitaire minimal de a sur K et on pose a = |a|. Le corps K
étant supposé complet, les conjugués de a ont aussi une valeur absolue égale & a. On
en déduit que :

|P|, = |P(0)| = a8” pour p<a, P, =p?" poura<p.

Dans chacun des cas du théoréme, on va trouver un indice i et des polynomes Ay de
K[z] (1 < ¢ < ) tels que, si on pose

1 0 0
0 1
L = & & & < ligne ¢
P P P
1 0
0 0 1

la matrice LM appartienne & L et vérifie n(LM) < n(M). Si on considére une
matrice M de £ pour laquelle le nombre n(M) est minimum, supposer que n(M) > 0
contredirait donc le fait que n(M) est minimum et donc n(M) = 0.

e Condition pour que les coefficients de la matrice LM soient dans A(I)¢(r)—s :
Les coefficients de la matrice LM qui ne sont pas sur la i-eme ligne, sont ceux de la
matrice M et appartiennent donc a A(I)¢(r)—s par hypothese. Les coefficients de la
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i-eme ligne de la matrice LM sont de la forme :
1M
(LM);; = 5 > Ao My
=1

Comme les Ay sont des polynomes, ils n’ont pas de pole dans S. Pour que les (LM);;
n’aient pas de pole dans S, il faut que le pole en chacun des conjugués de a, introduit
par le facteur P du dénominateur, soit compensé par un zéro du numérateur. Pour
cela, P étant le polynome minimal de a et donc ses racines étant simples, il suffit
d’assurer que le numérateur s’annule au point a, c’est-a-dire que :

I
D A@Myya) =0 powr 1<j<p.
{=1

D’apres (50), ce sera le cas si, pour une constante A de K[a] indépendante de ¢, on a

(51) Ae(a) = AN

e Condition pour que la matrice LM H~! appartienne & T :

Comme 7T est un sous-groupe, il suffit que la matrice L appartienne & 7. Posons
<p=< sil<i, <=< sii<t

Puisque le polynéme P a ses racines dans S C S , il suffit d’avoir :

cas 1 A =1, Ay =0pour ¥l >1i;
(52) cas 2-a. racines de A; € SU{0}, |Ael, <¢ |Ail, = 1P, 5
cas 2-b. et 2-c. racines de A; € S, |Aelp <e|Ailp =Py s

e Condition pour que n(LM) < n(M) :

Le polynome A; (resp. A; = 2°A; si 0 ¢ S) a, dans S, un nombre de racines inférieur
a son degré (resp. au degré de 7\1) et le polynéme P a toutes ses racines dans S. La
formule

det(LM) = det(L) det(M) = % det (M)

donne n(LM) < degA; — deg P + n(M) (resp. n(LM) < degA; — deg P + n(M)).
Pour obtenir n(LM) < n(M), il suffit donc d’avoir

(53) degA; < degP (resp. degA; <degP+s si 0¢ S et A; =z°Ay).

e Construction du nombre i et des polynémes Ay :

Dans le cas 1 : on définit indice ¢ (1 <14 < p) par les conditions

A #0, Ae =0 pour £ >i.
et les polynémes A, de K|[z] par les relations
A
Ay(a) = )\—? , deg Ay < deg P .

La condition (51) est alors vérifiée et, comme A; = 1 et Ay = 0 pour £ > i, les
conditions (52) et (53) le sont également.
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Dans les cas 2 : on définit des polynéomes Ry, de K|[z] par les relations :

Ry(a) = X, deg Ry < deg P
et on définit I'indice 7 (1 <4 < p) par les conditions
Rilo = R R R; > 1.
|Ri|a 1rélia§X,u| tla s |Rela < |Rilo pour > 1

c'est-a-dire |R¢|o <¢ |Ri|o. On distingue plusieurs cas.
(*) Si a est dans K, en particulier si a = 0, on a deg P = 1 donc Ry = )¢ et
|Relo = |Ae]. Lindice ¢ est défini par la condition |A¢| <z |\;]. On pose :

ﬁ)\z pour a # 0, Agzﬁ)\z pour a=0,

Ai Ai

ol b est un nombre du corps K tel que |b| = p (on est évidemment dans le cas 2-c.).
La condition (51) est immédiate & vérifier. Il en est de méme de la condition (53)
pour a = 0 car alors degA; = 0 < deg P. Pour a # 0, la condition (53) deuxieme
forme avec s = 1 s’applique si 0 n’appartient pas & S (cas 2-a.) (nous reviendrons sur
le cas 2-c. ala fin de la démonstration). La condition (52) résulte d’un calcul simple :

A=

Y]
|

|Ael = piy <e p=I[Ail, = [P,

(**) Si a n’est pas dans K, on a > 0 et on considére 'unique factorisation
R; =AQ ou A (resp. @) est un polynéme de K|[x] dont toutes les racines sont (resp.
qui n’a aucune racine) de valeur absolue « et ot A est unitaire. Il vient :

[Al, = |A(0)] = s pour p < ar, |Al, = pdeed pour ar < p .

. z® .
En appliquant le lemme 19.6 avec R = Ry et g = 6 pour un entier s, on trouve des

)

polynomes Kgs tels que :

%Ry 7 (s) |2° Ryl
mod P) Ao = .

Posons r = deg P — deg A. Par construction, on a deg A < deg P et on constate que,
S,

deg Al <degP , AV =

T

x
pour 0 < s < r, la fraction rationnelle = z®A est en fait un polynéme de degré

au plus deg P — 1. On a alors KEG) = z°A et on trouve :

= Al = [A], = A,

(03

) ~(0 ~(0 Ry R;
siop<a: AV, §|A§)|a:‘6a§£’6

RO, s (2 TR, = 2y T

si a<p:

ERYeY « Q la
e - xrilRi e — r—
<o ()" 1|—Q = (B AL

= |27 1Al = pleE P = RV,
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Si p < a, on pose Ay = i((g))KEO). On a alors :
_ P(0)% , . P(0)Ri(a)  P(0)
Aele) =Ty = 50) Qo) ~ 0@

et la condition (51) est bien satisfaite. Par construction, les racines de A; et de P
sont de valeurs absolues égales a « et donc dans S car a n'est pas dans K (mais les
racines de A; n’ont aucune raison d’étre dans S, ce qui justifie 'introduction de S ).
On a

0

= [EO 6 <[ 20) 5, = i,
PO g PO o — oy
1Ailo =557 [ 141 = | Ty | 101 = 1POI = 1P,

et la condition (52) est bien satisfaite. Finalement, comme deg A; = deg A® < deg P,
la condition (53) est satisfaite.

Sia < p, on pose Ay = xxér_l). On a alors :

r—1 T
~ Ry(a) a
Aga:aA( l)a:aa = e
W=l T O=T00 T T QW
et la condition (51) est bien satisfaite. Les racines de A; et de P sont de valeur absolue

nulle ou égale & «. Elles appartiennent donc a S U {0} (resp. Ssi0€ S ) et

T(r—1 T(r—1 e
Agl, = | Al <o | AT, = ples® — | P,

et la condition (52) est bien satisfaite. Finalement, on a A; = 2" A avec deg A < deg P.
Dans le cas 2-a., la condition (53) deuxieéme forme est satisfaite avec s = r.

Dans le cas 2-c., comme deg A; = deg P, la condition (53) n’est pas satisfaite. Mais
on peut appliquer le résultat 2-a. et donc se ramener au cas ol le déterminant de la
matrice LM n’a pas de zéro dans S — {0}. On élimine alors le zéro éventuel en 0 par
le procédé décrit ci-dessus dans (*). Malheureusement, cela oblige & supposer que p
appartient a |K*|. O

Corollaire 19.7. — Soit I C [0,00[ un intervalle et a un point fermé de C(I) de
polynome minimal unitaire P. Toute matrice H de Gl (u, ]:(I)) a une décomposition
de la forme H = LM avec L dans Gl (M,K[x, %]) et M dans Gl (M,A(I)C(U_{a})
(autrement dit, les coefficients des matrices M et M~ n’ont pas de pdle en a).

Preuve. — C’est le cas 1 du théoréeme 19.4 avec S = {a} car K(z](,) = K[z, 5]. O

Corollaire 19.8. — Soit J C|0, 00 un intervalle fermé et soit p dans |0, 00[. Toute
matrice H de Gl (M,F(J)) a une décomposition de la forme H = LM avec L dans
T?(u, K(z)) et M dans Gl (u, A(J)).

Preuve. — Clest le cas 2-a. du théoréme 19.4 avec S = C(J) = S car évidemment
K[x]§u{o} C K(x). O
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Corollaire 19.9. — Soit J C [0,00[ un intervalle fermé et soit p dans |K*|. Toute
matrice H de Gl (u,]—'([)) a une décomposition de la forme H = LM avec L dans
T?(u, K(z)) et M dans Gl (u, A(J)).

Preuve. — Clest le cas 2-c. du théoréme 19.4 avec S = C(J) = S. O

Corollaire 19.10. — Soit p dans |K*|. Toute matrice H de Gl (p, K(z)) a une
décomposition de la forme H = LM avec L dans T? (uJ((ac) N A([p,oo[)) et M

dans Gl (u, K(z) N B([o, p[))

Preuve. — Clest le cas 2-c. du théoréme 19.4 avec S = C(J) ou J = [0,7] est un
intervalle fermé contenu dans Uintervalle ouvert [0, p[ (autrement dit r < p) et qui
contient tous les podles des coefficients de la matrice H et de son déterminant. A
priori, on trouve ainsi une décomposition H = LM avec

LeT?(pKlelewn) € T2(m K@) 0 Alr,o0l)) . M € G, A([0,7)) ).

La propriété de L découle immédiatement de ce que A(]noo[) C A([p,oo[). La
propriété de M est un peu plus subtile. En effet, par définition de r, la matrice H

appartient a Gl (u, B(]r, p[)) (une fraction rationnelle est bornée dans toute couronne

bornée on elle est analytique) et il en est de méme de la matrice M = L~ H. Donc
M appartient a

Gl (u, A([O, T])) NGl (,u,B(]r,p[)) =Gl (u,B([O,p[)). ]

19.2. Théoréme de Birkhoff analytique. — Notre but est de généraliser le corol-
laire 19.10 aux matrices & coefficients dans A(I). Les fractions rationnelles étant
denses dans A(I) pour la p-norme de Gauss, I'idée est de faire un passage a la lim-
ite dans le corollaire 19.10. Malheureusement, la décomposition du corollaire 19.10
a deux défauts : d’une part, n’étant pas unique, on ne peut pas espérer qu’elle soit
conservée par passage a la limite, d’autre part, elle n’est valable que pour p dans |K*|.
Notre principal travail va étre de raffiner cette décomposition de fagon a la rendre
unique (proposition 19.16). Le passage & la limite sera ensuite facile et un argument
galoisien montrera qu’elle reste valable pour n’importe quel p > 0.

L’essentiel de ce paragraphe porte donc sur des matrices dont les coefficients sont
des fractions rationnelles.

Le lemme 19.13 donne une décomposition “modulo p” et repose sur la division
euclidienne dans I'anneau k[1/z] (voir lemme 19.11.3). Le lemme 19.15 permet de
relever la décomposition approchée en la décomposition exacte de la proposition 19.16.
Le lemme 19.17 montre que cette décomposition est unique ce qui est le point clef de
la démonstration du théoreme de Birkhoff analytique 19.18.

Lemme 19.11. — Soit p > 0 et soit H une fraction rationnelle non nulle appar-
tenant a A([p, ool).
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1 1
1. On a H =Q+ R+ S avec R dans K[z], Q dans — K[—=], S dans K(x) et
x oz
Qlp < [Hl|p, [R|, < |H|p, [S], < |Hl,-
2. Si H est inversible dans A([p, o[) (¢’est-d-dire n’a pas de zéro dans C([p, <)),
on a H=Az"(1+S) avec A dans K*, N dans Z et |S|, < 1.

Preuwve. — 1.— Soit H = ) __ asx° le développement a l'infini de la fraction ration-
nelle H ou —v est la valuation %—adique de f. Reprenant la définition 2.3.2, on note

n =n,(H) le plus petit indice tel que |a,|p™ = max|as|p® = |H|,. Il suffit de poser

v —1 n—1
R = E asx’ Q= E asx® , S = E asx’.
s=0 s=n s=—00

2.— C’est un cas particulier du corollaire 2.28 (N =n,(H) = N,(H) et A=ay). O

Définition 19.12. — Si (a4, ...,a,) est un p-uplet, on note diag(ai, .. .,a,) la ma-
trice diagonale dont les coefficients de la diagonale sont les a;.
Lemme 19.13. — Soit p > 0 et H dans Tp<,u,K(x) N A([p,oo[)). On a une
décomposition de la forme H = Ax™N L(I+S)M ou
— zV = diag (le, ...,z ) avec N dans Z,
— A =diag(A1,- -+ ,A,) avec A; dans K* et |[AxN|, = [z~ VAL, = 1.
— L appartient a TP (M,K[%] N A([p, oo])) et L(oo) =1,
— S appartient ¢ Mat (K(CE)) et |S], <1,
— M appartient a TP (u, K[m])
En fait L (resp. M) appartient a T (p, K[L1]) (resp. T (u, K|z])).

Preuve. — On fait une récurrence sur u.

e Pour p = 1, la décomposition 19.11.2 donne le résultat avec L = M = 1. En effet,
par hypothese, on a |H|, = 1 et donc |Az™|, = |H|,/[1 + S|, = 1.

.. Hy o (Hiy)
e Pour p > 2, on écrit H = 1, i . Comme H € Tp(u7-A([P7oo[)>,

on a ||[(Hyj)|l, < 1et |detH|, = |Hil|, = \detfﬂp — 1. Donc H appartient &

TP (u -1, K(z) N A([p, oo[)) et d’aprés 'hypothése de récurrence on a
H=AKaVL(I+5)M

avec A = diag(As, ..., A,), 2V = diag (¢2,...,aV), [[AaN], = [A-12~ N, = 1,

L dans Tp(u,K[%] N A([p, oo])), L(co) = I, S dans Mat (M,K(x)), H§||p <let M

dans T7° (u, K[x]) D’apres le lemme 19.11.2, on peut écrire

Hll = A1 J,‘Nl(l + Sl)



138 GILLES CHRISTOL

avec |S1], < 1 et |[Ayz™|, = |Hy1|, = 1. Par ailleurs, on a

e Rt ()|, < 127, JA= e, il < 1

I,
et d’apres le lemme 19.11.1, on peut écrire

IRV (Ha) = (Qi+ Ri+S)  (2<i<p)
avec R; dans K[z], |R;|, <1, Q; dans %K[%], |Qil, =< 1et|S;|, < 1.
On pose 2V = diag (a:Nl,xN2, e ,xNﬂ), A = diag(A1,Ag, ..., Ay) et

1 0 . 1 0
L= ( E(Qz) 7 > de telle sorte que L = ( _(Qi> F-1 )

Il est clair que L appartient a 77 (M,K[%] N A(lp, oo])) et que L(oo) = I. 1l vient

1 0 At 0 Hyy  Y(Hy)
—1A—-1_—-N _
LA 2™ H B (Qi) -1 0 R-1,-N (Hﬂ) i
Lo L+ 81 A e N ()
T\ - (@) I L(Q+Ri+s) LU+35M
bY 51 Ayt ()
i (ri) M : (-si@i+8) (@)t Nmy)+8M

1 0
La matrice M = ( (R) i > appartient & T7* (M,K[(ﬂ]> et, si on pose

S AN (Hy)
_ -t
o ( - 51Q; + Si) (Qz) t<)\f1$7N1H1j) +SM ,

les majorations |S;|, < 1, |Hyl, < 1 et ||§Hp < 1 montrent que [|S]|, < 1. On
constate que la décomposition H = A 2™V L(I +S)M a les propriétés demandées. [

Lemme 19.14. — Soit p > 0 et soit f dans K(z). On a une décomposition f =
[f1T + [f]~ dans laquelle [f]* (resp. [f]~) appartient o K(x) N B([0,p]) (resp. a
K(xz) N A([p, o)) et vérifie [f]~(c0) =0). On a de plus | f|, = max (|[f]*,,|[f]7],)-

Preuve. — On écrit la décomposition de f en éléments simples :
Ne )\ Noo
F=2 2 o 2 At
a s=1 (I o a)S s=0



LE THEOREME DE TURRITTIN p-ADIQUE 139

ou les o et coefficients A, s appartiennent a K . On pose
=2 Z +Z%o s =2 Z
la|>p s= 1 lal<p s= 1

Comme les automorphismes de K " sur K sont continus donc conservent la valeur
absolue, on voit que [f]* et [f]~ sont des fractions rationnelles de K (). Par ailleurs,
on voit que [f]~ est le terme associé au point a = 0 de la décomposition de Mittag-
Leffler de f (théoréme 3.2). L’égalité | f|, = max (|[f]*|,, [[f]"|,) est une conséquence
immeédiate de la majoration (6). O

Lemme 19.15. — Soit p > 0 et soit S une matrice & coefficients dans K (x) telle que
IS]l, < 1. On a une décomposition I+S = LM avec L dans TP (u, K (z)nA([p, oo]))

vérifiant L(oo) = I et M dans TP (u, K[m])

Preuve. — En appliquant la décomposition du lemme 19.14 & chacun des coefficients
de la matrice S, on obtient une décomposition S = [S]* + [S]~ dans laquelle :

o [S]" appartient & Mat (K(x) ﬁB([O,pD) et I[S]* 1, < I1S]l,.
o [S]~ appartient & Mat (K(m) N A(lp, oo})), 9]~ (00) = 0 et [I[S] ]I, < [IS]l,.-

En itérant le procédé, on construit par récurrence une suite S, de matrices a coeffi-
cients dans K (z) telles que :

SQ =1 s Sn = —[Sn,1 S]_ (n > 1).

Par construction, les coefficients de la matrice S,, appartiennent & K(z) N A([p, ooD7
Sp(00) =0 pour n > 1 et

1Snllp < NSn—1llplISl, < ||S||Z e 0.

Il en résulte que la somme Y 7 (S, = I+ ° | S, converge, a des coefficients dans
A([p,oc]) et vaut I & I'infini. De plus, comme || > San <|S]|, < 1, cette somme

appartient a T7” (,u, .A([p, oo[)) (mais, pour I'instant, rien n’assure que ses coefficients

sont des fractions rationnelles). On pose :

L = (Z%S)
M = isn(I-i‘S):I-FiSn-FiSn—lS
n=0 n=1 n=1
= I+ [SuS)F GTP(M,B([O,p[)).

-1

€ TP(MA([P,OOD) ,

On a évidemment LM = I+S. En particulier, M = L~!(I+S) appartient &
T”(M,B([O,p[)) N7° (M,A([p,oo[)) = TP<M,A([O,OOD). Mais L~=!(c0) = I et les

coefficients de I +S sont des fractions rationnelles, les coefficients de M n’ont que
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des poles & l'infini donc sont des polydomes. Donc M appartient a 77 (u, K [x]) et
L= (I+S)M~1! a des coefficients dans K (). O

Proposition 19.16. — Soit p dans |K*| et soit H une matrice de Gl (u, K (x)). On
a une décomposition de la forme H = x™N LM dans laquelle
— zV = diag (le,...mN“) avec N; dans 7,

— la matrice M appartient a Gl (;L, K(z) N B([o, p[)) ,
— la matrice L appartient ¢ Gl (u, K(z) N A([p, oo])) et L(c0) = I,
— la matrice N Lx~N appartient a T? (,u, K(z) N A([p, oo[))

Preuve. — D’apres le corollaire 19.10, la matrice H s’écrit sous la forme H = LM,
avec Ly dans 77 (,u,K(x) NA([p, oo[)) et M; dans Gl (u, K(z)N B([O,p[)) (c’est ici
que ’hypothese p dans |K*| est utilisée).
Le lemme 19.13 appliqué & la matrice L; donne L; = Az Lo(I +S)M, on
* N = diag (SL'N17...,,’BN“), N; dans Z, A = diag(Aq,---,A,), A; dans K*,
AN, = la=N AT, = 1 soit VA = Az dans T”(M,K(x) N .A([,o,oo[)),
* Lo appartient & T° (u, K(z)n A([p, oo])) et Lo(oo) =1,
* § appartient & Mat (K(J;)) et S, <1,
* M, appartient a T7” (u, K[x})
Finalement, le lemme 19.15 montre que I +S = L3M3 avec
* L3 dans T° (,u,K(ac) N A(lp, oo])) et Lz(oo) =1,
* M3 dans T° (,u,K x])
On trouve donc H = 2V (AL2L3A_1)AM3M2M1 = NLM avec
e L =ALyL3A™! dans Gl (m K(z) N A([p, oo])),
o [(o0) = ALy(00)L3(c0)A~t = AA~L =1,
o eN Lo = (&NA) Ly Ly (A~'2~N) dans T (u, K(z) N A(lp, oo[)),
o M = AM3M; M, dans Gl (u, K(z)n B([O,p[)). O

Lemme 19.17. — Soit p > 0 et soit
— N et N' deuzr matrices diagonales a coefficients dans 7Z,

— M et M’ deux matrices de Gl (,u,A([O,p])).

— L et L' deux matrices de Gl (,u,A([p, oo})) telles que L(oo) = L'(c0) = I,
et on suppose que
— les matrices 2N La=N et N L'a=N" appartiennent o TP (,M,-A([P, oo[)) ,
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— les matrices H = 2NLM et H' = 2N L'M' de Gl (u, A([p])) vérifient

(54) |2 —H||, |H ], =~ <1
Alors N = N', ||a™ (L — L’)x’NHp <yet|aN(M- M’)a:*NHp <A|Hz=N|,.
Preuve. — La condition (54) semble dissymétrique en H et H'. Mais elle implique
_ -1 _ -1 -1 -1
[H™ = H o= [HT (H = H)H™ | <y [H' ™l < [1H™ ||,
soit |[H Y|, = |[H'™"||, et elle peut s'écrire |H — H'||,|H' ||, = v < 1.
La condition (54) implique aussi ||[H — H'||, < [[H™'||;* < ||H|, soit || HI|, = [[H'|,.
Par hypothese, on a |2V L'~tz=V ||, = |2V L7z~ , = 1 soit
M~ =N, = [ H 2N L e N, < (| H Y
Maintenant, ’égalité
xN/L/—lx—NI(H/ _ H)M_ll‘_N — J:N/M/M_la:_N _ .TN/L/_lx_N,JrNLZ‘_N
montre que
HxN/M’M_ x_N—xN,L’_lx_Nl'*'NLx_NHp
< ||17N/L/71$7N/||p||H/ - HH/)”MilxiNHp
(55) < |H - H|H ), =~ < 1.
et implique en particulier
MM N = o L NN L N =,
Nous étudions maintenant les termes diagonaux des matrices =¥ "M'M~tz=N et

eN' L1 NN =N Les coefficients des matrices M’ et M~! appartiennent a
A([0, p]) donc il existe des nombres c,; de K tels que

oo
. l_ .
xNi = gNi— N g CeiT’.
s=0

3

(Z3

(56) (:CN’M’M—lx—N) :xNé(M'M—l)

Par ailleurs

I
! ’
(xN [)-1,—N +NLx—N)

Z (xN’L/—lm—N>

Jj=1

= (mNLx_N)
ii ij i

Mais H (xN/L'_lx_N) N
ij

Comme (xNLx_N) = L;;, on trouve :
kX3

Hp < 1 pour pour j > i et ||<xNLx_N> I, < 1 pour j < i.
Je

(57) ‘(xN/L’_lx_N/JFNL:E_N) L Ll < 1

(x3
Les fonctions L';;" et Ly; appartiennent i A([p,0]) et valent 1 a linfini. Donc

—1
(58) Li'Lig=1+ Y bya®.

S§=—00
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Les relations (55), (56), (57) et (58) donnent

oo -1
(59) ‘xNi/_N" chix‘s —1- Z be;z®
s=0

S=—00

<1
p

La fonction (a;NlM’M_la:_N) - L’i_ilLii appartient & A([p]) et, d’apres (57), le
coefficient ¢y, —n7); — 1 du terzrzne constant de son développement de Laurent est
strictement inférieur & 1. On en déduit que |c(y,—n7)i| =1 # 0 et donc N; — N; > 0.
En échangeant les roles de H et H', on montre de méme que N} — N; > 0 c’est-a-dire
N; = N/ pour tout i, soit N = N'.

Compte tenu de cette égalité, la relation (55) s’écrit

o (MM~ = L D)™V <.
Or, reprenant les notations du lemme 19.14, on constate que, par hypotheses
(MM - L) = MM -1, MM L' =T -L'7'L
En calculant coefficient par coefficient, on en déduit
max ([Ja (MM = )|, o (1 =L L))
< |aN(M'MT -T+1 —L’_lL)x_NHP <~

c’est-a-dire

M (L= L), < (VLN [|oM (LTL - D)™V <y
HxN(M—M')x_NHp < HxN(M’M—l—I)x—NHp =™ Mz,
< A [@NLT TN He N, <y |[Hz TN, H

Théoréme 19.18 (de Birkhoff analytique). — Soit I C]0, 00| un intervalle, soit
H une matrice de Gl (M,A(I)) et soit p dans I. On a une unique décomposition de
la forme H = zN LM dans laguelle

— la matrice N est diagonale a coefficients dans 7Z,

— la matrice M appartient ¢ Gl (u, A(TU [O,p])),
— la matrice L appartient a Gl (,u7A(I U [p, oo])) et vérifie L(oo) = I,
— la matrice N Lz appartient ¢ T* (,u,A([p, ooD) )

Preuve. — Unicité : c’est le cas particulier v = 0 du lemme 19.17.

Existence dans le cas ot p appartient o |[K*| : Comme p appartient & I, les fonctions
rationnelles sont denses dans A(I) pour la valeur absolue | - |,. Il existe donc une
suite de matrices H, de Mat (u, K(x)) telles que la suite v, = ||[H — Hy||,|H ||
tende vers 0. Quitte a prendre une sous-suite, on peut supposer que la suite 7, est
strictement décroissante et vérifie ,, < 1 pour tout n.
La relation

|(H = H)H ™, < [H = Hyl JH ], = 70 < 1
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montre alors que la matrice I —(H — H,,)H " appartient & Ianneau GI (u, A([p])). 11
en est donc ce méme de la matrice H,, = (I +(H, — H)H’l)H. De plus on a

— —1\—1 _ —
1 o < (X +(H = HYH ) I H ] = (1.

La proposition 19.16 montre que 'on a H,, = aNn L, M,, avec
— 2l = diag (#™M1n, ..., xNen) avec N;,, dans Z,

— M, dans Gl (u,B([O,p[)),
— L,, dans Gl (mA([p,oo])) et Lp(c0) =1,
— la matrice xV» LN appartient & 7° (u, K(z) N A(lp, oo[))
Comme H,, appartient a Gl (M,A([p])), la matrice M,, = L, '2~™»H,, appartient en
fait & G1 (11, A([p]) N B([0, p[)) = GI (1, A([0, p])) et
(60) Npy1=N, , |2 (Lyg1 — L)z ™|, <m
5 (M = Moo < | ™

En particulier, on constate que la suite IV,, est constante. Nous notons N la valeur
commune des matrices N,,.

Posons I'y, = 7, [|[2||,]J2=V]|,. Pour n assez grand, on a ||H,z= N — Hz=N|, <
Yl HY 5 e N, < [Hz=N]|, et done ||Hnz V||, = [Hz=V|, . Les majorations
(61) s’écrivent alors

(61) ||Ln+1 - Ln”p < Fn P ||M’ﬂ+1 - Mn)HP < Fn HHJ;_N" p

Comme les anneaux Mat (u, A([p, oo])) et Mat (,u, A([O, p]))) sont complets pour la
norme || - ||,, on constate que la suite L,, converge dans I’anneau Mat (u, A([p, oo]))

et que la suite M,, converge dans I'anneau Mat (u, A([o, p])) Nous notons L (resp.

M) la limite de la suite L,, (resp. M,).
Pour n assez grand, on a ||L — L,||, < ||a:N||;1||a:_N||;1 < ||L; ;1 et on constate

que L = (I+(L — L,)L;")L, appartient & Gl (u,A([p, oo])) De méme, pour n
assez grand, on a |[M — M,||, < 1 = [[H 7 =V ]|;* < [[M];! et on constate
que la matrice M = (I +(M — M,,)L,;*) M, appartient & Gl (/L,.A([(),p])).

Ona H =limH, = 2NLM et L = 2=V HM~! appartient & Gl (u,A(Iﬂ]O,p])) donc
en fait a Gl (mA(I U [p, oo])) De méme, la matrice M = L~'2~N H appartient &
Gl (,u,A(I N p, oo[)) donc en fait & Gl <u,A(I u [O,p])).

La convergence au sens de la norme |- ||, dans Mat (u, A([p,o¢]) ) implique la conver-

gence en chaque point de la couronne C([p, oc[). On a donc L(co) = lim L, (c0) = I.
La majoration (61) s’écrit :

\(mNLna:_N)ij — (xNLx_N)ij\p < < 1.
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Pour j < i (vesp. j > i), on a [(zVLyz™N);jl, < 1 (resp. (2N Lnpz=™N)il, < 1)
et donc |(#NL,27V);;|, < 1 (resp. |(@NLax=N);;|, < 1 ). Pour vérifier que la
matrice £ Lz~ appartient & 7* (,u, A([p, oo[)) , il reste & montrer que ses coefficients
diagonaux (xN Lz=N )ii = Lji; sont inversibles, c’est-a-dire n’ont pas de zéro, dans la
couronne C([p, oo[) Par hypothese la fonction (L,);; n’a pas de zéro dans le disque
C([p, ooD et donc |(Lp)ii|p = |(Ln)ii(00)] = 1. On a donc aussi |Ly;|, = |Li;i(00)| =1
et la fonction L;; n’a pas de zéro dans le disque C([p, o0]).

FExistence dans le cas ot p n'appartient pas a |K*| : Le corps complet E, contient K
et, par construction, p appartient a |E;\ Il existe donc une décomposition du type
cherché dans laquelle les coefficients de L (resp. M) appartiennent a Ap, (I U p, oo])
(resp. Ag, (I u o, p])) Mais on sait que cette décomposition est unique. Elle est
donc invariante par tout automorphisme continu de E, qui laisse les éléments de K
invariants (I'unique automorphisme 6, de E,/K tel que 0,(t) =t +a avec |a] < p en
est un exemple fondamental). Comme un élément analytique de E, qui est invariant
par tous ces automorphismes appartient & K, on constate que les coefficients de L

(resp. M) appartiennent en fait & A (I U [p, oo])) (resp. Ag (I'U [0,p]))). O

19.3. Variantes. — Dans les théoremes de Birkhoff, les points 0 et co jouent un role
dissymétrique et I’ordre des matrices est important. En appliquant ces théorémes a la
matrice H~! puis & la matrice H(1/z), on démontre facilement les variantes suivantes.

Théoréme 19.19. — Soit I C [0,00] un intervalle, J C I un intervalle fermé, H
dans Gl (u, F(I)) et S C C(J) un ensemble de points fermés. On a H = ML avec L
et M ayant les mémes propriétés que dans le théoréme 19.4.

Théoréme 19.20. — Soit I C|0,00[ un intervalle, soit p dans I et soit H une ma-
trice de Gl (u, A(I)), On a une unique décomposition H = MLz~ dans laquelle N,
L et M ont les mémes propriétés que dans le théoréme 19.18.

Théoréme 19.21. — Soit I C|0,00[ un intervalle, soit p dans I et soit H une ma-
trice de Gl (p, A(I)). On a deuz (uniques) décompositions de la forme H = a™N LM
et H=M'L'zN" dans lesquelles

— N et N’ sont diagonales a coefficients dans Z,

— M et M’ appartiennent a Gl (u, A(I U [p, oo])),
— L et L' appartiennent ¢ Gl (ﬂ,.A(I U [07p])> et L(0) = L'(0) = I,
— les matrices aNLa=N et =N L'aN" appartiennent o T (,u, A(Jo, p])) .

En combinant ces théoremes, quitte éventuellement a oublier certaines des conclu-
sions, on obtient des résultats qui nous seront utiles.

Corollaire 19.22. — Soit p dans |0,00[. Toute matrice H de Gl (M,A [p])) est le
produit d’une matrice L de Gl (u, .A([O, p])) et d’une matrice M de Gl (,u, A([p, oo[))
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Preuve. — C’est le théoreme 19.20 (resp. 19.18 selon I'ordre dans lequel on veut faire
le produit) dans lequel on a noté L la matrice 2™V L (resp. Lz~"). Le théoreme 19.21
permettrait d’ailleurs de mettre la “singularité” en 0 au lieu de Uinfini. O

Corollaire 19.23. — Soit I et J deuz intervalles contenus dans [0,00[ et d’inter-
section non vide. Toute matrice H de Gl (,u, A(IN J)) est le produit d’une matrice L
de Gl (p, A(I)) et d’une matrice M de Gl (p, A(J)).

Preuve. — Si I C J, le résultat est évident en prenant L = I. Sinon on choisit p # 0
dans I N J. Quitte & échanger I et J, on peut supposer que I = (o, 3) et J = (v,9)
avec < v < p < B <6 < . La décomposition H = LM du corollaire 19.22
convient car, par construction, L appartient & Gl (,u,.A([O,p])) mais L = HM™!

appartient aussi & Gl (,u,A([p,oo[ﬂI N J)) =Gl (,u,A([p, B))) Donc L appartient
a Gl (/J,.A([O,B))) et en particulier & Gl(u, A(I)). On montre de méme que M
appartient & Gl (u, A(J)). O

Corollaire 19.24. — Soit p dans ]0,00[ et H dans Gl (,u,A([p])). On a

1. H=LM 2. H=M'L 3. H=LM 4 H=MTL
avec L et L' dans T* ,u,A([p,ooD), M et M’ dans Gl u,A(]O,p])),
L et L' dans T* ,u,A(]O,p])), M et M' dans Gl u,A([p,oo[)).

Preuve. — Dans le théoreme 19.18 (resp. 19.20, 19.21 ), on note L (resp. L', L et
L) la matrice ¥ L= . On trouve alors la décomposition 1. (resp. 2., 3., 4.). O

Dans le corollaire suivant, on cherche & “normaliser” une matrice de Gl(u, F(I))
en la multipliant par une matrice ayant l'infini pour seule singularité.

Corollaire 19.25. — Soit I C [0,00] un intervalle, soit p > 0 dans I et soit H une
matrice de Gl(p, F(I)). On a une décomposition de la forme H = LM avec L dans
TP (p, F(I)) et M dans Gl (u,A(]O, oo[))

Si p appartient a |K*|, on peut choisir M dans Gl (u,A([O, oo[))

Preuve. — Comme H appartient a Gl(u, F([p])), d’apres le corollaire 19.8, on a H =
LM, avec Ly dans 77 (,u,K(J;)) et M; dans Gl (M,A([p])).
Le théoréme 19.24-3 donne M; = LoMs avec Lo dans 77 (M,A(}O,p])) et M, dans

Gl (1, A([p, o0]))-
Le théoreme 19.24-1 donne My = L3Ms; avec L3 dans 7"’(@,%1([,0,00[))7 et My

dans Gl (M,A(]O,p])). Mais M3 = L3 ' M, appartient aussi & Gl (u, A([p, oc[)), donc

M3 appartient en fait & Gl(u,.A(]0, o0])).
Comme A([0,00[) C F(I), L = L1LyLs = HM;3 " appartient & Gl (u, F(I)) (si I
contient 0, il faut remarquer que les coefficients de M, ! w’ont que des poles en 0). O
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19.4. Applications aux modules différentiels. — Une application directe est
le “recollement” des modules différentiels.

Corollaire 19.26. — Soit I et J deux intervalles contenus dans [0,00[ et d’inter-
section non vide, soit M (resp. N') un A(I) (resp. A(J))-module différentiel de rang
. Si AINT) @) M et A(INJT) @405y N sont des A(I N J)-modules différentiels
isomorphes, alors il existe un A(IUJ)-module différentiel Q de tel que le A(I) (resp.
A(J))-module différentiel A(I) @ acruyy @ (resp. A(J) @a1ug) Q) est isomorphe a
M (resp. N).

Preuve. — On choisit des bases de M et N et on note G et F les matrices représentant
la dérivation dans ces bases et H la matrice de Gl, (A(INJ)) qui représente l'isomor-
phisme entre M et N dans ces bases.

D’apres le corollaire 19.23, il existe une matrice L de Gl, (A(J)) et une matrice
M de G, (A(I)) telles que H = LM. On considere le A(I N J)-module différentiel

Q obtenu par 'isomorphisme représenté par la matrice L a partir de M (et donc par
I'isomorphisme représenté par la matrice M ~! & partir de A). Le calcul fait dans la
proposition 19.30 montre que la matriceE qui représente la dérivation D dans Q, est
donnée par les formules

(62) E=L"YGL-D(L)) = (MF + D(M))M*l.

En particulier ses coefficients appartiennent & A(I) N A(J) = A(I U J). Autrement
dit, Q est de la forme A(INJ) ® 4¢7us) Q- Maintenant la formule (62) rend explicite
les isomorphismes cherchés. O

Mais I'application principale des théoremes de Birkoff est 1’élimination des singu-
larités apparentes()). Rappelons que I'on note F(I) le corps des fractions de A(T).
Soit M un A(I)-module différentiel. Une base ¢ de F(I) ® 4(r) M, méme si elle est
contenue dans M, n’est pas forcément une base de M. La matrice G qui représente
la dérivation d/dx dans la base e peut en effet présenter des singularités apparentes
c’est-a-dire des points géométriques) a en lesquels la matrice G a une singularité.
C’est le cas si (et seulement si) I’équation différentielle D(X) = GX a une solution
dans Gl (i, K((z — a))) mais pas dans Gl (i, K[z — a]).

Les contructions du paragraphe 8.3 donnent des bases (cycliques) de I’espace vec-
toriel F(I) ® 4¢1y M dont la matrice de la dérivation est “petite”. Malheureusement,
elles introduisent des singularités apparentes. En supprimant ces singularités, on ob-
tient des bases du A(I)-module différentiel initial tout en gardant une petite matrice
de dérivation.

Corollaire 19.27. — Soit I C|0,00[ un intervalle, soit M un A(I)-module dif-
férentiel et soit p dans I.

1) Si Ray(M,p) > wp, il existe une base de M dans laquelle la dérivation est
représentée par une matrice G vérifiant p ||G|, < 1.

(1D Plus précisément, profitant du fait que la droite projective est de genre 0, on déplace toutes les
singularités apparentes vers le méme point (en général 0 ou linfini).
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2) Si Ray(M, p) < wp , il existe une extension K' de K et une base du Ag/(I)-
module différentiel Ag/(I) @4, 1y M dans laquelle la dérivation est représentée par
une matrice G qui vérifie |G|, = w Ray(M, p)~*.

Preuve. — Montrons le résultat 1). D’apres le théoreme du vecteur cyclique, il existe
une base cyclique m de F(I) ® 45y M. D’apres le corollaire 8.8, la matrice Gy, qui
représente la dérivation dans la base m vérifie |G|, < 1/p.

Soit ¢ une base de M et soit H la matrice de GI(F(I)) telle que m = He et soit
H = TS la décomposition donnée dans le corollaire 19.25. Comme S appartient a
Gl(u, A([0,0[)) € GI(A(])), la famille f = T-'m = Se est une base de M. La
matrice représentant la dérivation dans la base § vaut

Gy = (D(S)+SG)S™ =T (= D(T) + GuT).

Les matrices S, S™! et G, appartiennent & Mat (A(I)) Il en est donc de méme de la
matrice Gj. Par ailleurs, comme ||T||, = [|T7!||, =1, on a

1Gillp < max([[Gull, [D(T)]],) < 1/p-

Pour le résultat 2), on utilise le corollaire 8.8 au lieu du corollaire 8.7. O

Remarque 19.28. — La base construite dans le corollaire 19.27-1 dépend de
maniére fondamentale du nombre p. Plus précisément un A(I)-module différentiel
M tel que Ray(M, p) > wp pour tout p dans I ne posseéde pas, en général, de base
pour laquelle la matrice G qui représente la dérivation vérifie p||G||, < 1 pour tout
nombre p de I.

Dans le corollaire 19.27, il y a un A(I)-module différentiel sous jacent. Mais le
vrai probléeme d’élimination des singularités apparentes concerne les F(I)-modules
différentiels n’ayant que des singularités apparentes. On veut alors montrer qu’ils
proviennent de A(I)-modules différentiels. Commencgons par comparer les catégories
MLC (A(I))et MLC (F(I)).

Proposition 19.29. — Pour I C [0,00], le foncteur © : MLC (A(I)) — MLC (F(1))
défini par O(M) = F(I) @ 41y M est pleinement fidéle.

Preuve. — Soit M et N deux objets de MLC (A(I)) pour lesquels il existe un mor-
phisme F(I) ® 4y N = F(I) @ 41y M de la catégorie MLC (F(I)). Nous choisissons
une base f de N (resp. g de M) et nous notons F' (resp. G) la matrice, a coeflicients
dans A(I), qui représente la dérivation D dans cette base. Le morphisme ¢ est alors
représenté par une matrice H a coefficients dans F(I) qui vérifie la relation

(21) D(H)=GH - HF

Si la matrice H avait un pole d’ordre n > 0 en un point (géométrique) a de la
couronne C(I), la matrice D(H) aurait un pdle d’ordre n + 1 en ce point (fini) alors
que la matrice GH — HF y aurait un pole d’ordre au plus n ce qui contredirait la
relation (21). Donc, en fait, les coefficients de la matrice H appartiennent a A(I) et
le morphisme ¢ vient d’un morphisme de MLC (A(I)). O
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Bien entendu, le foncteur © n’est pas essentiellement surjectif mais nous allons
démontrer qu’étre dans 'image essentielle de ce foncteur est une condition locale.
C’est le résultat qui permet d’éliminer les singularités apparentes.

Théoréme 19.30. — Soit I C [0, 00[ un intervalle et soit M un F(I)-module diffé-
rentiel n’ayant, dans la couronne C(I), que des singularités apparentes'? . Si Uinter-
valle I est fermé ou si le corps K est sphériquement complet, il existe un A(I)-module
différentiel M tel que M = F(I) ®ar M.

Preuve. — Soit G la matrice qui représente la dérivation dans une base g de M et
soit J un intervalle fermé contenu dans I. Comme l'intervalle J est fermé, chacun
des coefficients de G n’a qu'un nombre fini de poles dans la couronne C(J). Notons
n(g) le nombre de points fermés de la couronne C(J) en lesquels I'un, au moins, des
coefficients de G a un péle. On choisit la base g de telle sorte que n(g) soit minimal
et on va montrer que n(gy) = 0.

Supposons n(gy) > 0 et soit a un podle de la matrice G qui représente la dérivation
dans la base g;. Notons P le polynome unitaire minimal de a. Par hypothese, il existe
une base f de M dans laquelle la matrice F' qui représente la dérivation D n’a pas de
pole en a. La matrice H de changement de base entre les bases g; et f appartient a
Gl (u, F(I)) et vérifie la relation D(H) = GH — HF (voir (21)). D’apres le corollaire
19.7, on a H = LM, avec

— M dans Gl (,u,A(I)C(I)_{a}) c’est-a-dire en particulier M et M~! sans pole en
aucun des conjugués de a

— L dans Gl (u, [z, %]), c’est-a-dire n’ayant de pole qu’a l'infini et aux conjugués du
point a.

On effectue, a partir de la base gy, le changement de base associé a la matrice L.
Dans la nouvelle base ¢ la matrice F, qui représente la dérivation D, est donnée par
la relation D(L) = GL — LE, c’est-a-dire

E=L""GL-D(L)).

On constate que la matrice E' n’a pas de pole dans la couronne C(J) autres que ceux
de G (y compris a priori en a), donc n(e) < n(gs). Mais la formule :

E = L (GHM—1 - D(HM—l)) =L (GH — D(H) + HM—1D(M))M—1
. (HF + LD(M))M—1 - (MF + D(M))M—1

montre que E n’a de pdle en aucun des conjugués de a. On a donc n(e) < n(gy) ce
qui contredit la minimalité de n(gys). Ceci achéve la démonstration dans le cas ou
I'intervalle I est fermé.

Notons M(J) le sous-A(J)-module différentiel de M engendré par la base g;.
Pour J C J’, les F(J)-modules différentiels F(J) ® 45y M(J") et F(J) ®4¢5y M(J)
sont isomorphes (car tous les deux isomorphes a F(.J) ® ;) M). D’apres la propo-
sition 19.29, les A(J)-modules différentiels A(J) ® 4(7) M(J") et M(J) sont donc

(12) ¢’est-a-dire si, pour chaque point a de C(I), le module différentiel M a une base dans laquelle la
dérivation D est représentée par une matrice dont les coefficients n’ont pas de pole en a
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isomorphes. On constate que les M(J ) forment un faisceau localement libre sur la
couronne C(I). Puisque le corps K est supposé sphériquement complet, le théoreme
4.40 assure que le A(I)-module M des sections globales de ce faisceau est libre. Il est
alors clair que M est stable par la dérivation D et que F(I) ®4(r) M ayant la méme
dimension et méme action de D que M est isomorphe a ce dernier. O

20. Frobenius

Dans ce paragraphe, nous étudions comment se transforment les modules différen-
tiels par le changement de variable ¢(x) 4 2P, Son effet sur le rayon de convergence
(proposition 20.10), lorsque celui-ci est assez grand, est trés différent de celui des
changements de variables q(x) = 2 pour d non divisible par p. Diminuant alors
le rayon de convergence, il permet, par itération, de ramener 1’étude d’un module
différentiel de “grand” rayon de convergence a celui d’un module différentiel de “petit”
rayon de convergence pour lequel le théoreme 8.6 s’applique.

Le cas des A([0, p[)-modules différentiels (on parle alors de point ordinaire) est
relativement simple et traité dans [10]. Le cas oli 'on autorise une singularité réguliére
en 0 est déja plus difficile (voir [12]). Le cas général de MLC (LA(I)) est démontré
dans [13]. Nous en donnons ici une version simplifiée qui élimine certaines restrictions
techniques et permet d’obtenir le meilleur résultat possible.

20.1. Foncteur de Frobenius. — Soit I un intervalle et soit ¢ un élément de
A(I) vérifiant |p(x) — 2P|, < pP pour tout p dans I. Avec les notations de 'exemple
6.27, on a p(I) = IP © {pP; p € I} et on constate que I'application ¢*, définie par
©*(f) = fop est un changement de variable (injectif) de A(IP) dans A(I).

Si, maintenant, M est un A(I?)-module différentiel (resp. un F(I?)-module
différentiel), 'image inverse *(M) par le changement de variable ¢* (définition 6.30)
est un A(7T)-module différentiel (resp. F(I)-module différentiel). Plus précisément, si
¢ est une base de M dans laquelle la dérivation est représentée par la matrice GG, alors
©*(M) a une base ¢*(e) dans laquelle la dérivation D est représentée par la matrice
D(p)¢*(G). De plus, ¢* est un foncteur exact de MLC (A(I?)) dans MLC (A(I))
appelé foncteur de Frobenius.

En fait, pour les modules différentiels ayant un rayon de convergence suffisamment
grand, le foncteur de Frobenius ne dépend pas du choix de la fonction ¢.

Proposition 20.1 (indépendance par rapport au relevement)

Soit p1 et o des éléments de A(IP) tels que |p;(z) — 2P|, < p? pouri=1,2 et p
dans I. Soit M un A(I?)-module différentiel tel que Ray(M, pP) > |p1 — @2, pour
tout p dans I. Les A(I)-modules différentiels pf(M) et p5(M) sont isomorphes.

Preuve. — Choisissons une base ¢ de M et notons G la matrice de D® dans la base
¢. Inspirés par la définition (34) de la résolvante Y et ses propriétés (proposition
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8.3), nous posons
o0 1 N
H=Ye(p1,92) Z; — p2)°.
s=0

Par hypotheses, on a [p;|, = 2P|, = p” et en particulier

s)||;1/*>hmmf|\a ||—1/ > Ray (M, p7) > |1 — @3,

lim inf ||3(G
S§4—00 S4<—00

On constate donc que les coefficients de la matrice H appartiennent a A(I). Mais
d’apres les formules (35¢) et (35a), on a

— 1
H™ YG 8027901 Z; ) (o2 — 1)
s=0

Cette matrice est aussi & coefficients dans A(I). Autrement dit, la matrice H appar-
tient & Gl(p,. A(I)). Maintenant, les formules (35b) et (35¢) montrent que

D(H) = ¢1(G) H — ¢5(G) H.

Ceci signifie cette matrice inversible réalise un isomorphisme horizontal entre ¢f (M)
muni de la base ¢ (e) et ¢5(M) muni de la base @3 (e). O

Remarque 20.2. — Dans ce livre, le foncteur de frobenius va étre utilisé pour
létude des modules différentiels ayant un “grand” rayon de convergence (voir remar-
que 20.18). Dans ce but on n’a besoin que d’une seule fonction ¢ et, pour simplifier,
on choisit pp(x) = zP.

Toutefois, on a parfois besoin de considérer d’autres frobenius. Par exemple, lorsque
lon change d’origine, le frobenius ¢g(x) = 2P devient p,(z) = (a + x)? — aP. Comme
loa — wolp, = |plmax{|alpP~!,|a|P~1p}, on constate que p, est un frobenius, au
sens olt nous l'avons défini, si |a|] < w™!p c’est-d-dire si I Cwa,o0]. La proposi-
tion 20.1 dit alors que les modules différentiels % (M) et ¢f(M) sont isomorphes si
Ray (M, pP) > |pa — ¢ol, = |p|lalP~!p pour tout p dans I. D’un autre coté, on verra
que le frobenius est surtout intéressant pour les modules différentiels M tels que
Ray (M, pP) > pPwP = |p|lwp?, c’est-a-dire pour lesquels p*(M) a un grand rayon de
convergence. On constate que la proposition 20.1 ne permet de conclure dans ce cas
que si I CJw™Y®P=Ya, 00] ce qui exclut la situation fondamentale |a| = p = 1. Cette
proposition sera pourtant suffisante dans la plupart des situations, et en particulier
dans le cas particulier des R-modules différentiels (proposition 21.1).

Désormais, on va supposer que ¢(x) = zP.
En fait la plupart des résultats concernant le foncteur ¢* restent vrais pour un frobe-
nius ¢ quelconque. Il faut pour cela utiliser la condition 20.3-2 comme définition de
I’opérateur 1 en remplacant les racines p-emes de 'unité { par les racines de I’équation
©(¢) = 1. Ce travail est en grande partie fait dans le paragraphe 17 de [46].
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20.2. L’opérateur ¢ de Dwork. — Nous construisons un inverse a gauche ¢ de
Popérateur ¢* agissant sur les anneaux A, (r). Le fait que cet inverse n’existe que si
r est assez grand sera fondamental dans ce chapitre.

Rappelons que 'anneau B, (r) (des fonctions analytiques bornées dans le disque
{Jx — a] < r}) est muni d’une valeur absolue définie par

‘ i as(z —a)’
s=0

et que la famille des valeurs absolues {|-|4,r }o<r<, munit 'anneau A, (p) = Ur<, B (1),
des fonctions analytiques dans le disque {|z — a| < p}, d’une topologie de Fréchet.

= sup |as|r®
s>0

a,r

Lemme 20.3. — Soit Q une extension de K. Pour P = ZZ:O asz® dans Qlz], on
définit des polynomes @*(P) et ¥(P) de Q[z] en posant

d
" (P)(x) = P(a?) = > aa? ,  (P)(x)= > ape’.
s=0

0<sp<d

L’application ¢* est un homomorphisme d’algebre et lapplication i est Q-linéaire.
Pour a dans Q* et wla] <r < |al, on a

L 9(Qe(P)=v@P 2. ¢ (P) () =pT L PC)
3. |90*(P) a,r = |P‘a1’,rp ) 4. ‘w(P”aP,'r’P < |p|71|P|a,'f )
5. xD(¢*(P)) =pe*(«D(P)) , 6.  aD(¢(P)) =p '¢(xD(P))
Preuve. — L’égalité 1. est facile a vérifier et I’égalité 2. vient de ce que
d
1 Z P(¢x) = Zozs:zrs1 Z ¢’ = Z apsxP?
P oo s=0 P oo 0<ps<d

Pour ’égalité 3., commencons par le cas d’un polynéme P(x) = z — « du premier
degré. Pour r < |al|, c’est-a-dire r? < |aP|, on a

|Plar e = | — &|gp rp = |aP —a+ 2 — aPler p» = max(|a? — af,7P).

D’autre part, on a
p—1
o*(P)x)=(r—a+a)) —a=d’ —a+ (zr—a)’ + Z <p>a”_s (z —a)’.
s
s=1

Si1<s<p, (p
S

] (Z) (0 - )|

Finalement, pour r < |a| < rw™

™ (P)
La continuité des applications r — | - |4, permet de prolonger cette égalité au cas
r = wla|, Ce qui acheve la démonstration de 3. lorsque P est du premier degré.
Soit maintenant P un polynéme de degré plus grand que 1. Quitte a I’agrandir, on

) est divisible par p et alors on trouve pour |a| < rw™!

w w

_ r

= Iplla["~*r* < |pl(=
o w
L on obtient

a,r = (max (|ap —al, |z — a|§7,.) = max (|ap - oz|,rp) = |P|gp rr.
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peut supposer que le corps 2 est algébriquement clos. Le polynome P est alors un
produit de polynémes du premier degré et 1’égalité 3. résulte de ce que les applications
P +— |P|q,r, d’une part, et ¢*, d’autre part, sont multiplicatives.

Pour 1’égalité 4., on remarque que, pour (P =1, on a |(¢ — 1)a| = w|a| < r soit :

ch - ala,r < max{|(( - 1)a|, |C<$ - a>|a7r} = \x —a

a,r

En décomposant le polynome P en un produit de polyndémes du premier degré, on
trouve donc, |P(Cz)|ar < |P(2)]ar. Mais, comme z = (~1(Cz), on a aussi I'inégalité
dans l'autre sens, donc |P(¢z)|q,r = |P(x)|a,r. Les résultats 3. et 2. donnent alors

1
9P = | b (Plar = | 30 P(Co)| < 1ol ™ IPlas

¢r=1
Les égalités 5. et 6. découlent immédiatement des définitions. O
Remarque 20.4. — La majoration 4. ne peut pas étre améliorée car on peut avoir

¥ (P) = 0 (pour P(x) = z par exemple) mais, & 'opposé, pour P(x) = (a —x)P~*, on
a Y(P) = aP~! et, pour r = wla|, on trouve

|[Plag = """ =P HalP™ = |p| [ (P)]ar,rv-

Ezxercice 20.5. — Montrer que, pour 0 < r < wla|, on a |¢*(P)
RP = |p|lafP~r.

ar = |Plar,r avec

Les conditions 20.3-3 et 20.3-4 expriment que, si wl|a| < r < |a|, les applica-
tions linéaires ¢ et ¢ sont continues pour les normes | - |4, €t | - |gp rp. Or Ay (R)
(vesp. Agr (RP)) est, pour € > 0, le complété de Q[z] pour la topologie définie
par la famille de normes {| - |a*r}R—£<r<R (resp. {|- |‘“’v“”}R—a<r<R)‘ Donc, pour
w|a| < R Papplication ¢ (resp. ¢) se prolonge par continuité en un homomorphisme
d’algebre de Agqr o(RP) dans A, o(R) (resp. une application Q-linéaire de A, q(R)
dans Ag» o(RP)) et le lemme 20.3 devient la proposition suivante.

Proposition 20.6. — Soit a # 0 dans une extension Q de K, soit wla] < R < lal,
soit f dans Agr (RP) et soit g dans Ay q(R). On a

L oge™() =v)f , @ (g) (@) =p 'Y coy9(C)

2.
3. “P*(fﬂa,r = ‘flaf’,r” ) 4. |1/)(g)|a1’,r” < |p|_1|9|a7r )
5. xD(¢*(f)) =pe*(xD(f)) , 6.  xD(¥(g)) =p '¢(xD(g))

Remarque 20.7 (fondamentale). — La condition R > w|a| est indispensable dans
la proposition 20.6. On le constate d’abord parce que, sinon, la relation 20.6-2 n’aurait
pas de sens. En effet, pour |z —a] < R < wla|, on a |[(z —a| = |( — 1||z] =w|a] > R
et une fonction g de A,(R) n’est, en général, pas définie en (x pour x dans D(a,r)
et ¢ # 1. Mais, plus profondément, il est impossible de définir sur A, (w\a|) une
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application v satisfaisant la condition 20.6-1 car la fonction

fla) = i (1/P)aps(x ) = (1 L _ap>1/p L1 (1)

s aP
s=0

appartient & Agp» (wp|a|p)7é 0 alors que ©*(f) = a~'x et donc Yo* (f) = 1/1(@ x) =0.

Comme A(I) (resp. A(IP)) est le complété de K[z, 1] pour la topologie définie

par la famille de normes {|-|, = "|tﬂ’p“}p61 (resp. {||p» = |~|t5’pp}pel), lapplication

¢ (resp. 1) prolongée & K[z,2~!] par la formule ¢*(z7"P) = = "Pp*(P) (resp.
Y(x~™PP) = 7 ")(P)) se prolonge, par continuité, en un homomorphisme d’algebre
de A(I?) dans A(I) (resp. une application -linéaire de A(I) dans A(I?)). On trouve
facilement :

" <Z asxs> = Zasxps , ) (Z asars> = Zapsxs.
SEZL SEZ SEZL

et, directement ou en utilisant le lemme 20.3, on obtient la proposition suivante.
Proposition 20.8. — Soit f dans A(I?), g dans A(I), x dans C(I), et p dans I.

Ona 1.  Y(ge"(f)) =2 f , 2. rp(9)(x) =p Yoy 9(Ca)
3. e (Dl =Iflw L 1 P ) i ] P
5. xD(¢*(f)) =pe*(zD(f)) , 6.  xD(¥(9)) =p ' (xD(g))

En fait, opérateur 1 se prolonge au corps F(I) des fractions de ’anneau A([).

Lemme 20.9. — Soit J un intervalle fermé et soit g un élément de F(J).

1. Il existe un unique élément Y(f) de F(JP) tel que o*)(f)(z) = pilz@:lf(gsc)
pour tout point x de C(J) pour lequel aucun des (x n’est un péle de f.
2. 1l existe, de maniere unique, des éléments f; de F(JP) tels que

f EzonO()

Preuve. — Comme l'intervalle J est fermé, il existe d’aprés le corollaire 2.25 un
polynéme P de K|[z] et une fonction g de A(J) tels que f = %

Posons Q(z) = [[¢»—; P(Cx) (les racines de @ sont exactement les points = de C(J)
pour lesquels I'un au moins des (z est un pole de f). Il vient

S HGa) = g avee b= Y oo [ P
& o1 er=1,64¢

Par construction, h appartient & Ag[¢(J) et Q appartient & K[(, x]. Mais comme h et
() sont invariants par toute permutation des racines p-iemes de 1'unité, h appartient
en fait & A(J) et Q & K[x].

(13)plus précisément, /P désigne ici la racine p-itme de x qui est dans le disque D(a,w|al)
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Preuve de 1.— Pour toute racine p-iéme de I'unité 6, on a :

= [I Py =0  hOx)=3) gchz) [ P(&hx)=hiz)
(6¢)P=1 ¢r=1 EP=1,£#¢
Donc h(z) = p~t Y gy = ¢*t0(h)(z)h(0z et, de méme, Q = ¢*(¥(Q). En partic-

ulier, ¥(Q) # 0 et la fraction rationnelle ¥(f) = :f((g))

L’unicité est une conséquence de l'injectivité de ¢*.

Preuve de 2.— Si f = Zp o T'¢*(fi) , on constate que f; = ¢(z~*f) montrant ainsi
'unicité des f;. Pour 0 < i < p, on pose donc f; = ¥(z~¢f). Les f; appartiennent
alors a F(JP). Si f(m) =Y .z ast® appartient a A(J), on trouve

Z(zfgx Zafo(Sl: Z asx’®

CT’ 1 SEZ CT’ 1 s=i mod p

convient.

et on constate bien que f(z) = Zf;o > s=i mod p@s%°. Mais on a vu que toute
fonction f de F(J) sécrivait sous la forme h/¢*(Q) avec @ dans K|z et h dans
A(J). Dans ces condtions, on a f; = h;/Q et on vient de voir que h = ZZ o zho*(hy)

donc f = h/¢*(Q) = Y07 wip*(hi/Q) = X075 xi*(fy). o

20.3. Frobenius et rayon de convergence. — Le lien entre les rayons de con-
vergence d'un A(I?)-module différentiel et ceux de son image par Frobenius sont
fondamentaux dans la théorie. Ils sont a I'origine du comportement particulier de la
ramification x — 2P (qui ne change pas la pente p-adique) par rapport aux autres
ramifications = + 2% pour d premier & p (qui multiplient la pente par d).

Dans tous les résultats énoncés, il faut exclure, par des hypoteses convenables, le
module différentiel A(IP) /P qui a un comportement pathologique dans ce contexte.
En effet, il a un rayon de convergence égal a w?pP pour tout nombre p? de U'intervalle
I? alors que son image par Frobenius est isomorphe & A(I) et a donc un rayon de
convergence égal a p pour tout nombre p de l'intervalle I.

Proposition 20.10. — Soit M un F(IP)-module différentiel et soit p dans I.

On note g une base de M, G la matrice représentant la dérivation D dans cette
base, t, un point générique tel que |t,| = p et on note X la matrice, & coefficients
analytiques dans un disque de centre th, telle que D(X) =G X et X(th) = L.

1. Si Ray(M, pP) > pPwP alors Ray(* (M), p) = Ray(M, pP)1/7.
2. Si Ray (¢*(M),p) > pw et si la matrice Pop™ (X)(th) (19 est inversible, alors
Ray (M, p") = Ray (¢*(M), p)".

Preuve. — Notons Gy (resp. Fy) la matrice représentant 'opérateur D® dans la
base g de M (resp. ¢*(g) de ¢*(M)). Comme D(p*(X)) = pzP ' G(aP)p*(X) et

(14)Les coefficients de X ont un rayon de convergence égal & Ray(M, pP) et, a priori, ce nombre
pourrait étre inférieur & wPp?. On ne peut donc pas appliquer le résultat 20.6-3. A posteriori, ce
résultat s’appliquera et montrera qu’en fait 1op*(X)(th) = X (¢) =T
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©*(X)(t,) = I, on trouve

X (2) ZG tp (¥

Par définition du rayon de convergence et son interprétation dans la proposition
8.4.2, la matrice X et (resp. ¢*(X)) appartient a Gl (u,.Atg(Ray(M,pp))) (resp.

Gl (1 Aup (Ray (9" (M), 0)) ).

Compte tenu de cette interprétation, pour démontrer le résultatl. il suffit de remar-

quer que, si Ray(M, pP) > pPwP

— d’apres la proposition 20.6-3, on a Ray(¢*(M), p) > Ray(M, p?)1/,

— d’apres la proposition 20.6-3, on a X = ¢.p*(X),

— d’apres la proposition 20.6-2, on a donc Ray(M, pP) > Ray(¢* (M), p)P.
Démontrons maintenant le résultat 2. Par hypohese, les coefficients de la matrice

Y = ¢*(X) appartiennent & A;,(R) avec R = Ray(¢*(M),p) > wlt,|. D’apres la

proposition 20.6.2, les coefficients de la matrice 1(Y’) appartiennent a Az (RP). Or

—t 0

=Y E) I = o)

=0

* * 1 *
@ (prD(U(V)) = #D(g"w(¥)) = 37 aCD(V)(Cx) = ¢ (2D(Y)
r=1
= P U (pp"(2G)Y) = pp” (2G Y (Y)),
donc D(4(Y)) = G¢(Y). Si la matrice ¢(Y)(2) est inversible, les colonnes de
la matrice (Y) forment une base de solutions de I’équation D(X) = GX. Donc
Ray (M, pP) > RP > wp et on peut appliquer le résultat 1.(1%) O

Ezxercice 20.11. — Soit M un A(I?)-module différentiel et soit p dans I. A Daide
de l'exercice 20.5, montrer que l'on a

p~" Ray(¢" (M), p) = min ( (o~ Ray(M, ")) "*, [plo™" Ray (M, p7)).

Trouver un module différentiel pour lequel 'inégalité précédente est stricte.

20.4. Unicité de ’antécédent. — Dans ce paragraphe, on montre la pleine fidélité
du foncteur de Frobenius (proposition 20.12) et on en déduit 1'unicité de 'antécédent
c’est-a-dire que deux modules différentiels dont les images par Frobenius sont isomor-
phes sont eux-méme isomorphes (corollaire 20.14).

Proposition 20.12. — Soit I un intervalle et soit M et N deuz F(I?)-modules
différentiels. S’il existe p dans I tel que Ray(M, pP) > wPpP et Ray(./\f,pp) > wPpP,
alors lapplication p* de Homx(ry(p (M N) dans Homr(1y(p) ( ,@*N) est sur-
jective.

(15)Voir la remarque 20.7 et la note 14 pour comprendre les finesses de cette démonstration.
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Preuve. — D’apres le corollaire 8.7 (ou le corollaire 8.8 si Ray(M, pP) > wpP) , si
on choisit une base pseudo-cyclique g (resp. f) de M (resp. N) dans laquelle la
dérivation est représentée par une matrice G (resp. F'), alors

w 1

P ) D w D — — -1
63) NGl =P IGllw < P i < P = ot =

(resp. ||zF|,» < |p|='). Tout morphisme s entre p*(M) et ©*(N) est représenté
dans les bases ¢*(g) et ©*(f) par une matrice H de Gl(p, F(I)) qui vérifie la relation

(21) xD(H) =2xGH — HxF.
D’apres le lemme 20.9-2, on a H = Zf:_ol xip*(H;) on H; est une matrice & coefficients

dans F(IP). La relation (21) s’écrit
iH; + px D(H;) = px(FH; — H;G).
Les relations (63) et ||eD(H;)||» < ||Hi||,» donnent
|iH| pr < max{||pz D(H;)l|pr, [|p2F Hillpr, | Hi prGllor} < || Hil| pr-
On en déduit que H; = 0 pour ¢ # 0. Donc H = ¢*(Hj) et la matrice Hy représente,
dans les bases g et §, un morphisme sq entre M et N tel que ¢*(sg) = s. O

Remarque 20.13. — On démontre le méme résultat pour la catégorie MLC (A(T))
au lieu de MLC (F(I)). Il suffit pour cela de remplacer le corollaire 8.7 par le corollaire
19.27.

Corollaire 20.14. — Soit J un intervalle fermé et soit M et N deuz A(JP)-modules
différentiels tels que F(J) @a(y) @* (M) et F(J) @41y ¢*(N) sont isomorphes. S’il
existe p dans J tel que Ray(M, pP) > wPpP et Ray(N, pP) > wPpP, alors M et N
sont isomorphes.

Preuve. — Par hypothese, on a un isomorphisme
FFI) & M) =FU) & ¢ (M)BF) & ¢ (N) =6 (F") @ N)

D’apres la proposition 20.12, celui-ci provient d’un isomorphisme

FJ?) @ M—=FUJ?) @ N.
A(JP) A(JP)

qui, d’apres la proposition 19.29, provient lui-méme d’un isomorphisme M —A. O

20.5. Existence de I’antécédent. — Dans ce paragraphe, on montre I’essentielle
surjectivité du foncteur de Frobenius dans le cas d’un intervalle fermé (théoreme
20.15). Pour obtenir un résultat analogue dans le cas d’un intervalle quelconque, on
devra supposer le corps sphériquement complet (corollaire 20.16).

Théoréme 20.15. — Soit J un intervalle fermé et soit M un A(J)-module différen-
tiel. Si Ray(M,p) > wp pour tout p dans J, il existe un (unique) A(JP)-module
différentiel N tel que M = p*(N) et Ray(N, pP) = Ray(M, p)P pour tout p dans J.



LE THEOREME DE TURRITTIN p-ADIQUE 157

Preuve. — On va construire une base de M dans laquelle la matrice de dérivation
est de la forme pz?P~1p*(E).

Soit G la matrice qui représente 'opérateur D dans une base g de M, pour p dans
I'intervalle J, soit X¢,, la solution au voisinage du point (générique) t, du systeme
D(X) = GX telle que X(t,) = I. Par définition du rayon de convergence d’un
module différentiel, la matrice X¢ , appartient & Gl (u, Atp(Ray(/\/l7 p)))

Soit Y la matrice résolvante définie par la formule (34). Si ¢ est une racine p-éme de
Punité, comme Ray(M, p) > wp > |¢ — 1| pour tout p dans J, la matrice Y (Cx,x)
appartient & Gl (i, A(I)) et, pour {|z —t,| < Ray(M,p)}, on a

Yo(Cx,x) = X ,(Cx) Xg p(x) 7!

Reprenant les notations du lemme 17.2, pour chaque matrice diagonale A dont les
coefficients A; sont dans {0,1,...,p — 1}, on considére la matrice :

o 1 _ N _
(64) Ha=a %Sgaa=- Y (6o) Ya(éx,2) = p"v(z™Xa,) X5},
gr=1

le lemme 17.2 montre que, pour tout A, la matrice Ha appartient & Mat (u, A(J))
et que

> axfidet(Ha)= > det(Sga.a) = det(Sg,0,0) = det(I) =1
A€0,p—1]# A€[0,p—1]~

En particulier on constate que, pour chaque point a de C(J), il existe (au moins) une
matrice A, telle que a2 i det(Ha, )(a) # 0. Donc det(Ha,) # 0 et la matrice Ha,
appartient a Gl(u, F(J)). De plus les matrices Ha, et H&i n’ont pas de pdle en a.

Considérons maintenant un p-uple A pour lequel la matrice Ha appartient a
Gl(u, F(J)) (nous venons de voir qu'il en existe). Dans la base fa de F(J) ® 4¢) M,
obtenue a partir de la base g par le changement de base associé a la matrice Ha, la
dérivation D est représentée par la matrice

(65) Fan = (D(Ha) + HAG)H?
On remarque alors que Ha = QO*o'l/J(l'AXG’p) X&vlp. Autrement dit, si on pose Ya , =
Y(z2Xg,p), on trouve que la matrice

©*(Ya,,) = ¢* (a2 Xa,,) = HaXa,p

appartient a Gl (u, Ay, (Ray (M, p))) Si on note Z linverse de ¢*(Ya ,), on a
évidemment Z p*(Ya ,) = I et la propriété 20.6-1 montre que 1(2) Ya , = ¢(I) = I.
On constate que la matrice Ya , appartient & Gl (u, A (Ray(M, p)p)). La formule
(65) s’écrit alors que

Fan=D(¢*(Ya,) ¢*(Ya,,) ' =pzP 'o*(D(Ya,p) Y&;) = paP 1" (Ea).
Nous venons donc de construire une matrice

déf

(66) Ex= D(Ya, ) YAl
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qui a les bonnes propriétés. Il reste a vérifier qu’elle appartient bien a Mat (u, F(JP ))
(voir (68)) alors qu’a priori elle appartient seulement & Mat (u, Ay (Ray(MP, pp))>
En utilisant les formules (35b) et (35d) de la proposition 8.3, on trouve

D(?Hp) = = Z ¢&a D(Ye(éw, 7))
Paz
- ,Zg— (£G (&) Yo w,2) = Yo (&x, 2) G(2))
PaZ

= 2271Ka(z) — 22 Ha(z) G(z)
avec Ka(z) = %Z@:l(gx)*AHG(gx) Yo (éz,x). On trouve
FAHA = D(HA) 4+ HAG = 2 2D(x®Hp) — Az "Ha 4+ HAG
=2 'Kan — HAG — Az 'Hp + HAG
=1 Y(Ka — AHA)

La formule (35¢) montre que, pour toute racine p-iéme ¢ de 1'unité, on a :

HalGe) = 5 3 (662)YelsCr.a)¥e(a,Cx) — Ha()Ya(z, (o)
gr=1

Ka(Cz) = % D () AM G () Ya(Er, 2)Ya (@, Cr) = Kal@)Ya(w, (o)
gr=1

Pour tout point # dans C(J) on a donc:
Fa(Cz)Ha(2)Ye(z, (x) = Fa(Cr)Ha(Cz) = (¢2) ™" (Ka(Cz) — AHA(C))
= (¢x) " (Ka(z) - AHA( )Ye(z, Cx)
= ("' Fa(2)Ha(2)Ye(@, Co)

La matrice Y (z,(x) est inversible pour tout x de C(J) et la matrice Ha(x) est
inversible si « n’est pas un zéro de det Ha. Si x n’est pas un tel zéro on a donc

(67) Cx Fa(Cz) = z Fa(x).

La matrice xFa a des coefficients dans F(J) et la matrice det(Ha) Fa a des coeffi-
cients dans A(J). En appliquant le lemme 20.9-1 aux coefficients de zFa, on trouve
qu’il existe une (unique) matrice Ea & coefficients dans F(J?) telle que, si aucun des
Cx n’est un zéro de det(Ha), on ait

(68) xFa(x Z CxFaA(Cz) = pxPo* (EA).
5” 1
La relation (68) signifie que le F(JP)-module différentiel Na = F(JP)* pour lequel

la dérivation D est représentée par la matrice KA dans la base canonique est tel que

©*(Na) = F(J) @0y M.
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La matrice YA , appartennant & Gl <u, Atg(Ray(M, p)p)), la formule (66) dit que
Ray(Na, p¥) > Ray(M, p)? > wPpP.

et la proposition 20.10-1 montre que Ray(Na, p?) = Ray (¢*(Na), p)p = Ray(M, p)?P.
Si A et A’ sont des p-uples pour lesquels les matrices Ha et Ha: sont inversibles, on
ap*(Nar) = M = ¢*(Na). D’apres le corollaire 20.14 les F(J?)-modules différentiels
Na et Nas sont isomorphes. Notons A le module différentiel isomorphe a tous ces
modules différentiels Ma et ea la base de N image de la base canonique de Na. Pour
chaque point a de la couronne C(J), il existe un p-uple A, pour lequel la matrice
Ha, est inversible et a un déterminant non nul au point a. Autrement dit, dans la
base ea, la dérivation D est représentée par la matrice Ea, définie par la relation :

pa? "t (Ea,) = Fa, = (D(Ha,) + Ha,G) Hy .

On constate que la matrice Fa, n’a pas de pole au point a et donc que la matrice
Ea, = %xw(a:FAa) n’a pas de pole au point a”. Le corollaire 19.30 montre qu’il existe

un A(JP)-module différentiel N tel que N' = F(J?) @ a(e) N. Par construction, les

modules différentiels ¢*(N) et M sont isomorphes apres tensorisation par F(J). 11
sont donc isomorphes d’apres la proposition 19.29. O

Corollaire 20.16. — On suppose le corps K sphériquement complet. Soit I un
intervalle et soit M un A(I)-module différentiel. Si Ray(M,p) > wp pour tout p
dans I, il existe un (unique) A(IP)-module différentiel N tel que M = o*(N) et
Ray (N, pP) = Ray(M, p)? pour tout p dans I.

Preuve. — Pour tout intervalle fermé J C I, on a construit dans le théoréme 20.15
un A(J?)-module différentiel N'(JP) tel que :

o P (N(IP)) = M(T) = A(T) @ 401y M,

e Ray(N(JP), pP) = Ray(M, p)? pour tout p dans J.
Il résulte immédiatement du corollaire 20.14 que les N (JP) forment un faisceau lo-
calement libre sur la couronne C(I?). D’apres le théoreme 4.40, ce faisceau est libre.
Il est maintenant facile de vérifier que le A(I?)-module N des sections globales de ce
faisceau posséde toutes les propriétés demandées car celles-ci sont de nature locale. [

Remarque 20.17. — Si on note [A]; la i-éme ligne de la matrice A4, il vient :
1 AN (fz—2)* s+A;
[Hali= - 3 (€)% Y (Gl = D s ™ (Gu):
¢r=1 s=0 ’ s=0

1 (£-1)* . .
avec vs A, = — Z g Q Les nombres 7, A, sont rationnels comme polynémes
’ p - s!
=1
symétriques en les £. Par ailleurs, la relation bien connue [£ — 1| < w pour toute
racine p-ieme de 'unité & montre que
w? 1

1
[vs,8,] < *|§\A”*, <7
|| st Ipl
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d’ou il résulte que le nombre rationnel v, A, est dans Z, N Q.

En particulier, on a |ys,a,| < 1 et, si on a choisi un nombre p de U'intervalle J et choisi
la base g comme dans le corollaire 19.27, on obtiendra une base ¢; de A dans laquelle
la dérivation est représentée par une matrice Ea vérifiant ||z Eall,» < [p|™'.

Remarque 20.18. — Sile rayon de convergence de M est suffisamment grand, plus
précisément si Ray(M, p) > wp7h+1p pour tout p de I, on peut itérer le procédé. A
partir d'un A(J)-module différentiel Ny = M on construit ainsi une suite {N;}o<i<n
telle que A soit un A(I?")-module différentiel vérifiant ¢*(Nji1) = N; pour 0 <
1 < h. Une telle construction est traditionnellement appelée structure de Frobenius
faible de M. Elle permet, par exemple, de ramener ’étude du rayon de convergence
d’un module différentiel M tel que Ray(M, p) < p a celle d’'un module différentiel
Ny, vérifiant Ray(Ny, p) < wp pour lequel, d’apres le théoréme 8.6, on sait calculer le
rayon de convergence a partir des coefficients de la matrice représentant la dérivation
dans une base cyclique.

21. La catégorie MLCF(R)

Les résultats sur le foncteur de Frobenius agissant sur la catégorie MLC (.A(I )) se
traduisent facilement dans la catégorie MLCS(R).

Soit ¢ un élément de R tel que lim, 1 |p(z) — 2P|, < 1. On définit, par compo-
sition, un morphisme de Frobenius d’anneaux ¢ : R — R et, par image inverse, un
foncteur exact de la catégorie MLC(R) dans elle-méme :

M) =R @ M
PR
Corollaire 21.1. — Soient ¢ et des éléments de R tels que lim,_,1 |o(z)—2P|, < 1
etlim, 1 |,¥(z)—2aP|, <1 et soit M un R-module différentiel soluble. Les R-modules
différentiels p*(M) et Y*(M) sont isomorphes.

Preuve. — Voir proposition 20.1. O

D’apres ce corollaire, si on ne s’intéresse qu’aux modules différentiels solubles, on
peut se limiter au cas ¢(z) = zP.

Corollaire 21.2. — Soit M un R-module différentiel soluble. Alors p*(M) est un
R-module différentiel soluble et pt (¢*(M)) = pt(M).

Preuve. — Voir proposition 20.10-2. O

Remarque 21.3. — Si d est un entier premier a p, le module différentiel soluble
©5(M) obtenu & partir de la ramification z — x? vérifie pt (¢3(M)) = d pt(M).
Le comportement du foncteur de Frobenius vis a vis des pentes est donc tout a fait
singulier. En particulier, comme les modules différentiels de rang un ont une pente
entiere, un module différentiel dont 'une des pentes a un dénominateur divisible par
p ne peut pas, méme apres ramification, étre obtenu par extensions successives de
modules différentiels de rang un.
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Corollaire 21.4. — Le foncteur ¢* de la catégorie MLCS(R) dans elle méme est
une équivalence de catégorie.

Preuve. — C’est une conséquence des théoremes 20.15 et 20.14. O
Fixons un morphisme de Frobenius.

Définition 21.5. — On dit qu'un R-module différentiel M a une structure de
Frobenius s'il existe un entier h > 1 pour lequel ¢*"(M) est isomorphe & M (dans
MLC(R)).

On note MLCF(R) la sous-catégorie pleine de MLC(R) dont les objets sont les
R-modules différentiels ayant une strtucture de Frobenius.

Proposition 21.6. — MLCF(R) est une sous-catégorie de MLCS(R).

Preyve. — Soit M un objet de MLCF(R). Pour simplifier la démonstration nous
supposons que la structure de Frobenius est d’ordre h = 1, ¢’est-a-dire que ¢*(M) =
M. Le cas général se traite de maniere analogue.

Soit M, un A(I;)-module différentiel vérifiant (36). D’apres la proposition 20.10-
1, pour ¢ suffisamment petit et pP dans I, on a :

1> p 'Ray(M.,p) = p ' Ray(p*(M:),p)
p~ ' min (Ray (M., p?)'/?, pp' 7P Ray (M., p))

>
> p P"Ray(Me, p”).

Il en résulte que, pour p dans I, la suite up = p*p_h Ray (M., pp_h) est croissante et
converge vers une limite ¢ qui vérifie 1 > ¢ > min(ﬁl/p,pé) c’est-a-dire ¢ = 1. O

Remarque 21.7. — 1l est d’usage de dire que les objets de MLCF(R) ont une
structure de Frobenius forte. Toutefois, & bien des égards, cette structure forte donne
moins d’informations que la structure de Frobenius faible. En effet I’antécédent fort
du module différentiel M. est M. lui-méme, donc défini dans la méme couronne,
C(I;) alors que I'antécédent faible de M, est défini dans la couronne C(IP) qui est
strictement plus grande.

22. Le théoréme de non séparabilité

22.1. Topologies. — Rappelons que anneau A(]) est muni de la topologie locale-
ment convexe définie par la famille des valeurs absolues | - |, pour p dans I. Cette
topologie est celle de la convergence uniforme sur les sous-couronnes fermées de C(I).
Elle fait de A(I) un espace de Frechet c’est-a-dire un métrique complet.

Définition 22.1. — Soit A > 0 un nombre réel et soit p dans I. On définit une
norme sur A(I)(D) en posant :

[Ya 0

i(14+X)

= max|a;|, p~
op,A,p
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Ce sont les normes des polynomes différentiels de A(I)(D) vus comme opérateurs
sur les espaces By, (p**1).

Remarque 22.2. — On prendra garde de ne pas confondre la norme || - ||op,x,p, qui
est une norme d’opérateur et la norme | - ||, définie en 7.3 par
H E a; D* =max|a;|,p” 7.
V5P
qui est une valeur absolue si v > 1. On a évidemment || - |lopx,p < || - [[142,p- Alors
que la norme || - ||, permet, via le lemme de Hensel 7.12, de scinder les modules
différentiels ayant un petit rayon de convergence, la norme || - |lop,x,, €lle, va nous

permettre de scinder les modules différentiels en fonction du rayon de convergence de
leurs solutions et ceci quel que soit celui-ci.

Définition 22.3. — Pour A > 0, on note T, la topologie définie sur A(I){D) par la
famille de normes || - [|op,x,p pour p dans I.

Remarque 22.4. — Dans le théoreme 14.2, nous avons utilisé 1’équivalence des
normes sur un espace vectoriel de dimension finie. Si on travaille sur un espace
métrique complet (Fréchet) ou sur une limite inductive de Fréchet on dispose du
théoréme des homomorphismes ([30], Chap. IV théoréme 2) disant que toute ap-
plication linéaire continue bijective a un inverse continu et qui peut jouer le méme
role.

Malheureusement, lorsque Uintervalle I est ouvert, l'espace A(I){D), muni de la
topologie Ty, est un espace métrique séparé mais n’est ni complet ni méme une limite
inductive de Fréchet. Nous ne pourrons pas nous limiter a des méthodes d’analyse
fonctionnelle et nous devrons utiliser des méthodes spécifiques.

Définition 22.5. — Soit M un A(I)(D)-module différentiel. On le munit de la
topologie quotient 7y, donnée par une présentation

A(L) (D" —- M —0.

Cette topologie est indépendante de la présentation choisie. Elle n’est pas séparée
en général. Le point de départ de la démonstration du théoreme de décomposition
est d’étudier ’adhérence de 0 pour cette topologie ainsi que le séparé associé.

Le résultat suivant est fondamental. A cause des idéaux différentiels non triviaux
dans le cas d’un intervalle ouvert (exemple 6.12), il ne peut pas étre démontré par
voie purement algébrique.

Théoréme 22.6. — Soit M un A(I)-module différentiel et soit A > 0. L’adhérence
Ox(M) de zéro dans M pour la topologie Ty, est un A(I)-module différentiel.

Preuve. — Soit J un intervalle fermé contenu dans /. On munit M ; = A(J)® 41y M
de la topologie quotient induite par la norme max,c s |- |lop,x,p sur A(I)(D) et on note
N ladhérence de 0 dans cet espace. Par définition de la topologie quotient, on a

Or(M) = N N

J fermé de 1
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Comme N est un module différentiel sur 'anneau principal A(J), ¢’est un module
libre de type fini. Comme le rang de N est une fonction décroissante de J, pour J
assez grand, disons pour J D Jy, le rang de Ay est constant et, pour Jo C J C J' C I,
on a

Ny=A(J)®a, Ny.
On constate donc que, pour J D Jy, les Ny sont les sections locales d’un faisceau

N localement libre sur la couronne C(I). Comme C(I) est une variété de Stein, les
sections locales sont engendrées par les sections globales :

Ny =A(J)®@am T(CU),N).

On en déduit que

OxM)= (Y Ns= [ No= ) A @an T(C(I),N) =T(C(I),N)

JDJo JDJo JDJo

est un module libre de type fini. O

La catégorie MLC (A(I)) étant abélienne, on a aussi :

Corollaire 22.7. — Sous les hypothéses du théoréme, le séparé associé M/Ox(M)
est un A(I)-module différentiel.

Proposition 22.8. — Soit M un A(I)-module différentiel et soit X > 0. Si Uadhé-
rence de 0 pour la topologie Ty g est M tout entier, alors, pour tout p dans I, on a
HomA(1)<D> (M,Atp (p)‘ﬂ)) =0.

Preuve. — La démonstration reprend des idées déja utilisées dans le théoreme 14.2-
3).

On consideére une présentation
0— A(I)(D)" = A(I){D)"* = M — 0.

Par hypothese, tout élément m = v(P) de M appartient & Padhérence de 0. Il existe
donc une suite @, dans A(I){D)* telle que u(Q,) tende vers P pour la topologie Ty
c’est-a-dire telle que, pour tout p dans I, la suite |[u(Qy) — Pllop,r,, tende vers 0.
Mais la norme || - [|op,x,, est la norme d’opérateur sur By, (p**?) ; si g est un élément

de Hom 4(1y(p) (/\/LBtp (p’\H)), on a:
lg(m)|p = |gov(P)], = |gov(P — w(Qn))|p < [[u(@n) — Pllop,x,p Jnax gov(ed)l,

ou {e;} désigne la base canonique de A(I)(D)*. En faisant tendre n vers l'infini, on
trouve g(m) = 0 c’est-a-dire g = 0. Pour terminer, on utilise un résultat de Dwork [20]

disant que Hom 4(1)(p) (M,Btp (p’\+1)) = 0 entraine Hom 4(1)(p) (M,Atp (p’\+1)) =
0.

O
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22.2. Enoncé du théoréme. — Le but de ce paragraphe est de donner la démon-
stration du théoreme fondamental sur les modules différentiels solubles. Celle-ci va
nécessiter d’établir deux résultats importants (le théoreme 22.6 et la proposition
22.8) et repose de maniere essentielle sur des majorations et minorations “ explicites”
(théoreme 22.9) qui sont des résultats fins de la théorie.

Théoréme 22.9. — Soit M un R-module différentiel soluble. Si pt(M) > A > 0,
pour € > 0 assez petit, la topologie Ty g sur Mg n'est pas séparée.

Preuve. — La démonstration est faite en plusieurs étapes.

22.3. Notations générales. — Par hypotese, M, est un A;_-module différentiel
libre de rang p tel que Ray(M., p) = p?*! pour p dans I., c’est-a-dire pour 1 — & <
p <1l

Soit p un nombre de I. qui va étre fixé dans un premier temps.

On définit un entier h par :
h h

(69) WP p?" < p PP = Ray(M., p)?" <wp?"
Si on pose :
(70) dp) = —(p - log(p)
p)=—(p-1)p Tog(p)
On trouve
1 log(d log(1 —
d(p) <9< ﬁ "= [_ i(g(ig))} - igg(p)p)

Le théoréme 20.15 montre qu’il existe un £ ,»-module différentiel N tel que ¢ (N) =~
E,®M.. On considére une base G de M. et on construit une base “pseudo-cyclique”
de NV, c’est-a-dire vérifiant les hypothéses du corollaire 8.7. On note B (resp. G, F) la
matrice qui représente la dérivation dans la base : B (resp. G, ¢"(B)) et H la matrice
(inversible) qui représente le changement de base de la base G & la base " (B). On
trouve :

] 11 c(u) ™" [(p = 1) DD max(1, |G|,

c1h+co

<
< p

(71)

ol ¢() est n’importe quelle constante strictement inférieure A | H?;ll (‘; )| etotic; >0
et co sont des constantes ne dépendant que de u et de la base G.

22.4. De la base B a la base ¢"(B). — Commencons par un lemme technique

Lemme 22.10. — Les entiers oy, s définis par :

h
s sp
(@1 =1) =Y apsat
k=s
vérifient, pour tout entier 6 tel que 0 <J < h—1:

(72) lau, S| < wsp+6(p—1)s—kp’5+l’h
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avec égalité sik = sph =01 ou si k = sp" 0. En particulier lagpn 5| =1 et |apn—s 1| =
pl°.
Preuve. — Des égalités :
P ph
x4+ 1P — ( ) k ’ ‘< Y pour k < pt7vFt
( = g )| S el P
k=1
il résulte que, pour :
S+1—h
|z| = WP

on a :

—s\ S
\Zaks SR (R

la majoration (2) s’en déduit immédiatement. Les cas particuliers se vérifient facile-
ment. Ils peuvent aussi tres facilement s’obtenir directement. O

Notons By (resp. Fs) la matrice qui représente I'opérateur % D? dans la base B
(resp. " (B)) Nous attirons I'attention du lecteur sur ce changement de notation :
ici le facteur 7 est contenu dans la matrice B contrairement & ce que nous avons fait
jusqu’ici.

Proposition 22.11. — On a, pour " < p<l:

P°||Bsllp, < wp P pour s>1
(73) c

14 ”BpZHp:Wp p pour >0
Preuve. — Comme B est une base pseudo-cyclique et comme :

Ray(N, p") = Ray(M, p)?" = p#+r"

on a, d’apres le théoreme 8.6 :

—s
180, = 1810 = | 3 | (S Ry ) =]
Pour démontrer la Proposition, il suffit alors de remarquer que :
w® <wl|s!| pour s >1
avec égalité pour s = pt. O

Proposition 22.12. — Pour p dans I, on a :

PP Fell, < wp=P* pour k>1,
(74) 0 ¢ —Bp’

P [ Fpellp = wlpl"p~PP" pour £>1
Preuve. — La solution de I’équation différentielle :

, .
X'=BX X(t)=1I
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P . s h h h
au voisinage du point générique ¢ (avec [th | = pP ) est :

i B,(t2") (x - tgh)s

s=0

X (z)

Par définition de la base " (B) , la solution de 1’équation différentielle :
Y'=FY Y(t,) =1

au voisinage du point générique ¢, (|t,| = p) est, :

Y (z) D Fu(ty) (x—t,)°
s=0

R > I3 h R\ S
= X@") =Y B (" - 18")
s=0

Remarquant que :
h R\ S o h x—t k
(xp — ) =Dt ay, <t’)>
k=s P
on trouve donc :
h h
Fi(ty)= > Bi(th )th "%y,
p~hk<s<k
c’est-a-dire, d’apres les majorations (72) et (73) :

k h
(75) PIEll, < mmax g ([ Ball el

. _ h _ _ S+1—h
< min max wp Bsp® ,sp+d(p—1)s—kp

0<d<hp=rk<s<k
En utilisant la majoration (69), on trouve :

p B o) o mptpH(-1) < g

Les termes apparaissant dans la majoration (75) sont donc, pour chaque valeur de 6,
strictement décroissants en fonction de s. On en déduit que le maximum est atteint
pour la plus petite valeur de s possible, c’est -a-dire pour le plus petit entier supérieur

4 p~"k. En particulier, on a, en prenant § = 0 :

P B, < w pPhur M ho ke Bk

Pour obtenir la minoration, nous distinguons deux cas.

22.4.1. Cas ot £ > h. — On prend § = 0. Le plus grand terme dans la majoration
(75) est obtenu pour s = p’~". Les cas d’égalité dans le lemme 22.10 et la proposition

22.11 montrent que l’on a :

4 ¢ —Bp?
P’ ”FpZHP =’ HBpZ*h”pph |O‘p£,p’5*’1| =wp v
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22.4.2. Cas ou1 < ¢ < h. — Onprend § = h —¢. Comme 0 < p~" < 1, le plus

grand terme dans la majoration (75) est obtenu pour s = 1. On trouve donc :
0 h ok
PP Epello = 7 I1Bill o lawpe 1| = wp™ %" [p|°

La minoration (ref??) découle de ce que B(p’ — p") <0, p < 1et |p|° > [p|".

22.5. De la base ¢"(B) a la base G. —

Proposition 22.13. — Il existe une fonction logarithmiquement concave c(p) et une

fonction M (p) définies sur Uintervalle I, telles que l'on ait, pour p dans I, :

{ PPllGsll, < M(p)p~7* pour s>0
maxococp o [ Gall, > clp) P pour £>1
Preuve. — La formule de Leibniz s’écrit :
1 1
_ = gy(k) -1 _ ~ gLk
Go=> H® FyH Fo=Y S HH® Gy H
k=0 k=0

et donne les majorations :

IGully < Il 1M e o | Foily

- —k
1El, < IHp 1, Jax p~" [|Gs-ll,

Comme on a 8 > 1 et p < 1 et compte tenu des majorations (71) et (74), la premiere

de ces majorations s’écrit :

(&1
s . < pfrhtez —B(s—Fk) < L 2pi
1Y ||Gs||p =p oréll?%(sp - d(p) n

qui est bien de la forme annoncée.
La deuxiéeme majoration s’écrit aussi :

‘ d(p) '™ ‘
max p* ||Gil, > p~ "2 wp/" p PP > w ( ) pp PP
0<k<p? D

On vérifie que la fonction :

1+4cy
clp) =w <d;p)> p 2= c;;(—log(p))“rc1 (cs>0,14+¢1 >0)

est bien logarithmiquement concave sur ]0,1[ car 1+ ¢; > 0.
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22.6. Minoration uniforme. — La proposition 22.13 ne permet de minorer que le
plus grand des termes ||G||,. Il n’y a aucune raison pour que I'indice s correspondant
soit le méme pour tous les nombres p de l'intervalle I.. Des arguments de convexité
vont nous permettre de contourner cette difficulté.

Lemme 22.14. — Soit ¢(p) une fonction logarithmiquement concave sur l'intervalle
ouvert I et soient A et B deur matrices p X p & coefficients dans A(I) telles que, pour
tout nombre p de Uintervalle I, on ait max (||All,, | B|,) > c(p). Alors il existe des
nombres A et p prenant les valeurs 0 ou 1, tels que, pour tout nombre p de l'intervalle
I on ait [NA+ pBl, > c(p).

Preuve. — Si l'une des deux fonctions (logarithmiquement convexe) ||A|l,/c(p) ou
| Bl|p/c(p) est supérieure & 1 sur tout l'intervalle I, le résultat est évident.

Sinon, quitte & échanger les roles de A et B, il existe des nombres r3 < r4 < r5 < g
de lintervalle I tels que :

o ||All,/c(p) < 1 siet seulement si p €]rs, 4]
o ||Bl,/c(p) <1 si et seulement si p €]rs, rg[.

On a alors :

diog™ (|| All-./e(r)) = diog™ (1Al /e(ra)) >0

dlog™ (|1Bllss fe(rs)) < diog™ (|[Bllrs/c(r5) ) <0

En particulier, la fonction || 4| ,/c(p) est logarithmiquement strictement croissante sur
I'intervalle IN]ry, oo[ et la fonction || B||,/c(p) logarithmiquement strictement décrois-
sante sur l'intervalle IN] — oo, r5[. Comme, de plus, on a :

[Allr/e(ra) = 1Bllrs /c(rs) = 1

la fonction ||Al|,/||B||, est logarithmiquement strictement croissante sur l'intervalle
[r4, r5)et passe d’une valeur inférieure & 1 & une valeur supérieure a 1. Elle prend donc
la valeur 1 en un unique point 77 de cet intervalle. Compte tenu de la définition des
points r;, on en déduit que :

[All, < 1B, pour p € [rs, 77|
[All, > 1B, pour p €lrz, 7]
Comme la fonction ||A + B]|, est continue, on trouve :

14+ Bll, = max (1Al I1Bl,) = c(p) pour p € [ra,ro]

Maintenant, on constate que la fonction [|A 4+ Bl,/c(p) est logarithmiquement
strictement décroissante sur l'intervalle [rz,r7[ donc, par logarithme convexité, sur
I'intervalle IN] — oo, r7[. On démontre de méme qu’elle est strictement croissante sur
lintervalle IN]r7, oo[. Autrement dit, on a montré que

JA+ Bll, > c(p) pourpe I 0



LE THEOREME DE TURRITTIN p-ADIQUE 169

Proposition 22.15. — Soit c¢(p) une fonction logarithmiquement concave sur l’in-
tervalle I et soient {A;}1<i<n une famille finie de matrices p x p & coefficients dans
A(I) telles que, pour tout nombre p de Uintervalle I, on ait maxi<i<q(||4:|l,) > c(p).
Alors il existe des nombres \; prenant les valeurs 0 ou 1, tels que, pour tout nombre
p de Uintervalle I on ait || Y7, Xi Aill, > c(p).

Preuve. — On fait une récurrence sur le nombre n d’éléments de la famille.

Pour n =1, le résultat est évident.

Supposons le résultat démontré pour les familles contenantn — 1 matrices. La
fonction ||Ay||,/c(p) est logarithmiquement convexe sur I'intervalle I. L’ensemble des
nombres p ol elle est strictement inférieure & 1 est donc un intervalle ouvert Jrs,ry],
éventuellement vide, contenu dans I. On a donc, pour r3 < p <1y :

Lmax (14i,) > c(p)

D’apres 'hypothese de récurrence, il existe des nombres \; prenant les valeurs 0 ou
1, tels que, pour tout nombre p de 'intervalle |rs, r4[ on ait :

n—1
1> i Ailly > clp)
i=1

Posons B = Z?:_ll XiAi;. On a ||B||, > c(p) si p €|rs,r4] et, par construction de
Ir3,7al, |Anll, = c(p) pour p € I\|rs,r4]. Donc max(||B||,, ||Anll,) = c(p) pour tout
nombre p de I. Le lemme 22.14 permet de conclure. O

Proposition 22.16. — Soit M. un A(I;)-module différentiel de rang p tel que
Ray (M, p) = p®+V) pour p dans I. et soit G une base de M.. Il existe des nombres
(/\S’e)ogsgpz prenant les valeurs 0 ou 1 tels que, si on pose :

p* 1
LZ — Z )\s,h .'L'S E DS
s=0
On ait, pour p dans I,
2 4
c(p) P < ||Lellpg < M(p) p"
Preuve. — D’apres la proposition 22.13, on a, pour 0 < s < p®, d’une part :
1 ot
l2° 5 D*llpg < M(p) p** < M(p) p="
ce qui, compte tenu de |A;¢| < 1, donne la majoration du théoréme, et, d’autre part

—pBp*

1
max [o* — D*ll,g > e(p) p

0<s<p*

Si on remarque que la fonction c¢(p) p*'@pz est logarithmiquement concave, il suffit
d’appliquer le Théoréeme 22.15 pour pouvoir conclure. O
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h
P
h
On pose alors L, = Zah,s o5 tBrY] 5 Ds ou [a] désigne la partie entiere de a.
s=0

Comme p < 1, on a [|Lp|lop,r,p < Maxg<s<pn ps B p=sO+1) < p(B=NP" =1 Comme
B > A, la suite Ly, tend vers 0 dans D(I.) pour la topologie localement convexe des
normes || - |[op,x,p (¢ € I). La minoration (ref??) montre que I'image dans M de la
suite Lp, ne tend pas vers 0 pour la topologie quotient (la majoration (ref??) montre
qu’elle est bornée).

Un argument de compacité, ou plutot de c-compacité si le corps K est sphérique-
ment complet mais pas localement compact, permet d’extraire (resp. de c-extraire)
de I'image de la suite L; dans M. une suite qui converge vers un élément non nul.
Cet élément appartient par construction a ’adhérence de 0. O

23. Pentes d’un module différentiel

23.1. Le théoréme de décomposition. —

Définition 23.1. — Soit M un R-module différentiel soluble et soit A > 0.

1) On dit que M a des pentes supérieures1® ¢ X §'il existe £ > 0 tel que, pour
p dans I., on a Homp(r_) (M., A,(p*)) = 0.

2) Si M est non nul, on dit qu’il est purement de pente B si pt(M) = 5 et si M
a des pentes supérieures a A pour tout A < 3.

Théoréme 23.2 (de décomposition). — Soit M un R-module différentiel soluble
non nul et soit X > 0 un réel. Il existe un (unique) sous-module différentiel M. de
M qui a des pentes supérieures 4 X et tel que pt(M/M.y) < A.

Si, de plus, 0 < X\ < pt(M), alors M. est non nul.

Preuve. — Posons = pt(M). On prend « suffisamment proche de 1 pour que
Ray(Ma, p) = p°T! pour p dans I,.

Pour A > pt(M), on prend M., = 0.

Supposons donc pt(M) > X et notons N I'adhérence de zéro dans M. pour la
topologie Ty,q. Le théoréme 22.9 dit que N, # 0 pour € assez petit. Maintenant, pour
0 < ¢’ < g, I'injection M, < M, est continue donc N, < N_,. D’apres le théoréme
22.6, il en résulte que les R @ 4 IE)NE forment une suite croissante de sous-R-modules
différentiels de M. Cette suite est nécessairement stationnaire. On note M. ) sa
limite ; c’est un R-module différentiel (comme sous-module différentiel de M) non
nul d’apres le théoreme 22.9. La catégorie MLCS(R) étant abélienne, M /M. 5 ¢ est
aussi un objet de MLCS(R).

La topologie sur M/M. ) o est quotient de celle de M (une présentation de M
fournit une présentation de M/M. o). Par construction, M/M. y o est donc séparé,
et, d’apres le théoréme 22.9, pt(M /.5 0) < A. Comme pt(M) > X, on a pt(M.y0) =
pt(M) > .

(16) Plus la pente est grande plus les rayons de convergence de M sont petits.
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Par contre, il n’y a aucune raison pour que la topologie sur M. o soit la to-
pologie induite par celle de M. On itere donc le procédé en construisant, & par-
tir des adhérences de zéro, un sous-module différentiel M. ;41 de M. ; tel que
Pt(Mon i/ Moxit1) < A et pt(Moyit1) = pt(Mani) = pt(M) > A

La suite des M. ; étant décroissante et M. ) ; ne pouvant étre nul d’apres le
théoreme 22.9, le processus s’arréte lorsque M. 5,41 = M., ce qui signifie, d’apres
la proposition 22.8, que toutes les pentes de M.y , sont supérieures & A. Le module
Moy £ M. ., a toutes les propriétés demandées. O
Ezxzemple 23.3. — Reprenons 'exemple 9.5. L’opérateur L a un point singulier
régulier a l'infini et un point singulier irrégulier en zéro. En utilisant le théoréme
de transfert [12], on montre que le module différentiel M = D/D - L est de pente
strictement positive (sinon les solutions a I'infini convergeraient plus loin qu’elles ne le
font). Par ailleurs, la solution f fournit une solution dans Ay, (p) pour p assez proche
de 1. Donc, M.y et M=* sont tous deux non nuls donc de rang un. Il résulte alors
du théoreme de décomposition, mais on peut le vérifier directement, que ’adhérence
de l'idéal (L) de D(I.) pour la topologie Ty est égale a I'idéal (L, fD— f’).

Définition 23.4. — Soit M un R-module différentiel de pente nulle. Les A(I:)-
modules différentiels M, sont de Robba, par définition, et ont tous le méme exposant
(voir le paragraphe 17.3). Celui-ci est appelé exposant de M.

Le théoreme 17.7 donne le résultat suivant.

Corollaire 23.5 (théoréme de la monodromie p-adique)
Tout R-module différentiel de pente nulle dont lexposant A a des différences non

Liouville s’obtient par des extensions successives & partir des modules différentiels (de
rang un) xR (1 <i < p).

Définition 23.6. — Soit M un R-module différentiel. On appelle exposant de M,
et on note €rp(M), 'exposant du R-module différentiel de pente nulle M=Y.

Proposition 23.7. — Soit M un R-module différentiel de pente nulle ayant une
structure de Frobenius forte (c’est-a-dire tel que ¢*"(M) = M pour un h > 1). Alors
lexposant de M est rationnel (c’est un p-uplet de nombres de Q/7Z & permutation
pres).

Preuve. — Si A est un représentant de ’exposant de M, il existe une puissance g de
p telle que A ~ gA (proposition 17.13). Autrement dit, pour tout entier h, il existe
une permutation oy, telle que |[AM — gop(AM)||o = O(R). Maintenant, comme
Pordre de oy, divise p!, on trouve [[AM) — ¢ AM|| = O(h) et on en déduit que
A — g™ A appartient & Z*. O

Corollaire 23.8. — Soit M un R-module différentiel tel que toutes les pentes du
module différentiel dual M* = Hompg (M, R) sont supérieures & 0. Etant donné
une base ¢ de M et un nombre ¢ suffisamment petit, il existe, pour tout intervalle
fermé J contenu dans I., un nombre réel M tel que, pour tout m dans M, on ait
Imlle,p < My [D(m)]lc,
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Preuve. — Si la dérivation est représentée dans la base ¢ de M par la matrice G, elle
est représentée dans la base duale ¢* de M* par la matrice —G. Comme toute les
pentes de M* sont supérieures a 0, on a M* = MZ; et 0 est dense dans M™ pour la
topologie quotient associée a la pente 0. Ceci signifie que, pour tout e suffisamment
petit, tout intervalle fermé J contenu dans I, et tout n > 0, il existe une matrice @ s,
de Mat (M,D(Ig)) telle que, pour tout p de J,

1@ (D T=(=G) = I, , <.

Soit maintenant m un élément de M. et notons [m] le vecteur colonne de ses com-
posantes dans la base e. Par définition de la norme || - ||o,,, on a pour p dans J

|Q1 (D([m]) + 'G[m]) — [m]Hp < H[m]Hp

c’est-a-dire , en posant M; = (18),
Imlle,p = [[ml]l, = |Qu1 (D], < My [[[Dm)]]|, = My [ D(m)lle,p. B
23.2. Fonctorialité. — Pour simplifier les notations, étant donné un objet M de

MLC(R), on pose, pour € suffisamment petit et p dans I :
S/\(M7 P) = HOHI’D(]E) <M87 Ap(pAJrl))

Autrement dit, d’'une part, M a toutes ses pentes supérieures a A si et seulement si
Sx(M, p) = 0 pour p suffisamment proche de 1 et, d’autre part, pt(M) < A si et
seulement si dim g (SA (M, p)) = dimg (M) pour p suffisamment proche de 1.

Lemme 28.9. — Soit 0 >N — M — Q — 0 une suite exacte de MLCS(R) et soit
A >0 un réel.

1) On a pt(M) = max (pt(N),pt(Q)).

2) Si toutes les pentes de M sont supérieures a A, il en est de méme des pentes

de N et des pentes de Q.
3) Si toutes les pentes de N sont supérieures a A, alors N est contenu dans M. y.

Preuve. — 1) C’est une conséquence immédiate de la proposition 8.5.
2) Supposons ¢ suffisamment petit et p dans I.. On a d’apres le corollaire 15.8 :
(76) 0—=8)(Q,p) = Sx(M,p) = SE\(N, p) =0

Comme, par hypothese, Sx(M, p) = 0, on trouve Sx(N, p) = Sx(Q, p) = 0.
3) Par hypothese, pour ¢ suffisamment petit et p dans I, on a
SA(N@M>)\, ) = SA(./\/ p) @SA(M>)\, ) =0.
Or N+ M., est un quotient de N @ M. donc, d’apres 2), Sx(N + M.y, p) = 0.
Maintenant, la suite exacte (76) montre que :
SA(M/N + M.5), p) = Sa(M, p) = S\(M/ M., p).
Par ailleurs, comme pt(M/M. ) < A, on obtient (cf. remarque 6.18):
dimg (M/M.y) = dimg S\(M/M.x,p)
= dimg Sx(M/(N + M.»),p)
< dimg(M/(N + M.5))
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d’otr il résulte que N+ M. = M. . O

Lemme 23.10. — Soit N> M un morphisme de MLCS(R). On a u(N.)) C
M.y

Preuve. — Comme u(N- ) est un quotient de N. y, d’aprés le lemme 23.9-2, toutes
ses pentes sont supérieures a A. D’apres le lemme 23.9-3, il est contenu dans M. . O

Lemme 23.11. — Sipt(M) < X et si M a toutes ses pentes supérieures & A, alors
M =0.

Preuve. — En effet, pour € suffisamment petit et pour p dans I, on a :

O=dimK SX(M,p)ZdimRM O

Définition 23.12. — On pose M=* = M/ M. .

Théoréme 23.13. — Les modules différentiels M. et M= dépendent fonctoriel-
lement de M. Les foncteurs ainsi définis de la catégorie MLCS(R) dans elle-méme
sont exacts.

Preuve. — D’apres le lemme 23.10 un morphisme N — M de la catégorie MLCS(R)
définit par restriction un morphisme N.) =3 M. . Par passage au quotient, on en
A
déduit un morphisme N %5 M2,
Considérons maintenant une suite exacte de MLCS(R) :

0—=NS5M5Q—0.
On lui associe la suite exacte de complexes :

0 — My — N — N2 — 0
ur | | u |
0 — Moy, — M — M — 0

w e

0 — Qi — Q@ — QO* — 0

Par hypothese, le complexe N'— M — Q a une cohomologie nulle. D’apres le lemme
23.9-2 (resp. 23.9-1) les espaces de cohomologie du complexe N. ) — M.\ — Q.
(resp. N'=* — M=* — Q=) ont toutes leurs pentes supérieures & A (resp. sont de
pente inférieure a \). La suite exacte longue de cohomologie montre que ces espaces
sont isomorphes donc nuls d’apres le lemme 23.11. O
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23.3. Images inverses. — Le comportement du foncteur M — M., par images
inverses est délicat ([15], 6.3) : pour d > 2 on note ¢, la ramification d’ordre d.

Théoréme 23.14. — Soit M un R-module différentiel soluble, d > 2 un entier et
A un réel. On suppose que 0 < X\ < pt(M). Alors

1) limage inverse @5(M) est soluble,

2) on a une injection @ (M)sax = @5 (Msy),

3) cette injection est une bijection si d est premier avec p.

A Taide du corollaire 21.2, on en déduit le corollaire :

Corollaire 23.15. — La catégorie MLCF(R) est stable par les foncteurs M —
Moy et M — M=,

Corollaire 23.16. — Soit M un R-module ayant une structure de Frobenius forte.
Alors Uexposant de M est rationnel.

Preuve. — C’est une conséquence immédiate de la proposition 23.7 et du corollaire
23.15. O
Remarque 23.17 — Ce corollaire est en fait le seul moyen pratique dont on dispose

pour montrer que ’exposant d’un module différentiel a un exposant dont les différences
ne sont pas Liouville. On montre alors beaucoup plus puisqu’on montre que cet
exposant appartient a (Q N Z,)*.

23.4. Polygone de Newton. — Le théoreme de décomposition permet de définir
les pentes d’un module différentiel soluble.

Corollaire 23.18 (décomposition suivant les pentes)
Soit M un R-module différentiel soluble. Il y a une filtration décroissante de M
par des sous-modules différentiels M. (A € RT) dont le gradué associé Gry M =

(ﬂy</\ M>y)//\/l>>\ est nul ou purement de pente \.

Preuve. — Par construction, M. ) est le plus grand sous-module différentiel de M
dont toutes les pentes sont supérieures a A. Pour v > X\, M,, qui a des pentes
supérieures a v > A, est contenu dans M. y.

La suite exacte 0 — M. — [, .y M, — Gry M — 0 montre que, s’il est non nul,
Gry M a des pentes supérieures a v pour tout v < A. Par ailleurs, le lemme du
serpent fournit la suite exacte

0— G M — M — | J M= —0
rv<A
qui montre que pt(Gry M) < A. O

Théoréme 23.19. — La suite exacte 0 — M.\ — M — M=* =0 est scindée.
Autrement dit, on a M = @, Gry M.
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Preuve. — La plus grande pente d'un module différentiel soluble est donnée par ses
rayons de convergence dans les disques génériques de grand rayon. Or les modules
différentiels M et M* & Homg (M, R) ont les mémes rayons de convergence (leurs
matrices de solutions au voisinage des points génériques sont transposées-inverses I'une
de 'autre). Donc les plus grandes pentes de M et M* sont égales. En particulier, la
plus grande pente de (M=*)* est inférieure & A et ((M=*)*) | =0

A partir de la suite exacte :

0 —(M*)oy — M* —(M*)= —0,

et en remarquant que (M*)* = M, on obtient la suite exacte (la surjectivité résulte
du calcul des rangs)

*

0— (M) — M5 (MF).n)" —0

Par fonctorialité, on trouve :
((m)=)7)

Autrement dit, ¢ est un isomorphisme. Par construction, c’est la restriction a M. y
du morphisme ¢.
Considérons maintenant le morphisme composé

N O—>M>Al> <((M*)>/\)*>>)\—>O-

*

Mo =5 (((M)20)") = ((M9).0)
ou 7 est l'injection canonique. C’est une injection et donc
rgp Moy <18R ((M*)>>\)* = 18R (M)A
En échangeant le role de M et M*, on trouve l'inégalité inverse donc
rgr Moy = g (M").x

et I'injection iof de M.y dans ((M*)>>\)* est donc en fait une bijection. En partic-
ulier, ¢ est I'application identité.

On vient de construire une surjection (i.f)~!ef de M sur M. . Par construction
sa restriction & M.y est (iof) 1ol c’est-a-dire Iidentité. Elle donne donc un scindage
de la suite exacte 0 — M.\ — M — M=* = 0. O

Définition 23.20. — On appelle pentes du module différentiel soluble M les nom-
bres réels A pour lesquels Gry (M) # {0}.

Définition 23.21. — Le polygone de Newton d’un module différentiel soluble M
est le polygone convexe commencant au point (0,0) et qui a, pour chaque pente A de
M, un coté de pente A dont la projection sur l’axe des abscisses a pour longueur le
rang de Gry M. Nous le noterons New(M).

Théoréme 23.22 (Hasse-Arf p-adique). — Les sommets du polygone de Newton
d’un module différentiel soluble ont des coordonnées entieres.



176 GILLES CHRISTOL

Preuve. — On montre en fait que la hauteur polygone de Newton (ordonnée de
son dernier sommet) d’un R-module différentiel M de rang u est égale a 1’“indice
généralisé” de M c’est-a-dire & I'indice sur A([0, 1[)* (voir paragraphe 6.8) de 1’opé-
rateur vo(zD — xG) ou vy désigne la projection canonique de R* sur A([0,1))* et G
la matrice de la dérivation D dans une base de M. O

En particulier, Le théoreme 23.22 implique que les pentes d’un module différentiel
soluble de rang p sont des nombres rationnels dont le dénominateur est inférieur ou
égal a u.

CHAPITRE VIII
LE THEOREME DE TURRITTIN p-ADIQUE

24. Modules différentiels complétement irréductibles

Contrairement & ce qui se passe dans le cas complexe, les modules différentiels
p-adiques qui restent irréductibles apres ramification de la variable ne sont pas, en
général, de rang un. Le but de ce paragraphe est d’étudier ces modules différentiels
que 'on dit completement irréductibles.

Si M est un R-module différentiel, on munit Endg (M) € Homg (M, M) de la
structure de R-module différentiel définie en 6.4. Dans ces conditions, Endg py (M)
représente les solutions de Endg (M) dans R.

Soit M un R-module différentiel , ¢ une base de M et G la matrice représentant la
dérivation D dans cette base. La base ¢ fournit une base “canonique” de Endg (M),
¢’est-a-dire un isomorphisme i de R-modules différentiels entre Endg (M) muni de
la dérivation D et Mat(u, R) muni de la dérivation V définie par V(X) = D(X) —
GX+ XG.

Pour simplifier ’exposé nous introduisons trois définitions.

Définition 24.1. — On note MLCSNL(R) la sous-catégorie pleine de MLCS(R)
dont les objets vérifient les deux conditions suivantes :

1) L’exposant de M a des différences non Liouville,

2) L’exposant de Endg (M) est non Liouville.

Définition 24.2. — On dit que le module différentiel M est absolument irréductible
si, pour toute extension finie K’ de K, K’ ® x M est irréductible dans MLC(R k).

Définition 24.3. — Un module différentiel M de MLCSNL(R), est dit complétement
irréductible si la composante de pente nulle Endg (M)=° de Endz (M) est de rang 1.

Si M est décomposable (c’est-a-dire n’est pas irréductible), Endg (M)=? contient
les projections sur les sous-modules différentiels. Il en résulte qu'un module différentiel
completement irréductible est irréductible.
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Lemme 24.4. — Soit 0 > N — M — Q — 0 une suite exacte de MLCS(R). Si l’ex-
posant de M a des différences non Liouville (resp. est non Liouville), il en est de
méme des exposants de N et Q.

Preuve. — Par définition, exposant de M (resp. N, Q) est celui de M.q (resp.
N.o, Q-.0). Maintenant, la suite 0 - N.g— M.o— Q.o — 0 est exacte d’apres le
théoreme 23.13. Le lemme est donc une conséquence immédiate de la proposition
17.12. O

Corollaire 24.5. — Soit 0 > N — M — Q — 0 une suite exacte de MLCS(R). Si
M est un objet de MLCSNL(R), il en est de méme de N et Q.

Preuve. — Le lemme 24.4 montre que les exposants de A et Q ont des différences
non Liouville. Par ailleurs, les modules différentiels Endg (V) et Endg (Q) sont des
sous-quotients de Endg (M), le méme lemme montre qu’ils ont des exposants non
Liouville. O

Montrons maintenant que tout module différentiel absolument irréductible devient
completement irréductible apres ramification de la variable. Pour cela, nous étudions
la partie de pente nulle du module différentiel des endomorphismes d’un module
différentiel absolument irréductible.

Proposition 24.6. — Soit M un module différentiel de MLCSNL(R) de rang p
absolument irréductible.

1) On a Endgpy(M) = K Id.

2) Il existe un entier d premier a p et qui divise p pour lequel {0, é, %,... %}
est un représentant de ’exposant de Endg (M). De plus, on a Endg(M)=? = R[u]
ot u est un R-automorphisme de M tel que xD(u) = éu et u? = cxId avec ¢ # 0

dans K.

Preuve. — Considérons un élément non nul v de Endgpy(M). Son polynome uni-
taire minimal est & coefficients dans K. Soit A une racine de P dans une extension
finie de K. Comme u — AId est, par construction, non inversible, il en résulte que
u = A 1d. Le point 1) est bien démontré.

Par hypothese, 'exposant de Endg (M) a des différences non Liouville. D’apres
le lemme ref??, on peut considérer Endg (M)=? comme un sous module différentiel
de Endg (M). D’apres le théoréme 18.1, un nombre a est composante de I’exposant
si et seulement s’il existe u non nul dans Endg (M) tel que x D(u) = au.

On vérifie que les multiplicités des composantes de I'exposant sont égale a un

puis que ces composantes forment un sous-groupe fini de Q/Z. On en déduit que
Endg (M)=C possede une base de la forme {Id,u,u?,...,u%"'} ott u “ Uy /4 est un
endomorphisme inversible tel que zD(u) = % u.

En particulier on a xD(u?) = u¢. On en déduit u? = czId (avec ¢ # 0) puis

det(u)? = c*z*. Mais, det(u) appartennant & R, ceci implique que d divise p. O

Soit d un entier. Nous considérons l'extension R[y] ot y¢ = x. C’est une K-algebre

que 'on munit de la dérivation D, prolongeant celle de R, définie par D(y) = é yl .
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On obtient ainsi un plongement de R(D) dans R(D)[y] = R[y][D]. On peut aussi
voir R[y] comme un R-module différentiel de rang d, de base 1,y,...,y% L.

Pour un R-module différentiel M, on note 6*(M) le R[y]-module différentiel
obtenu par extension des scalaires de D & R(D)[y]. En tant que R[y]-module, on
a 0*(M) = Rly] @& M. En particulier le rang de 0*(M) est celui de M.

Inversement, & un R[y]-module différentiel AV, nous associons le R-module différen-
tiel 6, (N') obtenu par restriction des scalaires de R(D)[y] & R(D). Le rang de 0, (N)
est d fois celui de . On a 0,0*(M) = Rly| @g M = M@z /M@ - @@=/,

Proposition 24.7. — Soit M un module différentiel de MLCSNL(R) de rang p
absolument irréductible. Quitte éventuellement a faire une extension finie du corps K,
il existe dans 0* (M) un sous Rly|-module différentiel N', de rang p/d, complétement
irréductible tel que M = 0,(N).

Preuve. — Le polynéme minimal de u sur F est u — cz. Supposons que K soit
suffisamment gros pour que ¢ = 4% avec v dans K. Les valeurs propres de u sont
donc les (yy pour ¢¢ = 1. Elles ont toutes le méme ordre p1/d (elles s’échangent par
l’automorphisme y — (y). L’endomorphisme u — vy a un noyau N de rang p/d qui
est un sous R[y]-module différentiel de 6*(M).

On vérifie que u réalise un morphisme de M dans z/9M d’ou il résulte que
0,.0*(M) = M?. Mais 0,(N) est un sous module différentiel de rang p de 6.6*(M).
Comme M est irréductible, I'unicité de la décomposition de Jordan-Holder montre
que 6,(N) = M. Par ailleurs, si N était réductible, il en serait de méme de 6, (N)
(la réciproque est fausse). Donc N est irréductible.

Quitte & changer la dérivation D = d/dx en dy?~! D = d/dy, R[y] est isomorphe
a R. D’apres la définition méme de I'exposant 17.7, pour un module différentiel Q de
pente nulle, exposant de *(Q), vu comme R-module différentiel par I'isomorphisme
précédent, est d fois celui de Q. L'exposant de Endgp, (6%(M)) est donc {0,...,0}
(0 répété d fois). Comme Endgj,)(N) est un sous quotient de Endgy, (6*(M)), son
exposant ne comprend que des 0. La proposition 24.6 montre que N est un R-module
différentiel completement irréductible. O

25. Exponentielles de Robba
25.1. Vecteurs de Witt. — Pour n > 0, on pose :

n . n—i n n—1
Wi (Xo,. ., Xn) =D p'XP =XI +pXT" 4 +p" X,
=0

En particulier, Wy = Xo, Wi =X+ X et
(77) Wo(Xo, ..o, Xpn) =Wyt (XE, ..., XP_ ) +p" X,
Si A est un anneau et si a = (ag,..., an,...) est un élément de AN, on pose :

W(a) = (Wo(a),..., Wa(a),...) = (Wo(ao),...,Wn(ao,...,an),...).

faisant ainsi de W une application de AN dans AN.
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Si A est de caractéristique p, les W, (a), qui ne dépendent que de ag, ne donnent
aucune information sur les a; pour ¢ > 0 . D’un autre coté, si p est inversible dans
A, Téquation (77) montre que l'application W est une bijection. On étudiera donc
cette application en supposant que p n’est pas inversible dans A et que A n’est pas
de caractéristique p. En particulier, on supposera que A est de caractéristique nulle.

Nous allons voir que I'image de I'application W est facile a caractériser lorsque A
est (contenu dans) 'anneau des entiers d’une extension non ramifiée de Q,. On ne
sait pas étudier directement le cas d’une extension ramifiée mais on utilisera le détour
suivant : on considérera son anneau des entiers comme une extension A = Ag[w| de
I’anneau des entiers Ag d’une extension non ramifiée et la spécialisation X — 7 de
I'anneau “non ramifié” Ay[X] dans A permettra de trouver des éléments de W(AY).

Définition 25.1. — Un anneau A est dit pNR (p non ramifié) s’il est de carac-
téristique nulle et 8’il est muni d’'un endomorphisme d’anneau 7 : A — A tel que,
pour tout élément a de A, la différence 7(a) — aP appartienne a pA.

Remarques 25.2. — On vérifie facilement les faits suivants :
1) L’anneau Z est pNR (d’apres le petit théoréeme de Fermat, 7 = identité convient).
2) Plus généralement, si k est un corps de caractéristique p, 'anneau des vecteurs de
Witt W (k) muni de 'endomorphisme de Frobenius (voir exercice 25.9) est pNR.
3) Si Panneau A est pNR, alors anneau A[x] (resp. A[[z]], A((z))) est pNR pour
Pendomorphisme 7( Y a,z®) = Y 7(as)zP*.
4) Par contre, si K est une extension ramifiée de Q,, alors I'anneau A des entiers de
K n’est pas pNR. En effet, il existe 7 dans A et n > 1 tels que 7" = pa avec |a| = 1
(en particulier a est dans A mais pas dans pA). Si A était pNR, on devrait avoir

* |7(a) — aP| < |p| < a”| donc |7(a)| = |a”| =1,

« (@] = |r(x)] = [pr(@) = p|  done [r(m)| = [p['/" = |,

* |r(m) = wP| < |p| < |p|"/" = |7(m)| donc |r(m)| = |7P| < |n].
Contradiction.

Le lemme 25.4 est classique : c¢’est une variante algébrique du théoreme des valeurs
intermédiaires. Lorsque A est un anneau topologique, on peut étendre les résultats 3),
4) et 5) au cas ol le polynéme R est une série entiere de A[[z]] & condition d’imposer
a a et b d’appartenir au domaine de convergence de R.

Notation 25.3. — Soit P un polynéme de A[z] ou une série entiere de z A[[z]]. On
définit par récurrence P°(0) =z, P°(")(z) = P(P°("~V(z)).

Lemme 25.4. — Soit A un anneau et R dans Alx]. On pose P(z) = 2P + p R(z).
Pour a et b dans A et n entier,

1) b™ — a™ appartient a (b — a)A,

2) Si b — a appartient ¢ p A, alors b? — aP appartient ¢ p(b— a)A,

3) R(b) — R(a) appartient ¢ (b —a)A,

4) Si b — a appartient o p A, P(b) — P(a) appartient o p(b— a)A,

5) Si b—a appartient o pA, P°")(b) — P°(™)(a) appartient a p™(b — a)A C p"+1 A,
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Preuve. — Les points 1) et 2) sont des conséquences immédiates de la formule du
bindéme appliquée & b"™* = ((b —a)+ a)n.

Le point 3) est une conséquence du point 1) et le point 4) découle des points 2) et 3).
Pour le point 5), on fait une démonstration par récurrence sur n. C’est évident pour
n =0 car b — a appartient bien & (b —a)A ! Si, pour n > 1, P°(=1(p) — pPo(n=1)(q)
appartient & p" (b — a)A donc & p"A. Alors, d’aprés le point 4)

P (b) — P°M(a) = P(P°"~ V(b)) — P(P°™"~(a))
appartient & p(P°(m=1)(b) — P°(=1)(a) C p"(b— a)A. O

Proposition 25.5. — Soit A un anneau pNR. W est injective et (wo,..., Wy, ...)
appartient ¢ W(AY) si et seulement si, pour tout n, w, — 7(w,_1) appartient a p"A.

Preuve. — Si W(a) = W(b), on trouve ay = Wy(ag) = Wo(by) = by et, par
récurrence sur n, en utilisant la relation (77)

pla, = Wn(a)_Wn(agw"aai—ho)

= Wu(b) = W,(bf,...,b0 _1,0) =p"b,,

d’oll a,, = b, car A est de caractéristique nulle.

Appliquons le lemme 25.4-5 avec R = 0 c’est-a-dire P°(")(z) = zP". Pour a dans
A, la différence a? — 7(a) appartient & p A et donc a?” — 7'(a)pn_1 appartient & p"A .
Il vient :

Walah,....a%) = W (r(ao), ..., m(an)) = > p" (@ —r(a)” ") €p"t'a
Si on calcule modulo p™ A, on trouve donc :
w, = Wy(ag,...,an-1,0)=W,_1(ab,...,ab_,)
= 7(Wa-1(ao,...,an-1)) = 7(wn-1) (mod p" A)

Réciproquement, si w,, —7(w,_1) appartient & p" A pour tout n, on peut construire
par récurrence une suite (a, ) de AY telle que (wo, ..., w,,...) = W(ag,...) :
On pose ag = W(ag) = wy et, si on connait ag, ...a,—1, comme
Wy, — Wyo1(ah,...,ab ) = w, — T(Wn_l(ao, ey an_l))
wy, — 7(wp—_1) (mod p"A),
il existe a,, dans A tel que
wy, = Wyo1(al,...,ab_1) +p"an, = Wy(ag, - .., an). O

Le résultat suivant contient déja beaucoup de congruences entre nombres binomi-
aux (voir [49] page 50 une autre maniére de présenter la démonstration) :

Théoréme 25.6. — Soit ® un polynéme de Z[X,Y]. Pour chaque n > 0, on peut
choisir un polynéome ¢, de Z|Xo, ..., Xn, Yy, ..., Y] de telle sorte que l'on ait

Wn(SDO(X07Y0)a ey @n(XO’“w X’I’L7Y07"'a Yn)) = q)(W’rL(XO77Xn)7 Wn(}/oavyn))

Les polynomes ¢, satisfaisant cette relation sont uniques.
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Preuve. — L’anneau A = Z[Xy, Yp,..., Xn, Yn,...] est pNR d’aprés la remarque 25.2-3.
Posons w,, = <I>(Wn (X0, X)), Wi (Yo,...y Yn)) On veut montrer que (w,,) appartient
a W(A). D’apres la proposition 25.5 il suffit de vérifier que w,, — 7(w,—1) appartient
a p"A pour tout n. Or, en utilisant le lemme 25.4-3, on trouve

T(wp—1) = Wy t(XE,, XE_ ), Woa (Y], YY)
= @(Wn(Xo,...,Xn) —p" X, W, (Yo,..., Yy) fp"Yn)
= @(Wn(Xo,...,Xn), Wn(Yo,...,Yn)) = w, (mod p)" A. O

Si on applique le théoréme 25.6 au polynéme ®(X,Y) = X +Y (resp. ®[X,Y] =
XY) et si on note S,, (resp. P,) les polyndémes ¢, correspondants, on en déduit
facilement le résultat suivant

Proposition—définition 25.7. — Soit A un anneau commutatif quelconque. Les
lois de compositions suivantes
a+b - (SO(a07b0)7~'~7Sn(a07"'7a’n7b07"'7bn)7'")
ab = (‘Po((l()7 bo)7 ey Pn(ao,..., Qp, bo,..., bn), .. )

font de AN un anneau commutatif appelé anneau des vecteurs de Witt a coefficients
dans A et noté W(A).

Ezxercice 25.8. — On suppose que A = F,, est le corps a p éléments et on définit
une application 6 de Z dans Z, par 0(z) = limj_,» 2"
1. Vérifier que 0(z) = 6(y) pour x et y congrus modulo p et que 0(zy) = 6(z)0(y).
On note 0 I'application de I, dans Z, obtenue par passage au quotient.
2. Au vecteur de Witt (ag, ..., an,...) de W(F,) on associe le nombre de Z,

O((ao, .- an,...) = Y _ 0(an)p".
n=0

Montrer que © est un isomorphisme de I'anneau W (IF,) avec I'anneau Z,,.

Ezxercice 25.9. — Soit k un corps (resp. un corps parfait) de caractéristique p .
1) Vérifier que 'application F' : W (k) — W (k) définie par
F(ag,...,an,...)=(af,....ab,...)

est un endomorphisme (resp. un automorphisme) d’anneau, appelé endomorphisme
de Frobenius, et que F'(a) — a? appartient & p W (k) pour tout a de W (k).
2) On pose
V(ao,...,an,...) = (070,0,...,@”,1,...).
Vérifier que F.V (a) = pa [calculer 'image par W].

Nous terminons ce paragraphe en donnant une autre application de la proposition
25.5. Nous nous limitons au cas qui nous sera utile. Au prix de petites difficultés
techniques, on peut la généraliser, par exemple, en remplacant ’anneau Z par un
anneau pNR quelconque ou bien en emplagant le polynéme R (resp. () par une série
entiere de Z[[z]] (resp. de zZ[[z]]).
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Proposition 25.10. — Soit Q et R dans Z[x]. On pose P(z) = zP + p R(z). Alors
1) ( (P° O) (g ), ,Q(Po(”)(x)), . ) appartient a W(W(Z[:c})),
2) si Q(0) = R(0) =0, (Q(PO(O) (2)),s Q(PO(”)(x)),...> appartient & W(W(:c Z[x]))

Preuve. — L’anneau Z[z] est pNR pour 'endomorphisme 7(H)(z) = H(a?) Comme
P(z) — 2P = pR(z) appartient & pZ[x], d’apres les congruences 5) et 3) du lemme
25.4, on trouve, modulo p™ Z[z],

Q(Po(n) (l‘)) — Q (Po(n—l) (P(x))) = Q (Po(n—l) (Clip)) - (Q (Po(n—l) ($>))
11 suffit maintenant d’appliquer la proposition 25.5.
Si @ et R appartiennent & x Z[z], alors, pour n > 0, Q(PO(")(QU)) appartient a z Z|x].
Il reste & voir que si (wp,...) = W(ay,...) pour des polynémes w, de xZ[x] alors les

ap, eux aussi appartiennent & x Z[x]. Mais ceci se vérifie facilement par récurrence a
partir de la formule (77). O

Remarque 25.11. — La proposition 25.10, avec Q( = z, montre qu’il existe a
dans W (Z[z]) tel que W(a) = (P°©(z),...,P ) Par définition de la
somme et du produit des vecteurs de Witt, on a alors

W(Q@) = (PO @),....QP" M (@)),... ).

L’introduction d’un polynéme () dans cette propostion peut donc sembler une
généralisation inutile. En fait ce qui va nous étre utile est de savoir que, si R et
@ sont divisibles par z, il en est de méme des composantes de Q(a). On peut
montrer directement que, si Q(0) =0, on a Q(W(:r Z[m])) C W(zZ[z]) mais cette

vérification est un peu laborieuse.

25.2. Exponentielle d’Artin-Hasse. — Le résultat suivant contient de nouvelles
congruences entre factorielles.

Théoréme 25.12. — La série formelle
et 00 \ o) 1 o) N )
déf —h, p"\ _ - —h_.p o s
By & oxp (Yo ') = 3 (S5 e) = Y
h=0 n=0 h=0 s=0
a des coefficients o; qui appartiennent a Z, N Q.
Preuve. — En écrivant I’entier n sous la forme n = dp™ avec d premier & p, on trouve
ST R SERED D S
n=1 (d,p)= 1 h=0

La formule d’inversion de Moebius )", u(i) = 0 pour n > 2 donne alors :

B

(i,p)=1 (i,p)=(d,p)=1 h=0
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M(Z) > h > h
_ —h np" _ —h, .p
> e =) vt

(n,p)=1di=n h=0 h=0
On trouve finalement

Bx)= [[ (1-a") 10/

(i,p)=1

et on conclut en remarquant que, pour a dans Z, N Q, la série
o0

(1_x)—a:Za’(a+1)(a+S_1) s

x
s!

s
appartient & (Z, N Q)[[x]]. O
On met ensemble les congruences que nous venons de trouver.

Proposition 25.13. — Soit A un anneau et soit a un élément de W(A). On a
E(a,z) < exp ( Z W, (a) p*”xp") = H E(a; xpi).
n=0 =0

En particulier, la série entiére E(a,x) appartient a A[[z]]. De plus on a :
1) E(a+ b,z) = E(a,z) E(b,z)
2) Si V(a) = (0,a9,a1,...) alors E(V(a),z) = E(a, zP).

Preuve. — On a
o n o B 00 0o . e
E(a,z) = exp (Z Zaf PP ) = exp (Z Z a? p~haP )
n=0 i=0 i=0 h=0
o0 o0 . (o] .
= exp (Z Zp*h (a; xpl)ph> = HE(ai zP").
i=0 h=0 i=0

La relation 1) est une conséquence immédiate de la définition de la somme dans
Panneau W(A). Cette définition s’écrit en effet W,,(a+b) = W,,(a) + W, (b).
La relation 2) vient de la formule W, (V(a)) = pW,_1(a).

Remarque 25.14. — Si on note 1 = (1,0,...) ’élément neutre de la multiplication
dans W(A), on a E(1,z) = E(x).

25.3. Vecteurs de Witt finis. — En général, la dérivée logarithmique de la fonc-
tion E(a,x) est une série entiere. Pour étudier les équations différentielles (d’ordre
un), le seul cas intéressant est celui ol cette dérivée logarithmique est un polynéme,
c’est-a-dire ou les W, (a) non nuls sont en nombre fini. Nous sommes donc amenés a
construire des vecteurs de Witt ayant cette propriété.

Définition 25.15. — Un générateur de Tate w est une suite (m,,) d’entiers non
nuls d'une extension K de Q, vérifiant

P(mo) =0 et P(mpn)=mm-1 pourm>1
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pour un polynéme P(z) = xP + px + paz? R(x) avec R dans Z[x]. Le polynome P est
appelé polynome de Lubin-Tate associé a w.
On pose 7, = 0 pour m < 0. Ainsi on a P(m,,) = mm—1 pour m dans Z.

Remarque 25.16. — En regardant le polygone de Newton du polynoéme P, il est
facile de constater que |m,,| = w? . Plus précisément, si le degré du polynéme R est
au plus p, toutes les racines non nulles du polynéme P°(™ ont cette valeur absolue
mais si le degré de R est plus grand que p alors P a aussi des racines de valeur absolue
supérieure a 1. Ces dernieres ne joueront aucun role.

Proposition—définition 25.17. — Soit w un générateur de Tate et soit m > 0
un entier. Il existe un (unique) vecteur de Witt wy, de W(Wm Z[wm]) tel que
(wm,wm,l,...,wo,o,...) =W(wm). Autrement dit, W;(w,) = Tpm—; pour tout i > 0.
Soit Q un polynome de xZlx]. Le vecteur de Witt Q(wm) L (N, Av.) a des
coefficients A; dans mp, Z[my]. En particulier on a |A;| < 1 pour tout i > 0.

Preuve. — Soit P le polyndme de Lubin-Tate associé a w. D’apres la proposition
25.10, (P°©)(z),..., P°™(z),...) appartient & W(W (Z[x])) On spécialise z en m,,
et on remarque que, par construction, Po(i)(wm) = T;m—; pour ¢ > 0. On constate que
(Tms.-., 0, 0..) appartient & W(W(Z[ﬂ'm]))

Or W(Q(w@y,)) est la spécialisation de (Q(PO(O) (2))s-..,Q(PM(2)),.. ) qui ap-
partient & W(W(:c Z[a:])) d’apres la proposition 25.10-2. On en déduit que Q(w,,)
appartient & W (my, Z[my,]). O

Définition 25.18. — Soit w un générateur de Tate et soit m > 0 un entier. On
appelle exponentielle de Robba la série entiere

1

em,=(T) et E(wm, ) = exp (wmw 4+ Tme1p 2P+ ...+ 7o p_mxpm).

Théoréme 25.19. — Soit w un générateur de Tate et soit m > 0 un entier. L’expo-
nentielle de Robba e, (x) appartient ¢ Z[mp,][[z]] et a un rayon de convergence ex-
actement égal a 1.

Preuve. — Puisque w@,, appartient & W (Z[r,,]), la série e,, - appartient a Z[m,,][[x]]
d’apres la proposition 25.13. Comme |m,,| < 1, ses coefficients sont des entiers p-
adiques et elle a un rayon de convergence au moins égal a 1.

Posons n(z) = Ty, + ...+ ma?” ~! de telle sorte que -L (e ) = 1(2) €m,m. Pour p

assez grand, on a

In(z)|, =wp? ~'>p7h.

D’apres le théoreme 8.6, le module différentiel M,, (de rang 1) associé a 'opérateur
D — 7 a un rayon de convergence

m

Ray(M,, p) = wln|,* = p" 7"

Pour p < 1, la fonction e, « est une solution du module différentiel M,, qui converge
dans le disque générique D(t,, p). On constate donc que Ray(M,,, p) = p pour p < 1
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(en fait pour p < 1). La fonction p — Ray(M,, p) étant logarithmiquement concave
et continue(proposition 9.3), il en résulte que Ray(M,, p) = pt=P" < ppour p > 1
(et pas seulement pour p assez grand). Or, si e,,  avait un rayon de convergence
R > 1, on devrait avoir Ray(M,, p) = p pour p < R. Donc le rayon de convergence
de e, est exactement 1. O

Remarque 25.20. — Si R(xz) = 0, c’est-a-dire si P(z) = zP + px, alors on peut
prendre mo = 7 (le 7 de Dwork). Les fonctions e, - font partie de celles que Robba
obtenait dans [45] lemme 10.8 (voir aussi [46] théoréme 13.2.1) par une construction
extrémement astucieuse mais détournée.

Si P(z) = (x+1)? — 1, alors 7, = (m — 1 avec ¢§ = 1 et (&, = (n—1. Autrement
dit (,, est une racine p™-eme primitive de I'unité. Les fonctions e,, o sont celles
que Matsuda a construites quand il a introduit les vecteurs de Witt dans ’étude des
exponentielles de Robba [37].

La décomposition donnée dans la proposition 25.13 ne permet pas, en général, de
trouver le rayon de convergence de la fonction E(a, x) car elle fait intervenir un produit
infini. Lorsque WW(a) n’a qu'un nombre fini de composantes non nulles, les fonctions
em, vont donner une décomposition en un produit fini permettant de calculer ce
rayon de convergence.

Proposition 25.21. — Soit w un générateur de Tate, m > 0 un entier, A un an-
neau contenant Z[my] et a = (ag,...) un vecteur de Witt de W(A). On a

m
E(wm a,x) = Hem_i@(ai xp%).
i=0
En particulier, si |a;| < 1 pour 0 < i < m, le rayon de convergence de la fonction
E(wma, x) est strictement plus grand que 1.

Preuve. — Par définition, on a W;(w,,a) = mp,—; Wi(a) pour 0 < i. On trouve
P
E(wmax> = eXp(Zﬂ-mfi(Zp]a? )p zxp)
i=0 j=0
m m—j N s m )
— ] J
— exp(Z Wm_h_jag p P ) = Hem_j,w(aj xP).
§=0 h=0 3=0

Si |a;] < 1 pour 0 < i < m, chacune des fonctions e,,—; o (a; :rpl) a un rayon de
convergence strictement supérieur a 1. Il en est de méme de leur produit. O

L’un des points de départ des travaux de Dwork est de remarquer que la fonction
exp(mz—maP) a un rayon de convergence strictement supérieur a 1. Le résultat suivant
en est une généralisation.

em,w ()

Théoréme 25.22 ([41] théoréme 2.5). — La fonction (o)
em,w (T

a un rayon de

convergence strictement supérieur a 1.
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Preuve. — Comme 7_1 = 0, on trouve :
m m—+41
em, () aP aP » P
—_— = exp(ﬂ'mz+7rm_1—+...+ﬂ'0—mf7rmx . T T )
€m,w (TP) p p p

P
= exp(prTm+1T) exp ((wm — pTm1)x + (Tm—1 — pwm)? + ...
xpm xp7n+1
oo+ (7'('0 —pﬂl)pT + (7T_1 —pﬂ'o) W)
1

Posons Q(z) = = (P(z) — ap) = 2P~ ' 4 px R(z) de telle sorte que
x

Th—1 — Pk = P(mi) — prk = meQ(mk) = Wing1—k (@ms1Q(@mr1))-

Il vient
Em.(7)
em,w (TP)
Le polynéme @ appartient & x Z[x]. D’apres la proposition 25.17, Q(w,,) = (Ao,...)
avec |\;| < 1. D’apres la proposition 25.21, la fonction E(w,, Q(wm), ) a un rayon

de convergence strictement supérieur a 1. Comme |pm,,+1| < w, il en est de méme de
la fonction exp(pm,41 ). O

= exp(pTm41 ) E(wmﬂQ(me), x)

Exercice 25.23. — Soit w et @’ deux générateurs de Tate. En s’inspirant de la
démonstration du théoréme 25.22 montrer que la fonction e, o (x)/€m = () a un

rayon de convergence strictement supérieur & 1. [Poser Q(z) = - (P(z) — P'(z))].

25.4. Equations différentielles d’ordre un. —

Proposition 25.24. — Pour tout nombre 8 du corps K tel que |5| < w et tout entier
n > 1, il existe une extension finie K' de K, une fonction f, g(x) de Ag/([0,1]) et
un polynéme Ly, g de degré n—1 de K'[x] tels que D(fn,3) = (82" + Ly 3(x)) fa,s

Preuve. — On écrit n = dp™ avec (d,p) = 1 et on choisit un générateur de Tate w et
un nombre 7 tel que B = mody?" . On a || < w = |mg| est-a-dire |y| < 1. On pose

m
— dy — =i AP oAD'
n, = , = - y
f 5(3;) €m w(’YCU ) exp(Zﬂ'm WPy X )
1=0

La fonction f,, s appartient a Z[m,,,][[z]] donc & Bg|r,, 41([0, 1) (c’est méme une
fonction analytique bornée par 1 dans son disque de convergence) et on trouve

m m—1
D(fnp) frp= Zﬂm_i AP 2 1 = a1y Z sy 1
=0 i=0

ce qui est le résultat cherché avec K’ = K (mp,,"]. O
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Remarques 25.25. — Si |B| < w, on constate que la fonction e, g a un rayon de
convergence strictement supérieur a 1.
Si |B] = w, on constate aussi que les coefficients de L,, g on une valeur absolue

|7Tm_id'ypi| = |Tm—i| = wp " (0<i<m-—1)
qui se trouve dans l'intervalle Jw, 1.

déf

Théoréme 25.26. — Le H1.,-module My = HE, fnﬁ(%) est un module différen-
tiel (de rang 1) soluble. Il est isomorphe a 7—[}(, si et seulement st |B| < w.
Les ’H}(,—modules différentiels ¢* (./\/ln,g) et My, g sont isomorphes.

Preuve. — Comme
et d 1y ,1,1 el 2 1 1 t
n(x) = %(fnﬂ(;)) fn,g(g):—ﬁx -z Ln,ﬁ(;) GK/[E] CHyrs

M., 5 est un ”H}(,—module différentiel. Plus préciément on a
Mo g = Hle (D) /HE (D).(D — ).

Comme fnﬁ(%) appartient a By (]1,00]), I'espace Hom, (D) (Mn,g,BK/ (]1,00]))
< K/
est de dimension 1. Le corollaire 14.5 affirme alors que

dim e (HomHL/ ) (anﬁ,Atl(l))) = 1= dimy; | (M),

Autrement dit, Ray (/\/ln,g, 1) =1 et M,, g est soluble.

Le module différentiel M, 3 est isomorphe & 7—[}(, si et seulement si f,,, [5(%) appartient
a ”H;(, c’est-a-dire si fj, g a un rayon de convergence strictement supérieur a 1 donc
st |B] < w.

On choisit 'automorphisme o par o(m,,) = 7 et o(y) = ¥P. D’apres le théoreme

95.92, la fonction f(z) = =)

a un rayon de convergence strictement supérieur
em,w(2P)

a 1. Donc la fonction

fnﬁ(zil) — em,w(’yxid) — f(’}/xid)

np(@P)  em o (yPrP)

appartient a ’HJ}{, et le module différentiel ¢*(M,, 5) = 7{}(, I 5(55) est isomorphe
a M, 3. O
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CHAPITRE IX
ANNEXES

Index des notations
A(D), 69 H1, 64
A, 22, 64 1,21
A(I), 22 1P, 149
A(lp]), 22 In =[o, 1], 63
A*(I), 49 I (matrice identité), 72
A#0(T), 49 Iy, 46,49
Ag(I), 22 ¢ 50
Aa(p), 37 Kalg g
ACL,K(p)7 37 I?alg’ 6
Az, (r), 38 ’ .
Ba(p), 37 K corps valué complet, 6

a *

Ba,x (p), 37 K "*9
By, (r), 38 VIE*], 6
Cp 6.9 “1@7, 20, 50
D. 32 “lin’, 20, 50
D(a,r), 6, 37 Mat(u, A), 70
D(a,rt), 6 MLC, 70
D= 69,86 MLCF(R), 160
DK(“q 'r'), 6 MLCS(R), 95
Dk (a,rt), 6 MLCSNL(R), 175
D (¢), 40 M7, 78
D$°(e), 65 M=A 172
DY(e), 40 M, 94
diag(u, A), 70 My, 169
diag(a1,...,au), 136 My, 5, 186
div(f), 49 T*(M), 78
D(I), 49 (M, T9
D = K((z))(D), 95 Np(f), 22
Dt(1), 49 New (M), 174
Ep, 33 np(f), 22
E(a,z), 182 Op,r, 104
E(z), 181 Po(m) 178
Ep(M), 123 Tm, 183
&,, 115 pt(M), 95
em,w, 183 w, 183
F(I), 23, 146 Om, 183
F*(I), 49 Qp, 6
©, 149 R, 63
fn.5, 185 Ray(M,17), 95
G, 87 Ray (M, p), 87, 95
Gs, 72, 87 Rob (A(I)), 116
Gl(p, A), 70 T(p, A) , 129
HO(C(I), M), 48 TP(u, A), 129
H(C(I), M), 48 Tx, 161
Homy (M, N), 72 Tx,q, 161

H(I), 35

Tpry 104
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to,p, 37
ta.p, 37

W (A), 180
Cc(I), 21
Ca(l), 21
wZ(p)7 59
YG(xv y)? 88
Zp, 6

aM 112
Ag A, 124
#(1), 78
%, 78

fe, 78

ft, 40
=, 40

Ty, 116
klx]p, 27
New(f), 35
T, 94

o*, 78

Q, 37

w, 8

Absolument convexe, 12
Absolument irréductible, 175
Absorbante (partie —), 9
Anneau

p non ramifié, 178

d’Amice, 63

de Bezout, 57

de Robba, 63

popriétés algébriques, 63
popriétés topologiques, 64

de valuation, 6

des vecteurs de Witt, 180

différentiel, 68
Antécédent

faible, 160

fort, 160
Application horizontale, 72
Banach (espace de —), 11
Base de filtre, 11

convexe, 16
Base pseudo-cyclique, 92
Bezout (anneau de —), 57
Birkhoff (théorémes de) , 129
Bornée (partie —), 9
Bornés

de A(I), 39

x(M, B), 77

(@)n, 108

¢A, 116

| |oo sur N (valeur absolue ordinaire), 112
|-|  sur N (valeur absolue p-adique), 112
|-] sur K, 6

|-1p sur Klz], 27

|-|p sur A(I), 22

|-y sur A(D), 80, 83

I llecry sur B(I), 35

- llery sur A(J), 28

[ “|le,p sur un E,-module différentiel, 86
II“lle,@ sur un A-module différentiel, 82

Il - llsp,e,p sur un E,-module différentiel, 87
I-llons sur A(D), 79

|| -]lp, sur les matrices, 87
-l 82

I llp,r  sur Ex(D), 80

[~ Ilx,p, 161

I~ llop,p,rs 103

I llop,x,p 161

£ 114

Index terminologique

C-compacte (partie —), 15
C-extraite (suite), 17
Caractéristique résiduelle, 6
Changement de variable, 78
Cohérent, 52
Compactoide (partie —), 17
Complet, 12
Condition

de Fuchs, 96

de Mittag-Leffler, 42

de Mittag-Leffler forte, 42
Convexe, 12

espace localement —, 11

partie —, 12

partie absolument —, 12

topologie localement —, 11
Corps

a valuation discrete, 9, 35

des éléments analytiques, 33
des constantes, 5, 68

des fonctions méromorphes, 23
des restes, 6

différentiel, 68

localement compact, 10
maximalement complet, 9
sphériquement complet, 9, 20

189
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ultramétrique, 6 libre, 55
Couronne, 21 localement libre, 52
Cyclique (théoréme du vecteur —), 73 Filtre, 11
Disque générique, 33 convergent, 11
Diviseur, 48 convexe, 16
effectif, 48 convexe maximal, 16
Divisible (module), 14 de Cauchy, 11
Dual d’un espace topologique, 9 plus fin, 11
Dwork-Robba Foncteur de Frobenius, 149
majorations explicites, 108 Fonction
théoréeme de décomposition, 107 analytique, 22
Elément analytique, 33 analytique bornée, 35
dans la couronne C(I), 35 méromorphe, 23
Effectif (diviseur), 48 surconvergente, 63
Emboitée (famille de parties), 11 Fréchet (espace de —), 11
Ensemble affinoide connexe, 29 Frobenius (structure de), 159, 160
Ensemble ordonné filtrant, 41 Fuchs
Enveloppe injective, 18 (condition de), 96
Espace Générateur
analytique, 21 de Tate, 182
complet, 12 Groupe des valeurs absolues, 6
de Banach, 11 Groupes de cohomologie, 48
de Fréchet, 11 Hahn-Banach (théoreme de), 20
de Montel, 65 Hasse-Arf
dual, 9 théoreme, 174
localement convexe, 11 Hensel (lemme de)
normé, 11 classique, 28
séquentiellement complet, 12 général, 26
tonnelé, 12 pour les fonctions analytiques, 30
vectoriel de dimension finie, 10 pour les polynomes, 27
vectoriel topologique, 9 pour les polynomes différentiels, 85, 86
Espace de Fréchet, 12 Idéal maximal, 6
Essentielle (extension — ), 13 Image inverse, 149
Exponentielle de Robba, 183 Indice
Exposant d’un module différentiel, 77
a différences non Liouville, 115 d’un opérateur différentiel injectif, 110
non Liouville, 115 Intersections finies non vides, 11
d’un module différentiel quotient, 124 Lazard (théoreme de), 52, 60
d’un sous-module différentiel, 124 Lemme de Hensel
ensemble des —s, 112 classique, 28
rationalité de I'—, 170, 173 général, 26
d’un A(I)-module différentiel pour les fonctions analytiques, 30
I fermé, 123 pour les polyomes, 27
I ouvert, 124 pour les polynoémes différentiels, 85, 86
d’un R-module différentiel, 170 Libre, 55
de pente nulle, 170 Limite banachique
Exposant naif, 112 d’une suite de K, 20
Exposants, 98 d’une suite de fonctions, 50
Extension essentielle, 13 Limite projective, 41
Extension immédiate, 9 Linéairement compact (Ox-module —), 13
Faisceau, 46 Liouville
cohérent, 52 exposant a différences non —, 115

groupes de cohomologie d’un, 48 exposant non —, 115
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nombre de, 113
Localement convexe (espace —), 11
Localement libre, 52
Logarithmiquement (avoir — une propriété),
23
Lubin-Tate (polynéme de), 183
Majorations explicites de Dwork-Robba , 108
Matrice représentant la dérivation, 71
Maximalement complet (corps), 9
Mittag-Leffler
(théoreme de), 44
Condition de, 42
Condition forte, 42
décomposition de, 33
Module
linéairement compact, 13
Module différentiel, 70, 71
completement irréductible, 175
de pentes supérieures a A, 169
de Robba, 115
pentes d’'un —, 174
purement de pente 3, 169
singulier-régulier, 96
soluble, 76, 95
Monodromie p-adique, 170
Montel (espace de —), 65
Multiplicité, 98
Nombre de Liouville, 113
Norme, 11
Norme de K-algebre, 79
Norme de Gauss
sur A(D), 80
Norme de Gauss, 22, 33
Norme spectrale, 87
Normes équivalentes, 11
Partie
absorbante, 9
bornée, 9
c-compacte, 15
compactoide, 17
Pente
plus grande —, 95
purement de — 3, 169
supérieure a A, 169
Pentes, 98, 101
Pentes d’un module différentiel, 174
Pochhammer (symbole de ), 108
Point
adhérent, 11
de Berkovich, 32, 37
fermé, 21
générique, 37, 88
géométrique, 21

ordinaire, 148
singulier régulier, 96
Polaire (d’une partie), 9
Polygone de Newton, 23, 83, 98, 174
Polygone de valuation, 24
Polynéme
p-extrémal, 25
de Lubin-Tate, 183
différentiel, 69
différentiel hypergéométrique, 108
Préfaisceau, 46
Présentation (d’un module différentiel, 81
Presque périodique, 36
Puiseux (théoréme de), 101
Résolvante, 88
Rayon
d’un point générique, 37
Rayon de convergence
fonction —, 93
Rayon de convergence, 87
Restriciton des scalaires, 79
Robba
module différentiel de, 115
théoréme de ’indice de, 110
Séquentiellement complet, 12
Sections globales, 54
Semi-norme, 10
Semi-norme quotient, 82
Signature (d’un A(J)-module), 52
Singularité
apparente, 146
apparente (élimination), 147
réguliére, 148
Soluble (Module différentiel), 76
Sphériquement complet (corps —), 9
Structure de Frobenius, 160
faible, 159
forte, 160
Suite exacte longue, 48
Symbole de Pochhammer, 108
Systéme cofinal dénombrable, 41
Systéme projectif, 41
d’espaces vectoriels, 44
de groupes, 44
Tate (générateur de), 182
Théoréeme
d’annulation de Mittag-Leffler, 44
de Baire, 12
de Birkhoff algébrique, 129, 143
de Birkhoff analytique, 136, 142, 144
de décomposition de Mittag-Leffler, 33
de Hahn Banach, 20
de Hasse-Arf, 174
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de l’indice de Robba, 110 Topologique (espace vectoriel), 9
de Lazard, 52, 60 Transformations de cisaillement, 97
de Puiseux, 101 Transport de structure, 78
du vecteur cyclique, 73 Ultrafiltres. 11

Tonnelé (espace topologique —), 12

Uniformisante, 9, 36

Topologi
O(I;gﬁ?liepar la. valeur absolue. € Valeur absolue non-archimédienne, 6
de A(I), 39 ' Valuation, 6
localement convexe, 11 Valuation discréte, 9, 35
produit, 17 Witt (anneau des vecteurs de), 180
quotient, 82 ‘Wronskien, 108
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