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Diagonales

Diagonales

Définition
Si F' est une série formelle

_ E 0 i
F= Ajg,....in Lo " Ty

205-++,%n =0
la diagonale de f est

Ay(F) d:efzai, At

Définition

A

‘ql

On s’intéresse aux d|agonales des fractions rationnelles développables en séries

entieres a 'origine.
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Diagonales

Définition
Si F' est une série formelle

F:Za[xl,
I

la diagonale de f est

A(F)E Z

41
Lath
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Diagonales Exemples

Une série combinatoire

Arrivée a;,j = # {chemins de tours de (0,0) a (4, 7)}
ajj = Z ag,j + Z ag
k<i k<j
Probléme

Donner une récurrence pour la suite (a, ).

Départ
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Diagonales Exemples

Une série combinatoire

Arrivée a;,j = # {chemins de tours de (0,0) a (4, 7)}
o 1
Fla,y) =) 'y = == ——
1,520 I-z 11—y

A(F) =) annat"

Probléme
Départ Donner une équation différentielle pour A(F).
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Diagonales Exemples

Une série combinatoire

» dimension 2
Inuy, + (=14 — 10n)up4+1 + (2 4+ n)up12 =0

» dimension 3
—192n%(1 + n)(88 + 351)uy,

+(1 4 n) (54864 + 1005861 4 59889n2 + 11305n3)
—(2 4 n) (43362 + 63493n + 30114n% + 46551 )y, 42
+2(2 + 1) (3 4 n)%(53 + 351 )ups3 = 0

3
Un+1
3

» dimension 4

5000m° (1 + n)2 (2705080 + 3705334n + 1884813n? + 421590n° + 34983n*)u,
—(1 + 1) (80002536960 + 282970075928n + - - - + 6386508141n° + 3938386147 Yu,y 41
+2(2 + n) (143370725280 + 500351938492n + - - - + 2636030943n" + 1315010971 )u, 4o
— (3 + n)? (26836974336 + 801917458007 + 100381179794n2 + - - - + 441485461 Yu,, 43
+2(3 + )% (4 + n)3 (497952 + 1060546n + 829941n? + 281658n> + 34983n*)u, 14 = 0
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Diagonales Exemples

La suite d’Apéry

Pour prouver l'irrationnalité ((3), Apéry définit

n 2 2
n n+k
n =) ()
On vérifie non sans mal que
(n+ 1)3an+1 — (34n3 +51n% +27n + 5)an, + ndap_1 = 0.

Par ailleurs

n __ 1
Y ant" =A ((lfmlzzxgzm)((lfxg)(17x4)7x0(1+x1)(1+:v2))) :
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Diagonales Propriétés

Quelques résultats

Pour F' € k(zg,...,zy) et G € k(Yo, - -, Ym),

A(F) = A <F>

1- Tn+1
A(F)A(G) = A(F(xoy1-  Ym, Ty - - )G (X0 Ty Y1y -+ -y Ym))
A(F) © A(G) =A (F(I'(), s 7xn)G(xn+la s 7xn+m+1))
Théoréme (Furstenberg)
Pour f € k[t] une série formelle, les propositions suivantes équivalent :

» [ est une série algébrique, c’est-d-dire que P(t, f) = 0 pour un certain
polynéme P(t, Z) non nul ;

> f est la diagonale d’une fraction rationnelle bivariée.
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Diagonales Propriétés

Quelques résultats

On vérifie que
1 > (3n)!
Al — | = —t"
<l—x—y—z> 2;n!?’
n’est pas algébrique. Mais...

Théoréme (Furstenberg)
Si F' € Fy(x), alors A(F) est algébrique.

Théoréme (Christol, Lipshitz)

Si F' € k(x), dlors il existe des polynémes az(t) non tous nuls tels que
=0.
Z ai(t dt’

Les diagonales généralisent les séries algébriques.
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Equations algébriques modulo p

Equations algébriques modulo p
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Equations algébriques modulo p

Le théoréeme de Furstenberg
Démonstration

¥, corps de base.

Définition (Opérateur d’extraction)
Pourr € Z,

i | def ; def
E, (Z aitz> = Z aqi+rtZ et B, (Z aIXI> = Z aq[+(r,...,r)xl
7 7 I I

On vérifie :
» AoE,=FE.0A;
2, E.(F) = Ep(2]F);
G(x)E,(F) = E.(G(x)IF), car G(x?) = G(x)%, oux? = a,...,2};
Si f(t) =3, ait’, alors

v vy

FO) =D 7> agt”

0<r<q [
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Equations algébriques modulo p

Le théoréeme de Furstenberg
Démonstration

¥, corps de base.

Définition (Opérateur d’extraction)
Pourr € Z,

i | def ; def
E, (Z aitz> = Z aqi+TtZ et B, (Z aIXI> = Z aq[+(r,...,r)xl
7 7 I I

On vérifie :
» AoE,=FE.0A;
2, E.(F) = Ep(2]F);
G(x)E,(F) = E.(G(x)IF), car G(x?) = G(x)%, oux? = a,...,2};
Si f(t) =3, ait’, alors

fe)= >t <Zaqz+r )q

0<r<q

v vy
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Equations algébriques modulo p

Le théoréeme de Furstenberg
Démonstration

¥, corps de base.

Définition (Opérateur d’extraction)
Pourr € Z,

i | def ; def
E, (Z aitz> = Z aqi+rtZ et B, (Z aIXI> = Z aq[+(r,...,r)xl
7 7 I I

On vérifie :
» AoE,=FE.0A;
» 2B, (F) = E.(2]F);
» G(x)E,(F) = E.(G(x)1F), car G(x?) = G(x)4, oux? = af,... a};
> Si f(t) =, a;t’, alors

f0) = 3 CE(f)
0<r<q
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Equations algébriques modulo p

Le théoréeme de Furstenberg
Démonstration

Soient une fraction F' = % € Fy(x), l'entier d = max(deg A, deg R) et
I'espace vectoriel sur I,

e={a(F) |degP<d}. (dme< (1Y)

|. & est stabilisé parles F,.

Démonstration. b, R
ETOA (R) :AOET <RQ>
q—1
o (EEE) -
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Equations algébriques modulo p

Le théoréeme de Furstenberg
Démonstration

Soient une fraction F' = % € Fy(x), l'entier d = max(deg A, deg R) et
I'espace vectoriel sur I,

e={A(f)|degP<ay. (ame< (")

|. & est stabilisé parles F,.

2. Si fi1,..., fs estune base de &, alors il existe des ¢;; € IF,[t] tels que

Vi, fi=Y_ el
J

Démonstration. ¢
fi= Y UE(f)I= ) fT(sz‘jfj>
0<r<q 0<r<q i
— Z( Z bl t7"> O

J 0<r<gq
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Equations algébriques modulo p

Le théoréeme de Furstenberg
Démonstration

Soient une fraction F' = % € Fy(x), l'entier d = max(deg A, deg R) et
I'espace vectoriel sur I,

e={A(f)|degP<ay. (ame< (")
|. & est stabilisé parles F,.

2. Si fi1,..., fs estune base de &, alors il existe des ¢;; € IF,[t] tels que

Vi, fi=Y_ el
J

3. Tous les éléments de £ sont algébriques.
Démonstration. 2
Vi, fl = Z c” j , etc.
Donc sur Fy (%), Vect {fiqk ‘ olsklfzsv} C Vect {ffN ’ 1<i< s}.
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Equations algébriques modulo p

Théoréme de Furstenberg
Exemple

Sif =3, B3, alors

» f=(1+¢) "1 modb5
>f5(1—t—t2)7% mod 7

N

1
» f=(1+6t+2t>+8%) "1 mod 11
> ...

Par ailleurs,
(274 —¢) f" + (54t — 1) f' + 6f = 0.
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Equations différentielles

Equations différentielles
Approche analytique
Approche algébrique
Conclusion
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Equations différentielles

Le théoréme de Christol—Lipshitz

Théoréme
Si F' € k(x), dlors il existe des polynémes a;(t) non tous nuls tels que

> et S ar) o

%

Changement de variables

_ 1 t
Gt(xlv"'axn)_ ml...mnF( 7x1a"'7xn>

T1Tn
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Equations différentielles  Approche analytique

Intégrales complexes
Quelques rappels

» Pour f : C — C méromorphe, et : [0, 1] — C, avec y(0) = (1), on

définit .
74 f(z)ds & / SO/ @)Y (1)t
0% 0

» Pour f: C" — C méromorphe ety : [0, 1]™ — C", avec ([0, 1])™ sans
bord, on définit

ﬁf( dxd—ef/ /f )) Jac(y)(u)duy - - - du,.

» Lintégrale est invariante par déformation du cycle tant que I'intégrande
reste fini.
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Equations différentielles  Approche analytique

Diagonales et périodes

Proposition
A(F) = f Gidar---d
pu— x . .. x
2im)n J, n
ou y est le n-cycle |z1]| = -+ = |z, = &,
c-a-d. 7y i (U, ..., uy) € [0,1]% s (€™ . geimun) ¢ C™,
Démonstration.

Développement en série et intégrale de Cauchy :
1 =1 , 1 sil=(-1,...,—1
. Y{dex -TI f whidg; = 4L ST = )
(2im)™ [, = 2T gy =e 0 sinon. [

Définition
Une période est I'intégrale sur un cycle d’une fonction algébrique sans pole sur
ce cycle.
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Equations différentielles  Approche analytique

Equations de Picard-Fuchs

Probléme
Donné G; € C(t,x), trouver une équation de liaison sur C(t) entre les

f&@M$€N
7

Exemple (Euler)
Périmétre d’une ellipse de demi-grand-axe unité et d’excentricité e :

1-— 62562 l — $2) y?
ple) = j{\/ T :1:—?41_62 - 2)dexdy.

On vérifie I'équation d|1"ferent|elle
e(l1—e?)p" + (1 —e®)p' +ep=0.
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Equations différentielles  Approche analytique

Réduction topologique
Intégrales simples

Gy = Rim € C(t, x). Soient les x;(t) les racines de R(z) et des petits
contours ~y;(t) autour des x;(t).

ijtdx = an Gydx
v v Vi

K >
X | T |
UUE“ )
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Equations différentielles  Approche analytique

Réduction topologique
Monodromie
def def
Posons f(t) = ¢ Gidz etgi(t) = §, Gidu.
Ces fonctions ne sont pas méromorphes sur P'C :
> leur péles sont finis;
» on peut les prolonger partout;
» mais il y a de la monodromie.

Pierre LAIREZ (Inria)
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Equations différentielles  Approche analytique

Réduction topologique

Intégrales simples

La fonction f est solution de I’équation différentielle
y(s—l) g§5—1) ggS—l) g(s;l) g(s;l)
y© g gl ! °
Proposition

Cette équation est a coefficients rationnels en t.
Démonstration.

| Il suffit de montrer que les coefficients n’ont pas de monodromie.
2. La monodromie permute les g;.

3. Les coefficients sont symétriques en les g;.
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Equations différentielles  Approche analytique

Réduction topologique
Intégrales multiples

|dem!
(en plus compliqué)

Point clef
Tout n-cycle dans P \ V(R) se décompose a déformation pres en
combinaison linéaire d’un nombre fini d’entre eux.

Pierre LAIREZ (Inria) Diagonales & Périodes 7 mars 2013
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Equations différentielles  Approche algébrique

Point de vue formel

y) =Y aa’y Gi=1F(z, L) = bijait)
i,j 1,5

L(t (9t) Gt 8 (U) = L(t, 8,5) . At(F) =0
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Equations différentielles  Approche algébrique

Point de vue formel

F(z,y) = Zaivﬂ'xiyj Gy=3F(z, %)= Z bi jz't!
0 vy

J Al pJ

A

NN

—

L(t,0,) - Gy :iai(Ui) = L(t,0) - Ay (F(z,...
=1

Pierre LAIREZ (Inria) Diagonales & Périodes
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Equations différentielles  Approche algébrique

Réduction algébrique
Intégrales simples

Soit G = #= € C(t, z).
Algorithme

l. A=UR+ V@ R
U+ =50,V -V
2 6= U o (V)
3. On définit, par récurrence sur I'ordre du péle, la forme

1
o Ut 70V
réduite [Gy] = gmllx]

Proposition

Les [0fG] engendrent un espace de dimension finie sur C(t).

Pierre LAIREZ (Inria) Diagonales & Périodes

7 mars 2013

23/26



Equations différentielles  Approche algébrique

Réduction algébrique
Intégrales multiples

|ldem!
(sous certaines conditions)

Soit G = £ € C(t,x).
A=UR+> VidR =

A U+ﬁ2i@%

= e+ 20 (G

Hypothése
La variété V (R) est une sous-variété lisse de [P".
On raméne a ce cas par déformation :

RWR+5<Z:::,N+1>

7
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Equations différentielles  Approche algébrique

Réduction algébrique
Cohomologie de Rham

Proposition (Grothendieck)

{# | AeCx],m >0}

{28( )‘B € Clx],m > O}ZH"(C”\V(R))
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Equations différentielles

Deux approches

Soit une fraction G

Topologie
Pour tout n-cycle v ne passant pas
par V(R), il existe une décomposition

fthx = an(’y) Gpdx
¥ - Yi

(3
en utilisant §, , Gydx = 0.

Pierre LAIREZ (Inria)

Diagonales & Périodes

Conclusion

= Rim € C(t,x), avec R sans facteur carré.

Algébre
Pour toute fraction H a péles
dans V(R), il existe une décomposition

?{de_ZA fFidx
Y

en utilisant f 0; Uda: =0.
Par le theoreme de Grothendieck, on
peut choisir des F; rationnels.
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