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Euler, 1733

Périmétre d’une ellipse

Soit p(e) le périmétre d’une ellipse d’excentricité e et de demi grand-axe 1,
1 2.2
1-— dzxd
p(e):Q/ eidxoc?éxy22,
_1 11—z 1 — Ll=efz®
(1—=z?)y?

alors
(e—e®p"+ (1 —-eXp +ep=0.



Euler, 1733

Une preuve calculatoire
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(CTry et (2 —y))

C’est ce type de calcul que l'on va étudier.



Motivations

Sommes hypergéométriques

n n k
n n+k n+k
> DO ()T T =2 ()
r=0 s=0 k>0

Une approche purement différentielle est possible !
Avantages par rapport a 'lapproche par récurrence :
m plus robuste, une équation différentielle définit mieux une série
qu’une récurrence définit une suite;

m sommes multiples ou sommes simples traitées indifféremment;;

m plusrapide?



Motivations

Physique théorique

dzdydzdw
Ot)= ¢ ——
®) % xyzw — tP

avec P = xyz + wmsz + w2yz + 22w2y + 22w? + wryY
+ x2wy + y2:v + x2y + x2y2 + mez + wlrz + w?z
+ y2wz + wyz + 22wz + w2azyz +wzz + wx2yz + :623/2
+ zy + wa:yz2 + 22wz,

Intégrale issue de la recherche sur les variétés de Calabi-Yau.
Equation de Picard-Fuchs inconnue.



Intégrales rationnelles multiples

mX=2,...,Tny,desvariables d’intégration

m {,un parameétre
m R(t,x), une fraction rationnelle

m 7, un n-cycle dans C™
f R(t, x)dx
7

Comment calculer cette intégrale ?

Théoréme (Picard)

Ces intégrales vérifient des équations différentielles a coefficients
polynomiaux.



Hermite : intégrales simples

Griffiths : cohomologie du complémentaire d’une hypersurface lisse

Dimca : Le cas singulier



Calcul des résidus

(les intégrales simples)

Soit R =a/f € C(t,x).

Décomposition en éléments simples

t Sant
R= €T — +Z Z t)

f(a)=0 n>1 f(a

On se raméne ainsi a calculer des résultants et des résolvantes
différentielles.
Hermite propose une méthode différente.



Calcul des résidus

(les intégrales simples)

Soit R =a/f € C(t,x).

Décomposition en éléments simples

Re S T S <<<8§)

Z
donjl{ R(t,x)dx = Zna
g

On se raméne ainsi a calculer des résultants et des résolvantes
différentielles.
Hermite propose une méthode différente.



Charles Hermite, 1872

(les intégrales simples)

Soit R = a/f™ € C(t, x), avec f sans facteur carré.

Par récurrence surm:

R = {[W} aveca =uf +vfl,sim > 1,

avecqf +r=a,sim = 1.
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Charles Hermite, 1872

(les intégrales simples)

Théoréme

Sont équivalents:
pour tout cycle v, 557 R(t,x)dx = 0;

il existe une fraction S(¢, x), sans péle autre que ceux de R telle
que R = 0,5

[R] = 0.

De plus, les {ﬁ} pour m entier et a dans C(¢)[z] engendrent un espace

vectoriel de dimension deg,, f sur C().



Charles Hermite, 1872

Algorithme

(Bostan, Chen, Chyzak, Li, 2010)

Entrée R = a/f™ une fraction rationnelle en ¢ et x

Sortie Léqua. diff. minimale satisfaite par les fv R(t,z)dx

procedure Hermite(R)

GO — [R]
r<0
loop
if rankc () (Go, - . ., Gir) <7+ 1then
solve Z};;é arGr = Grw.rt.ag, ..., a,—1inC(t)
return 9] — >, aiOf
else

Gry1 < [0:Gr]
r<—r—+1
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Intégrales multiples

Théoréme (de Rham)

Soit R(x1, - . ., xy) une fraction rationnelle. Sont équivalents :

pour tout cycle v sur lequel R est continue ﬁ/ R(x)dx = 0;
il existe une (n. — 1)-forme (3 sans péle autre que ceux de R telle
04A; .
que R(x)dx = df = (Z?Zl 83%) dx;
22?7

Idée de réduction Si R = a/f™, décomposer a
commeuf + > i, v;0; f etécrire

a U‘i‘ﬁzlaﬂ}z 1 0. V;
fim - fm—l T om—1 Z v W :

~~ Problémes pour contréler les degrés, équivalence avec (3) dure a
obtenir.




Formes différentielles sur ’espace projectif

Vite fait

Soit f(xg, . .., Zy) un polynéme homogéne de degré N .
Notons U = P™ \ V(f).
m Les n-formes différentielles sur U peuvent s’écrire ﬁdxo - dxy,
avec a polyndme homogéne de degré mN —n — 1.
m Les (n — 1)-formes sont plus compliquées, mais dans cette écriture,
leur différentielles sont les d (fim) =300 (;’—:n) dx avec 8
une n-forme polynomiale de degré m V.



Phillip Griffiths, 1969

Théoréme (Griffiths)

Soit f € k[xo,...,xy] unpolynéme homogene, tel que V ( f) soit lisse
dans P™. Soient U = P™ \ V(f) et a/ f™ une n-forme sur U avec un péle
d’ordre m.
Sia/ f™ = dB pour un certain B € Q" 1(U), alors
a/fm=d (ﬂ/fm_l) pour un certain 3.
llexisteun B € Q"1 (U) tel que oo/ f™ = v/ f + dB.

Pointclef Soit 3 € Q"(A"T1).sidf A B = Oalorsil

existey € QLA™ ) telque B = df A .

C’est-a-dire que si ZZ b;0; f = 0, alors il existe des polynémes c; ; tels
queb; = zj ¢ ;0 fetei; = —cji



Réduction des formes différentielles
Principe

Soit ‘}% une n-formesur U.

“x = s +dg S ac (@f,. ., 0.f).
Analyse Supposons qu’il existe (3, c et £ tels que ‘}d,ff = fm T+ d
Par Griffiths, on peut suppos/qf =m— 1.

Ennotant 8 = Zi(—l)ibidxi,
a=> biif+ (c+ > 0bi)f € (of,...,0f).
i i

Synthése

Supposons quea = Y, b;0; f, alors adx = df A 3,
avec B =Y, (—1)"b;dx;, et
adx | dB 1 B
fm - m—1 fmfl -

m—1 fmfl .




Réduction des formes différentielles

Algorithme

Calculer une base de Grébner GB pour (0o f, . .., On f)
procedure [-|(adx/ ™)
if m = 1 then return adx/ f™
else
Décomposer adx comme rdx + df A v alaidede GB

dx d /
return 7}7 |:TI’L1—1 fm’11:| <ml 1(1 /‘m|>

Théoréme (de Rham, Griffiths)

Soit cv une n-forme différentielle sur U = P™ \ V (f). SiV (f) est lisse,
alors sont équivalents :

pour tout cycle -y de U lintégrale ﬁ/ a s’‘annule;
il existe une (n. — 1)-forme (3 sur U telle que o« = df3;
[a] = 0.



Intégrales affines

Complexité

R = %, une fraction rationnelleentetxy, ..., Ty ;
N, le degré de f parrapportax;

di, max(deg, f,deg, a);

pour simplifier,deg, a +n+1 < N;

pas d’hypothése de régularité sur f.

Théoréme (Bostan, Lairez, Salvy, 2013)

Une équation différentielle L(t, 8;) pour § Rdx peut-étre calculée

en (5(63"]\7 8nd,) opérations sur le corps de base, uniformément en tous les
parameétres. L’équation calculée est d’ordre < N™ et de
degré O(e" N3"dy).

Remarque

Si L(t,d) - Rdx = df3, alors /3 contient au moins N™*/2 coefficients si R
est générique.
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Formes différentielles rationnelles sur l’espace projectif

Plutot que de considérer des intégrales sur l’espace affine, on va utiliser
’espace projectif.

m Les p-formes rationnelles sur P sont données par les

e ) ()
: 11 5--52p xo’ " T o xo '

U15ee0yip

m Cesontlesd L o, avec aune (p + 1)-forme rationnelle sur A" +1,
homogéme de degré 0, et # la dérivation Z?:o z;0;.

Formulai,e |
m 0 fdr = fO(z)
mOi(anB)=0La)AB+(=1)an(618)

m 0.6 5 =0etlecomplexe Q*(K(A"!)) munidela
différentielle 6 est exact.



Cohomologie de Rham

Soient f € k[xo,...,2y] un polynéme homogéneet U = P™ \ V(f).
Remarque U est une variété affine.

Théoréme (Grothendieck)

Sik = C, la cohomologie de Rham de U est donnée par la cohomologie du
complexe (2*(U ), d) des formes algébriques.



Filtration par le poids de la cohomologie

Soient f € k[xq, ..., Z,] un polynéme homogeéneet U = P \ V(f).

PQP(U) d:ef{ae PU):—ordfa<p—s+1}

Filtration décroissante: 0 = PPT2QP(U) ¢ PPHQP(U) C - - -,
qui induit une filtration sur la cohomologie :

d(P*QP(U)) c P*QPTH(U) ~ P*HP(U).

Théoréme (Griffiths, reformulation)

SiV(f) estlisse, alors
P'H™U) = H'(U);

Pan(U) o k[X}
PS‘HH”(U) - (Jac f>sN—n—1'




Alexandru Dimca, 1990

Double complexe de Rham-Koszul

Posons CP4 = Qg}q. Ily a une application naturelle
a
h:aeCPlv g fa e PPOPTIL(T).
Notons Tot™ C' = @p1q=mCP? avec la différentielle

Di:a € CPlvs —qdf Aa+da € CPIH g P

On filtre aussi Tot® C' par F*Tot™C = &, ,CP™P.
On vérifieque ho Dy = —d o h.

Théoréme (Dimca)

Le morphisme de complexe h induit un isomorphisme en cohomologie.



Alexandru Dimca, 1990

Double complexe de Rham-Koszul

3



Alexandru Dimca, 1990

Double complexe de Rham-Koszul

Preuve du théoréme de Griffiths.
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