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EXEMPLES

2n∑
k=0

(−1)k
(
2n

k

)3

= (−1)n
(3n)!

(n!)3
(Dixon)

n∑
k=0

(
n

k

)2(n+ k

k

)2

=
∑
k=0

(
n

k

)(
n+ k

k

) k∑
j=0

(
k

j

)3

(Strehl)

n∑
i=0

n∑
j=0

(
i+ j

i

)2(4n− 2i− 2j

2n− 2i

)
= (2n+ 1)

(
2n

n

)2

(Andrews-Paule)
But — Prouver automatiquement ce type d’identités. Et les découvrir.
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MOTIVAT IONS

Arithmétique

n3un + (n− 1)3un−2 = (34n3 − 51n2 + 27n− 5)un−1

avec un =

n∑
k=0

(
n

k

)2(n+ k

k

)2

(Apéry)

Algorithmique
[50] Develop computer programs for simplifying sums that involve
binomial coefficients.

Exercise 1.2.6.63
The Art of Computer Programming

Knuth (1968)

Et aussi — Combinatoire, physique théorique, etc
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LA MÉTHODE

..Somme binomiale
an =

∑( )( )

.

Réprésentation intégrale rationnelle∑
n ant

n = 1
(2iπ)d

∫
·· ·

∫
R(t, z)dz

.

Encodage

.

équation différentielle∑r
i=0 pi(t)y

(i) = 0

.

Calcul de l’équation de
Picard-Fuchs

.

Test d’égalité, asymptotique,
calcul efficace, etc.
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TRAVAUX PRÉCÉDENTS

▶ Création télescopique
▶ Zeilberger (1990), sommes simples
▶ Wilf-Zeilberger (1992), sommes multiples
▶ Wegshaider (1997), améliorations et implémentation
▶ Chyzak (2000), généralise Zeilberger

▶ Intégrales rationnelles
▶ Picard (1906), intégrales doubles et triples
▶ Griffiths (1969), intégrales multiples
▶ Zeilberger, Chyzak, etc

▶ Représentations intégrales
▶ Egoritchev (1984)

L’ensemble va bien au delà des sommes binomiales.
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Exemple
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Algorithme
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Sommes binomiales

DÉF IN IT ION

Une suite a : Zd → C est une somme binomiale (s.b.) si :

1. an = n

2. d = 1 et an = Cn, avecC ∈ C
3. d = 2 et an,k =

(
n
k

)

4. an = µbn + λcn, où b et c sont des s.b. etµ, λ ∈ C
5. an = bncn, où b et c sont des s.b.

6. an = bλ(m), où b est une s.b. et λ : Zd 7→ Zd′ une application affine

7. an =
∑

m∈Zd′ bn,m1(n,m)∈Γ, où b est une s.b. etΓ ∈ Rd+d′ un
polyèdre rationnel, tel que pour tout n

#
{
m ∈ Zd′

∣∣∣ (n,m) ∈ Γ
}
< ∞



.....
.
....

.
....

.
.....

.
....

.
....

.
....

.
.....

.
....

.
....

.
....

.
.....

.
....

.
....

.
....

.
.....

.
....

.
.....

.
....

.
....

.

. . . . .
Introduction

. . . . . . . . . .
Sommes binomiales→ intégrales rationnelles

. . . . . . . . . .
Intégrales rationnelles→ équations différentielles

Sommes binomiales

DÉF IN IT ION

Une suite a : Zd → C est une somme binomiale (s.b.) si :

1. an = n

2. d = 1 et an = Cn, avecC ∈ C
3. d = 2 et an,k =

(
n
k

)
4. an = µbn + λcn, où b et c sont des s.b. et µ, λ ∈ C
5. an = bncn, où b et c sont des s.b.

6. an = bλ(m), où b est une s.b. et λ : Zd 7→ Zd′ une application affine

7. an =
∑

m∈Zd′ bn,m1(n,m)∈Γ, où b est une s.b. etΓ ∈ Rd+d′ un
polyèdre rationnel, tel que pour tout n

#
{
m ∈ Zd′

∣∣∣ (n,m) ∈ Γ
}
< ∞



.....
.
....

.
....

.
.....

.
....

.
....

.
....

.
.....

.
....

.
....

.
....

.
.....

.
....

.
....

.
....

.
.....

.
....

.
.....

.
....

.
....

.

. . . . .
Introduction

. . . . . . . . . .
Sommes binomiales→ intégrales rationnelles

. . . . . . . . . .
Intégrales rationnelles→ équations différentielles

Sommes binomiales

DÉF IN IT ION

Une suite a : Zd → C est une somme binomiale (s.b.) si :

1. an = n

2. d = 1 et an = Cn, avecC ∈ C
3. d = 2 et an,k =

(
n
k

)
4. an = µbn + λcn, où b et c sont des s.b. et µ, λ ∈ C
5. an = bncn, où b et c sont des s.b.

6. an = bλ(m), où b est une s.b. et λ : Zd 7→ Zd′ une application affine

7. an =
∑

m∈Zd′ bn,m1(n,m)∈Γ, où b est une s.b. etΓ ∈ Rd+d′ un
polyèdre rationnel, tel que pour tout n

#
{
m ∈ Zd′

∣∣∣ (n,m) ∈ Γ
}
< ∞



.....
.
....

.
....

.
.....

.
....

.
....

.
....

.
.....

.
....

.
....

.
....

.
.....

.
....

.
....

.
....

.
.....

.
....

.
.....

.
....

.
....

.

. . . . .
Introduction

. . . . . . . . . .
Sommes binomiales→ intégrales rationnelles

. . . . . . . . . .
Intégrales rationnelles→ équations différentielles

Sommes binomiales

DÉF IN IT ION
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Sommes binomiales

FORME RÉDUITE

Toute s.b. est combinaison linéaire de s.b. sous la forme :

an =
∑
m∈Zd

Cn,mnαmβ
r∏

i=1

(∑d
j=1 aijmj +

∑d′

j=1 cijnj + ei∑d
j=1 bijmj +

∑d′

j=1 dijnj + fi

)
1(n,m)∈Γ



.....
.
....

.
....

.
.....

.
....

.
....

.
....

.
.....

.
....

.
....

.
....

.
.....

.
....

.
....

.
....

.
.....

.
....

.
.....

.
....

.
....

.

. . . . .
Introduction

. . . . . . . . . .
Sommes binomiales→ intégrales rationnelles

. . . . . . . . . .
Intégrales rationnelles→ équations différentielles

Sommes binomiales

CARACTÉR ISAT ION
Diagonales de fractions rationnelles

SoitR ∈ C(z1, . . . , zr) une fraction rationnelle, analytique à l’origine :

R(z) =
∑

n1,...,nr⩾0
cn1,...,nrz

n1
1 · · · znr

r .

La diagonale deR est diagR def
=

∑
n⩾0

cn,...,nt
n.

Théorème
a : N → C est une somme binomiale si et seulement si

∑
n ant

n est une
diagonale de fraction rationnelle.

Corollaire — Si
∑

n ant
n est une série algébrique, alors a est une somme

binomiale.
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Séries et intégrales

SÉR IES FORMELLES

C((z1, . . . , zd))
def
= C((z1)) · · · ((zd)), le corps des séries de Laurent

formelles itérées. Choix implicite de l’ordre des variables zd ≺ · · · ≺ z1.

Notation — Pour f =
∑

n∈Zd cnz
n,

[zα]f
def
= cα

Attention — Pour f ∈ C(z), cela dépend du choix de l’ordre des
variables !

[x−1y−1]
1

y(x− y)
=

{
1 si y ≺ x

0 si x ≺ y
.

Exemple

∀n, k ∈ Z,
(
n

k

)
= [z0]

(1 + z)n

zk
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Séries et intégrales

FORMULE INTÉGRALE DE CAUCHY

Soit f ∈ C(z1, . . . , zd), avec zd ≺ · · · ≺ z1.

[zα]f =
1

(2iπ)d

∮
γ
z−αf(z)

dz1
z1

. . .
dzd
zd

avec γ = {|z1| = r1} × · · · × {|zd| = rd}
et rd ≪ · · · ≪ r1 ≪ 1.

Choix d’un corps
de séries formelles

⇔ Choix d’un cycle
d’intégration
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Exemple

NOMBRES DE DELANOY
Représentation intégrale formelle

an =
n∑

k=0

(
n

k

)(
n+ k

k

)
=

n∑
k=0

[u0v0]
(1 + u)n

uk
(1 + v)n+k

vk

= [u0v0]
n∑

k=0

((1 + u)(1 + v))n
(
1 + v

uv

)k

= [u0v0]RnS avecR etS dansC(t, u, v).

= [tnu0v0]
∑
n⩾0

tnRnS

= [tnu0v0]
uv

(uv − (1 + v)2(1 + u)t)(1− (1 + v)(1 + u)t)
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Exemple

NOMBRES DE DELANOY
Calcul de l’intégrale

∑
n⩾0

ant
n =

1

(2iπ)2

∮ dudv
(uv − (1 + v)2(1 + u)t)(1− (1 + v)(1 + u)t)

sur un cycle |t| ≪ |v| ≪ |u| ≪ 1

=
1

2iπ

∮ dv
v − (1 + v)(2v + 1)t

=
1√

1− 6t+ t2

(t2 − 6t+ 1)y′(t) + (t− 3)y(t) = 0
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Cas général

POLYÈDRES RAT IONNELS

SoitΓ ⊂ Rd un polyèdre rationnel.

FΓ
def
=

∑
n∈Zd

1n∈Γ x
n

Théorème
Il existe des polynômesP etQ tels queQFΓ = P .

Brion (1988), formule de décomposition. Barvinok (1994), calcul efficace.

Remarques
▶ SiΓ contient une droite, alorsP = 0.
▶ SiFΓ ∈ C((z)), alorsFΓ = P/Q.

▶
∑
n∈Zd

1n∈Γ n
αxn =

(
x1

∂

∂x1

)α1

· · ·
(
xd

∂

∂xd

)αd

FΓ
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Cas général

REPRÉSENTAT ION INTÉGRALE

Soit a : N → C une somme binomiale :

an =
∑
m∈Zd

Cn,m
r∏

i=1

(∑d
j=1 aijmj + cib+ ei∑d
j=1 bijmj + din+ fi

)
1(n,m)∈Γ

= [z01 · · · z0r ]
∑
m∈Zd

Sn
d∏

j=1

Rj(z1, . . . , zr)
mj1(n,m)∈Γ

= [tnz01 · · · z0r ]
∑

(n,m)∈Z×Zd

(tS(z))n
d∏

j=1

Rj(z1, . . . , zr)
mj1(n,m)∈Γ

= [tnz01 · · · z0r ]FΓ(tS(z), R1(z), . . . , Rd(z))
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REPRÉSENTAT ION INTÉGRALE
Conclusion

∑
n

tn
∑
m∈Zd

Cn,m
r∏

i=1

(∑d
j=1 aijmj + cib+ ei∑d
j=1 bijmj + din+ fi

)
1(n,m)∈Γ

=
1

(2iπ)r

∮
FΓ(tS(z), R1(z), . . . , Rd(z))

dz1
z1

. . .
dzr
zr

Question — Comment calculer cette intégrale ?
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FORME ANALY IQUE

Problème
▶ x1, . . . , xn, des variables d’intégration
▶ t, un paramètre
▶ R(t, x1, . . . , xn), une fraction rationnelle surC
▶ γ, un n-cycle dansCn

CalculerL ∈ C[t]⟨∂t⟩ tel que

L ·
∮
γ
R(t, x1, . . . , xn)dx1 · · · dxn = 0.

Théorème (Picard, etc) — Ces intégrales vérifient des équations
différentielles à coefficients polynomiaux.
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FORME ALGÉBR IQUE

Problème
▶ K un corps de caractéristique nulle avec une dérivation δ,

usuellementQ(t)

▶ x0, . . . , xn, des variables d’intégration
▶ R(x) = a/f q , une fraction rationnelle surK, homogène de

degré−n− 1

CalculerL ∈ K⟨δ⟩ tel qu’il existe des polynômes b0, . . . , bn et un entier s
tels que

L(R) =

n∑
i=0

∂

∂xi

(
bi
fs

)
,

alias création télescopique.
Oubli du cycle d’intégration + homogénéisation + formulation algébrique
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PROBLÈME NON-PARAMÉTRÉ
Réduction des périodes
Problème
▶ K un corps de caractéristique nulle
▶ x = x0, . . . , xn, des variables
▶ R(x) = a/f q , une fraction rationnelle surK, homogène de

degré−n− 1

Donner un algorithme pour décider s’il existe des polynômes b0, . . . , bn et
un entier s tels que

R =

n∑
i=0

∂

∂xi

(
bi
f s

)
,

Mots clefs — Cohomologie de Rham du complémentaire d’une
hypersurface projective, connexion de Gauss-Manin
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PROBLÈME NON-PARAMÉTRÉ
Réduction des périodes
Problème
▶ K un corps de caractéristique nulle
▶ x = x0, . . . , xn, des variables
▶ R(x) = a/f q , une fraction rationnelle surK, homogène de

degré−n− 1

Donner un algorithme pour décider s’il existe des polynômes b0, . . . , bn et
un entier s tels que

Rdx0 · · · dxn = d
(

β

fs

)
,

Mots clefs — Cohomologie de Rham du complémentaire d’une
hypersurface projective, connexion de Gauss-Manin
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RÉDUCT ION DE L’ORDRE DU PÔLE

Notations
▶ A = K[x0, . . . , xn]

▶ Af = A[1/f ]

n∑
i=0

∂i

(
bi

f q−1

)
=

∑n
i=0 ∂ibi
f q−1

− (q − 1)

∑n
i=0 bi∂if

f q

Proposition — Si a ∈ (∂0f, . . . , ∂nf) et q > 0, alors il existe un
polynôme a′ tels que

a

f q
=

a′

f q−1
mod

n∑
i=0

∂iAf .
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THÉORÈME DE GR IFF ITHS (1969 )

Si l’hypersurface projective V (f) est régulière, alors pour toute fraction
homogène a/f q de degré−n− 1 les assertions

(i) a ∈ (∂0f, . . . , ∂nf)

(ii) il existe un a′ tel que a/f q = a′/f q−1 mod
∑n

i=0 ∂iAf

sont équivalentes.

Remarque — Les hypothèses suivantes sont équivalentes :
▶ l’hypersurface projective V (f) est régulière
▶ l’idéal (∂0f, . . . , ∂nf) est de dimension zéro
▶ si

∑n
i=0 bi∂if = 0, alors il existe des polynômes cij tels

que cij = −cji et

bi =

n∑
j=0

cij∂jf
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CAS S INGUL IER

L’équivalence de Griffiths n’est jamais vraie quand V (f) est singulier.
Exemple — Avec f = xy2 − z3,

x3/f2 = ∂x
(
2
7x

4/f2
)
− ∂y

(
1
7x

3y/f2
)

alors que x3 n’est pas dans (∂xf, ∂yf, ∂zf) = (xy, y2, z2).
Réductions d’ordre supérieur

n∑
i=0

bi∂if = 0 ⇒
n∑

i=0

∂i

(
bi
f q

)
=

∑n
i=0 ∂ibi
f q

.



.....
.
....

.
....

.
.....

.
....

.
....

.
....

.
.....

.
....

.
....

.
....

.
.....

.
....

.
....

.
....

.
.....

.
....

.
.....

.
....

.
....

.

. . . . .
Introduction

. . . . . . . . . .
Sommes binomiales→ intégrales rationnelles

. . . . . . . . . .
Intégrales rationnelles→ équations différentielles

Cas singulier

REFORMULAT ION

▶ Bq = {a/f q | a ∈ A}

▶ W 1
q

def
=

{(
(q − 1)

∑n
i=0 bi∂if

f q
,

∑n
i=0 ∂ibi
f q−1

) ∣∣∣∣ b0, . . . , bn ∈ A

}
▶ W 1

q ⊂ Bq ×Bq−1

▶ Si (R,R′) ∈ W 1
q alorsR ≡ R′ mod

∑
i ∂iAf .

Reformulation de Griffiths — Si V (f) est régulier, alors pour
toutR ∈ Bq homogène de degré−n− 1

R ∈ Bq−1 +

n∑
i=0

∂iAf ⇔ ∃R′ ∈ Bq−1, (R,R′) ∈ W 1
q .
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RÉDUCT IONS D ’ORDRE SUPÉR IEUR

Remarque — Si (0, R) ∈ W 1
q , alorsR ≡ 0 mod

∑
i ∂iAf .

W 2
q

def
= W 1

q +
{
(R, 0)

∣∣ (0, R) ∈ W 1
q

}

W r+1
q

def
= W r

q +
{
(R, 0)

∣∣ (0, R) ∈ W r
q+1

}
Proposition — SoitR ∈ Bq . Pour r assez grand

R ∈ Bq−1 +
∑
i

∂iAf ⇔ ∃R′ ∈ Bq−1, (R,R′) ∈ W r
q .

Problème— Comment déterminer r ?



.....
.
....

.
....

.
.....

.
....

.
....

.
....

.
.....

.
....

.
....

.
....

.
.....

.
....

.
....

.
....

.
.....

.
....

.
.....

.
....

.
....

.

. . . . .
Introduction

. . . . . . . . . .
Sommes binomiales→ intégrales rationnelles

. . . . . . . . . .
Intégrales rationnelles→ équations différentielles

Cas singulier

RÉDUCT IONS D ’ORDRE SUPÉR IEUR

Remarque — Si (0, R) ∈ W 1
q , alorsR ≡ 0 mod

∑
i ∂iAf .

W 2
q

def
= W 1

q +
{
(R, 0)

∣∣ (0, R) ∈ W 1
q

}
W r+1

q
def
= W r

q +
{
(R, 0)

∣∣ (0, R) ∈ W r
q+1

}
Proposition — SoitR ∈ Bq . Pour r assez grand

R ∈ Bq−1 +
∑
i

∂iAf ⇔ ∃R′ ∈ Bq−1, (R,R′) ∈ W r
q .

Problème— Comment déterminer r ?
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THÉORÈMES DE D IMCA

Théorème (Dimca) — Il existe un r ne dépendant que de f tel que pour
tout a ∈ A et q ⩾ 0, si a/f q est dans

∑
i ∂iAf , alors

a/f q =
n∑

i=0

∂i(bi/f
q+r),

pour certains polynômes bi.

Conjecture (Dimca) — r = n+ 1 convient.

Théorème (Dimca) — Pour toutR ∈ Af , il existe un polynôme a tel que

R ≡ a/fn mod
∑
i

∂iAf .
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CALCUL DES INTÉGRALES RAT IONNELLES

1

(2iπ)d

∮
a(t, x)

f(t, x)
dx

1. Choisir un r, par exemple 1

2. Chercher une relation linéaire entre les ∂k
t R, modulo

∑
i ∂iAf , à

l’aide desW r
q .

3. Si l’on tombe sur un b/f q , avec q > n, que l’on ne peut réduire,
augmenter r.

+ algorithme rapide pour calculerW q
r .
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