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EXEMPLES
ki;(—l)k<2;>3 _ (—1)’187!1))3! Dixon)
ST ST
g:jzi:o (1 +]> <4n2;2_z 2—223) _ n41) <2:>2

(Andrews-Paule)
But — Prouver automatiquement ce type d’identités. Et les découvrir.
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MOTIVATIONS

Arithmétique

n3up + (n — 1)3up_o = (34n — 51n% + 27n — 5)u,_;

n 2 2
avec u, = Z (Z) (n —]: k) (Apéry)

k=0
Algorithmique

[50] Develop computer programs for simplifying sums that involve
binomial coefficients.

Exercise 1.2.6.63
The Art of Computer Programming

Knuth (1968)

Et aussi — Combinatoire, physique théorique, etc
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LA METHODE

Somme binomiale

an = Z()()
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LA METHODE

Somme binomiale

an = Z()()

Encodage

Réprésentation intégrale rationnelle
Znant”—@mdf - [R(t, z)dz
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LA METHODE

Somme binomiale

an = Z()()

Réprésentation intégrale rationnelle
Znant”—@mdf - [R(t, z)dz

équation différentielle
Z;ﬂ:opi(t)y(l) =0

Intégrales rationnelles — équations différentielles
0000000000

Encodage

Calcul de l’équation de
Picard-Fuchs
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LA METHODE

Somme binomiale

an = Z()()

Encodage

Réprésentation intégrale rationnelle
Znant”—@mdf - [R(t, z)dz

Calcul de l’équation de
Picard-Fuchs

équation différentielle
Siopi(t)y? = 0 Y

Test d’égalité, asymptotique,
calcul efficace, etc.
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TRAVAUX PRECEDENTS

» Création télescopique
> Zeilberger (1990), sommes simples
> Wilf-Zeilberger (1992), sommes multiples
> Wegshaider (1997), améliorations et implémentation
> Chyzak (2000), généralise Zeilberger
> Intégrales rationnelles

> Picard (1906), intégrales doubles et triples
> Griffiths (1969), intégrales multiples
> Zeilberger, Chyzak, etc

> Représentations intégrales
» Egoritchev (1984)

L’ensemble va bien au dela des sommes binomiales.
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Séries et intégrales
Exemple
Cas général

Intégrales rationnelles — équations différentielles
Intégrales rationnelles multiples
Cas régulier
Cas singulier
Algorithme
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Sommes binomiales

DEFINITION

Unesuite a : Z¢ — C est une somme binomiale (s.b.)si:
1. G, =n
2. d=1leta, = C" avecC € C
n
3.d=2eta,; = (k)
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Sommes binomiales

DEFINITION

Unesuite a : Z¢ — C est une somme binomiale (s.b.)si:
1. G, =n
2. d=1leta, = C" avecC € C
3. d=2etapy = (z)
4. an = pby + Acp,oubetcsontdess.b.et yu, A € C

5. ay, = bycp, ol betcsontdess.b.
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Sommes binomiales

DEFINITION

Unesuite a : Z¢ — C est une somme binomiale (s.b.)si:
1. G, =n
2. d=1leta, = C" avecC € C
n
3.d=2eta,; = (k)

4. an = pby + Acp,oubetcsontdess.b.et yu, A € C

5. ay, = bycp, ol betcsontdess.b.

6. an = by(m),oUbestunes.b.et A : 7% s 74 une application affine

7. ap = ZmGZd/ bmml(mm)ep, ol bestunes.b. et € R yn
polyédre rationnel, tel que pour toutn

#{mEZd/‘(n,m)GF}<oo
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Sommes binomiales

DEFINITION
Unesuite a : Z¢ — C est une somme binomiale (s.b.)si:
1. ~ = (’11)

2. d=1leta, = C" avecC € C
3. d=2etay; = (})

4. an = pby + Acp,oubetcsontdess.b.et yu, A € C

5. ay, = bycp, ol betcsontdess.b.

6. an = by(m),oUbestunes.b.et A : 7% s 74 une application affine

7. ap = ZmGZd/ bmml(mm)ep, ol bestunes.b. et € R yn
polyédre rationnel, tel que pour toutn

#{mEZd/‘(n,m)GF}<oo



Introduction Sommes binomiales — intégrales rationnelles Intégrales rationnelles — équations différentielles
00000 0O@00000000 0000000000

Sommes binomiales

FORME REDUITE

Toute s.b. est combinaison linéaire de s.b. sous la forme :

1 Qijmy + Z 1Cijnj + €
Z O™ ™%, H( J J 1nm)€F

ez > = 1bwm3 +Z] 1digng + fi
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Sommes binomiales

CARACTERISATION

Diagonales de fractions rationnelles

Soit R € C(z1, ..., z,) une fraction rationnelle, analytique a l'origine :

R(z) = Z Crtyemn 212

ni,...,nr 20

Ladiagonale de Rest  diag R def Z cn,..nt".

n>=0

Théoreme

a : N — C estune somme binomiale si et seulement si ) . a,,t" estune
diagonale de fraction rationnelle.

Corollaire — Si ) a,t" est une série algébrique, alors a est une somme
binomiale.
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Séries et intégrales

SERIES FORMELLES

C((z1y .-, 24) &« C((21)) - - - (zq)), le corps des séries de Laurent
formelles itérées. Choix implicite de l'ordre des variables zg < - -+ < 2.

Notation — Pour f = > 4 c,2",

def

[2°]f = ca

Attention — Pour f € C(z), cela dépend du choix de lordre des

variables!
1 )1 siy <z

" _]y(:):—y) 0 siz<y.

Ty

Exemple
n 0 (L4 2)"
V?’l/,k’EZ, (k) :[Z ]T
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Séries etintégrales

FORMULE INTEGRALE DE CAUCHY

Soit f € C(z1,...,24),aveczg < -+ < z1.

@ . 1 —a le dzd
[z ]f—wéz f(2) e —

Z1 Zd

avec v = {|z1| =71} x - x {|zq] = ra}
etrg <LK K 1.
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Séries et intégrales

FORMULE INTEGRALE DE CAUCHY

Soit f € C(z1,...,24),aveczg < -+ < z1.

Elp—— j{ S (O

(2im)d 21 24

avec v = {|z1| =71} x - x {|zq] = ra}
etrg <LK K 1L

Choix d’un corps Choix d’un cycle
de séries formelles d’intégration
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Exemple

NOMBRES DE DELANOY

Représentation intégrale formelle

=3 (2)("F) = Sl L e

k=0 k=0

0] i (1 +u)(1+v)" <1 +U>k

uw
k=0

= [u®°]|R™S  avec Ret S dans C(t,u, ).

= [t"u"] Z t"R"S

n=0

uv

_ [tnuovo]
(wv — (1 4+0)2(1+uw)t)(1 — (1 4+ v)(1 4+ u)t)
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Exemple

NOMBRES DE DELANOY

Calcul de l'intégrale

n dudv
Z G 227r }’{ (= (1 + 021+ 001 =1+ o)1+ a)b)

suruncycle |t| < |v] < Ju| < 1
1 dv

2it J v—(1+v)2v+ 1)t
1

T V/io6tr 2
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Exemple

NOMBRES DE DELANOY

Calcul de l'intégrale

n dudv
Z G 2z7r f{ (wv — (1 + 0)2(1+ w)t) (1 — (L + v) (1 + u)t)

suruncycle |t| < |v] < Ju| < 1
1 dv
2ir J v—(1+v)2v+ 1)t

(t2 — 6t + 1)y (t) + (t — 3)y(t) = 0



Introduction Sommes binomiales — intégrales rationnelles Intégrales rationnelles — équations différentielles
00000 0000000e00 0000000000

Cas général

POLYEDRES RATIONNELS

SoitI" ¢ R% un polyédre rationnel.

def
Fr =) 1yera”

nezd

Théoreme
Il existe des polynémes P et ) tels que QF1r = P.
Brion (1988), formule de décomposition. Barvinok (1994), calcul efficace.

Remarques
» SiI contient une droite, alors P = 0.
> SiFr € C((2)),alors Fr = P/Q.

a\™" 9\
o, n o __
> Z lnel‘n r = <£U]_8x1> (:Eda:pd> FF

nezd
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Cas général

REPRESENTATION INTEGRALE

Soita : N — C une somme binomiale:

Z Can( —1 @51 +Czb+6z)1nm)er

prtt > = 1bwm] +din+ f;
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Cas général

REPRESENTATION INTEGRALE

Soita : N — C une somme binomiale:

Z Can( —1 @51 +Czb+6z)1nm)er

ez _1biym; +din + f;

= Z SnHR Zlyeeny ) jl(mm)EF

mezZa
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Cas général

REPRESENTATION INTEGRALE

Soita : N — C une somme binomiale:

Z Can( —1 @51 +Czb+€z>1nm)er

ez _1biym; +din + f;
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Cas général

REPRESENTATION INTEGRALE

Soita : N — C une somme binomiale:

" — Z Can< a”mj—i—c,b—keZ)lnm)eF

ez _1biym; +din + f;

= [t"2Y - 20 (tS(2), Ri(2), ..., Ra(2))



Introduction Sommes binomiales — intégrales rationnelles Intégrales rationnelles — équations différentielles

REPRESENTATION INTEGRALE
Conclusion

Ztn Z Can( —1 QAijMyj +Czb+€z>1nm)er

ez _ybiym; +din+ f;

:(21'1 j{Fr(tS(z),Rl(@,...,Rd<z>)d21 dz,

o Pl

Question — Comment calculer cette intégrale ?
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Cas singulier
Algorithme
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Intégrales rationnelles multiples

FORME ANALYIQUE

Probléme
> x1,...,Tn,desvariables d’intégration
> ,un paramétre
» R(t,x1,...,xn),unefraction rationnelle sur C
> v, unn-cycle dans C™
Calculer L € C[t](0y) tel que

L-%R(t,xl,...,xn)dxl‘--dxn =0.
¥

Théoreme (Picard, etc) — Ces intégrales vérifient des équations
différentielles a coefficients polynomiaux.
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Intégrales rationnelles multiples

FORME ALGEBRIQUE

Probléme

» K un corps de caractéristique nulle avec une dérivation ¢,
usuellement Q(%)

> Zo,...,Ty,desvariables d’intégration
» R(x) = a/f4, une fraction rationnelle sur K, homogene de
degré —n — 1

Calculer L € K(J) tel qu'il existe des polynémes b, . . ., b, et un entier s

tels que
0 (b
L(R) = Z Oz <fS> )
i=0 " *

alias création télescopique.
Oubli du cycle d’intégration + homogénéisation + formulation algébrique
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Intégrales rationnelles multiples

PROBLEME NON-PARAMETRE

Réduction des périodes
Probléme

» IK un corps de caractéristique nulle
> T = xg,..., Ty, desvariables
» R(x) = a/f?, une fraction rationnelle sur K, homogene de
degré —m — 1
Donner un algorithme pour décider s’il existe des polynémes by, . . . , b, et
un entier s tels que

"0 (b
R:Za(f>
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Intégrales rationnelles multiples

PROBLEME NON-PARAMETRE

Réduction des périodes
Probléme

» IK un corps de caractéristique nulle

> T = xg,..., Ty, desvariables

» R(x) = a/f?, une fraction rationnelle sur K, homogene de
degré —m — 1

Donner un algorithme pour décider s’il existe des polynémes by, . . . , b, et

un entier s tels que
Rdzgy---dx, = d(ﬁ) ,

Mots clefs — Cohomologie de Rham du complémentaire d’une
hypersurface projective, connexion de Gauss-Manin
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Cas régulier

REDUCTION DE L’ORDRE DU POLE

Notations
» A=Klxg,...,z,]
> Ay = A[l/f]

= " Oibi "o bioif
20 (i) = =5~ =g

Proposition —Sia € (0o f,...,0nf) etq > 0, alors il existe un
polynéme a’ tels que

1=

/ n
7= g7 mod > 04y,

1=0
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Cas régulier

THEOREME DE GRIFFITHS (1969)

Si ’hypersurface projective V' ( f) est réguliére, alors pour toute fraction
homogene a/ f¢ de degré —n — 1 les assertions

(i) a€ (Dof,...,0nf)
(i) ilexisteunatelquea/f?=a'/f91 mod Y I ,0;As
sont équivalentes.
Remarque — Les hypothéses suivantes sont équivalentes :
» I'hypersurface projective V' ( f) est réguliére
» lidéal (Opf,. .., Onf) est de dimension zéro

> si Z?:o b;0; f = 0, alors il existe des polynémes c;j tels
que ¢c;; = —cj; et

b; = Z C,‘j@jf
=0
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Cas régulier

CAS SINGULIER

Léquivalence de Griffiths n’est jamais vraie quand V' ( f) est singulier.

Exemple — Avec f = zy? — 23,

B/ = 0: (321/17) = 0y (727y/ 1)

alors que 23 n’est pas dans (9, f, 9, f, 0. ) = (xy,y?, 2%).
Réductions d’ordre supérieur

ot —0m S (U Tiso0bi
iz;bzazf_o:iz;az(fq)_ T
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Cas singulier

REFORMULATION

v

B, ={a/f'|ac 4}

det [ ((q— 1) obi0if D0 0ibi
qu:{< Fa 0 , fqofl by ...,bp € A

v

v

qu C Bq X Bq—l
Si(R,R') e WjalorsR=R mod ), 9;Ay.

v

Reformulation de Griffiths — Si V'(f) est régulier, alors pour
tout R € B, homogene de degré —n — 1

Re By 1+ 0iA; < IR €Byy, (R, R)eW,.
=0



Introduction Sommes binomiales — intégrales rationnelles Intégrales rationnelles — équations différentielles
00000 0000000000 0000000800

Cas singulier

REDUCTIONS D’ORDRE SUPERIEUR
Remarque —Si (0, R) € qu,alorsR =0 mod ) ,0;Ay.

w2 E w4+ {(R,0) | (0,R) e W}
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Cas singulier

REDUCTIONS D’ORDRE SUPERIEUR
Remarque — Si (0, R) € W, alors R=0 mod Y_; d;Ay.

w2 E w4+ {(R,0) | (0,R) e W}

Wit S W+ {(R,0) | (0,R) € Wi}

Proposition — Soit R € B,;. Pour r assez grand

Re By 1+ 0iA;< IR €Byy, (R,R)eW,.

Probléme — Comment déterminer r ?
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Cas singulier

THEOREMES DE DIMCA

Théoréme (Dimca) — Il existe un r ne dépendant que de f tel que pour
touta € Aetq > 0,sia/f?estdans) . 0; Ay, alors

a/f1="> " 0i(bi/f17),
=0

pour certains polynémes b;.
Conjecture (Dimca) — r = n + 1 convient.

Théoréme (Dimca) — Pour tout 2 € Ay, il existe un polynéme a tel que

R=a/f* mod > 0iAy;.
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Algorithme

CALCUL DES INTEGRALES RATIONNELLES

1 t
. fa( ’:L’)dét
(2im)® ] f(t, @)
1. Choisirunr, parexemple 1

2. Chercher une relation linéaire entre les 0 R, modulo >, 9; Ay, a
laide des V.

3. Silontombesurunb/ f9,avec ¢ > n, que lon ne peut réduire,
augmenter 7.

+ algorithme rapide pour calculer W/
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