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Sommes binomiales multiples

Exemples
:2)(—1)k(zkn)3 (1) E%)g' Dixon)
ST -ZOUSE o
DN O I G RS
2 2T = S 6

But — Calculer, c’est-a-dire prouver automatiquement ce type
d’identités et des récurences.
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Sommes binomiales multiples

Des suites intéressantes

Arithmétique

nu, + (n—1)%up_g = (34n° — 510 + 27n — 5)uy_1

n 2 2
n\"(n+k ,
avec u, = ’;) (k) ( P ) (Apéry)

Algorithmique

[50] Develop computer programs for simplifying sums that
involve binomial coefficients.
Exercise 1.2.6.63
The Art of Computer Programming
Knuth (1968)

Et aussi — Combinatoire, physique théorique, etc



Equivalence entre diagonales et sommes binomiales Représentations intégrales Réduction géométrique
00@0000 000000000 [e]e]e}

Définition

v

§ : Z — C est une somme binomiale. (g = 1 et d, = 0sin # 0)

» ne Zw a" € C est une somme binomiale pour tout a € C*.

v

(n,k) € 7% (Z) € C est une somme binomiale.

» Siu,v: ZP — C sont des s.b., alors u + v et uv sont des s.b.

\{

Siu:ZP — Cestunes.b.etA: ZP — Z7 une application
affine, alors u o A\ est une s.b.

v

Siu: ZP — C est une s.b., alors
ny
(n1,...,np) € 2P > Z Uk,ny,...n, € C
k=0

est une s.b.
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Diagonale d’une série formelle
Définition

> f= Z iy, igXy X € Cllxy,. .., xn]]

i1,...,in €N

. f ;
> dlagfdze Zai,...,itl

i>0

Exemples
(Produit d’Hadamard) Z a;bit' = diag (( Z aixi) ( Z biyi))
i>0 i i
(Produit de diagonales) (diag f(x1,...,x,)) (diagg(y1,...,ym)) =
diag (f(x1y2 - YmsX2s- - s Xn)g(X1 + s X0 Y25+ - 5 Ym))
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Diagonale d’une série rationnelle

Propriétés

» Diagonale de série rationnelle : diag f, avec f € C[x] N C(x)

Théoreme (Christol, Lipshitz) — La diagonale d’une série
rationnelle est solution d’une équa. diff. linéaire a coefficients
polynomiaux.

Théoreme (Furstenberg) — Si 3 a,t" est une série algébrique,
alors c’est la diagonale d’une fraction rationnelle.

Théoreme (Furstenberg) — Si ) a,t" est la diagonale d’une série
rationnelle, alors c’est une série algébrique modulo p.
Conjecture (Christol) — Si 3 a,t™ est une série a coefficients
entiers, de rayon de convergence > 0, et solution d’une équation
différentielle linéaire a coefficients polynomiaux, alors c’est la
diagonale d’une fraction rationnelle.
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Diagonales et sommes binomiales

Théoreme (Bostan, Lairez, Salvy) — Une suite (uy,)n>0 est une
somme binomiale si et seulement si sa série génératrice ), u,t" est
la diagonale d’une série rationnelle.

Exemple

n

n\2 (n+k\2\ n .
Z Z (k) ( _I'c_k) "= dlag((l—xl)(l—xg)(1—xg)—1x4(X1+X2X3—X1XQX3))

n>0 \k=0
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Diagonales et sommes binomiales

Conséquences de I’équivalence

Corollaire du théoréeme de Furstenberg — Si Y u,t" est une
série algébrique, alors (u,) est une somme binomiale.

Corollaire du théoréeme de Furstenberg — Si (u,) est une
somme binomiale, alors ) u,t" est une série algébrique modulo p.

Reformulation de la conjecture de Christol — Si (u,) est une
suite d’entiers P-récursive a croissance au plus exponentielle, alors
c’est une somme binomiale.
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Développer en série des fractions

» Avec une seule variable, c’est facile :

M9~ at i)

U(x) n>-N
> Avec plusieurs variables, il faut choisir: x; < --- < x,

C(x15.-+,%n) C C(x2,...,x5)(x1)) € -+ € C((xn)) -+~ (1))
Exemple — Avec x < y,

1 x"

1 -1 _
- 7 - n+1"°

X-y

_ X
1 y n>0y



Equivalence entre diagonales et sommes binomiales
0000000

Résidus

def
> res = resores
Xi,Xj Xi Xj

Exemples — Avec x < y

1 _ x" _
> resy o=, = —resy (Zn>0 yn+1) =0
1 _
> resy x—_y = —resy (Zn>0 n+1) =-1
. 1 X1
> diag f(x1,...,%,) = resy, (xz___xnf(m_nxn,xQ,. .

okict,=Lkip1, ..o kn X1 i

Représentations intégrales
O@0000000

xp" € C(xn) -+ (x1))

kil

X

Réduction géométrique
000
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Représentations intégrales (formelles)

Nombres de Delannoy
=20

- . . n (1+2)"
Coefficient binomial — (k) = rezzs ZkT

> Les briques de bases sont définies par une représentation
intégrale, pas des récurrences.

Multiplication
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Représentations intégrales (formelles)
Nombres de Delannoy

w2 (04

- . . n (1+2)"
Coefficient binomial — (k) = rezzs ZkT

> Les briques de bases sont définies par une représentation

intégrale, pas des récurrences.

Multiplication

(n) (12" (n+k) e (14 z)m+k

= res
k z Zk+1 k Zk+1
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Représentations intégrales (formelles)

Nombres de Delannoy
=20

- . . n (1+2)"
Coefficient binomial — (k) = rezzs ZkT

> Les briques de bases sont définies par une représentation
intégrale, pas des récurrences.

Multiplication

(Z) (n : k) _ (rSS (12;21)”) (rSS (1 :ki)ln+k)
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Représentations intégrales (formelles)

Nombres de Delannoy
=20

- . . n (1+2)"
Coefficient binomial — (k) = rezzs ZkT

> Les briques de bases sont définies par une représentation
intégrale, pas des récurrences.

Multiplication

01 ) 2
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Représentations intégrales (formelles)

Nombres de Delannoy
=20

- . . n (1+2)"
Coefficient binomial — (k) = rezzs ZkT

> Les briques de bases sont définies par une représentation
intégrale, pas des récurrences.

Multiplication

n\ (k) (L4 x)"(1 )"t
k k —Eceg xk+1yk+1
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Représentations intégrale (formelles)
Nombres de Delannoy

Sommation

G () (n+k 5 (L4 x)" (1 y)mtE
Z S L KFSZ K1y k1
k=0 Y=o Y

Série génératice
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Représentations intégrale (formelles)
Nombres de Delannoy

Sommation

= (n\(n+k 1 v n k
S~ S e (52)
k=0 VXY 0

Série génératice
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Représentations intégrale (formelles)
Nombres de Delannoy

Sommation
Z": n\(n+k _res((1+x)”(1+y)2"+l 3 (1+x)"(1+y)")
Zi\k/\ K oy \(Hy=—xy)(xy)m I+y-xy

Série génératice
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Représentations intégrale (formelles)
Nombres de Delannoy

Sommation
Z": n\(n+k _res((1+x)"(1+y)2"+1 3 (1+x)"(1+y)”)
Zi\k/\ K oy \(Hy=—xy)(xy)m I+y-xy

Série génératice

(9 (o)

n_ (4+x)"(14y)>" ! (14x0)"(1+y)" \ .n
Z unt™ = ge; Z_:A) ((ler—xy)(xy)"+1 T+y-xy £
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Représentations intégrale (formelles)
Nombres de Delannoy

Sommation
Z": n\(n+k _res((1+x)"(1+y)2"+1 3 (1+x)"(1+y)”)
Zi\k/\ K oy \(Hy=—xy)(xy)m I+y-xy

Série génératice
(9

Z u,t" = res 1
! xy (xy —t(1+x)(1+9)?) (1 - (1 +x)(1 +y))

> avect < x,y, pour que la somme converge
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Représentations intégrale (formelles)
Nombres de Delannoy

Sommation
Z": n\(n+k\ _ res ((1+x>"(1+y)2n+1 ~ (1+x)"(1+y)n)
Zi\k/\ K xy \ (1+y=xy)(xy)"+1 I+y-xy

Série génératice

iunt" = res 1
2t S ey 0 1 ) (-t T 01+ 9)

> avect < x,y, pour que la somme converge

» Pas d’équivalence entre suite et séries génératrices. Les s.g.
sont des sommes infinies commes les autres dont on
s’attachera a montrer la convergence (formelle).
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Sommes binomiales et résidus

Proposition — Siu : Z — C est une somme binomiale, alors il
existe une fraction rationnelle R(¢,x1,. . .,x,) telle que

[Se]
Z u,t" = res R(t,x1,...,%n),
X15---5Xn
n=0
avect < x1 < -+ <Xp.
Corollaire — Il existe des algorithmes pour

> calculer une récurrence satisfaite par une somme binomiale;

> tester I'égalité de deux sommes binomiales.

Bibliographie — Egorychev (1984)



Equivalence entre diagonales et sommes binomiales Représentations intégrales Réduction géométrique
0000000 00000e000 [e]e]e}

Cacul des résidus

Intégration

» R(t,x1,...,x,) fraction rationnelle, avec t < x; < -+ < x,
» f(t)= res R(t,x1,...,xn)
X1,y..0Xn

> On cherche une équation différentielle vérifiée par f

Principe — Touver L(t,9;) tel que

X15--sXn

L(R) = Z ?)Sc:l et par suite L(f) = res L(R)=0
i=1 1

Mots clefs — Equations de Picard-Fuchs, création télescopique,
intégration des fonctions holonomes, algorithme de Chyzak,
algorithme de Koutschan, algorithme de Lairez, etc.
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Création télescopique (intermeéde)
A la Zeilberger

def
Pour calculer a, = »7_ un i, on cherche P(n,c,) tel que

P(Unk) = Unk+1 — Unk = DkUn i,

n—+x*
et on somme sur k : P(a,) = Z P(Unk) = Unntst1 — Uno = 0.
k=0

2n3

Exemple — Avec up x = (—l)k( p ) , on calcule que

[] un,k
(2n—k+2)32n-k+1)3

(n+1)%up 41 4+3(3n4+1) (3n+2)up i = Ay

Et en effet (n + 1)2a,41 + 3(3n+ 1)(3n + 2)a, = 0



Equivalence entre diagonales et sommes binomiales Représentations intégrales Réduction géométrique
0000000 000000080 [e]e]e}

Création télescopique (intermeéde)

Sommes multiples

def
Pour calculer a, = }i_ X7 tn,i,j, on cherche P(n,c,) tel que

P(un,i,j) = (Un,i+1,j—vn,i,j)+(Wn,i,j+1—Wn,i,j) = Aivn,i,j+AjWn,i,j-

N2 e oi o
Exemple — Avec uy, ;; = (’JJT]) (4"23_’21.2]), on trouve

Un,i, Un,i, i 2n 2
wniy = O (st 4 (i) ~ an = C2n+0) ()

Bibliographie — Zeilberger (1990), Wilf-Zeilberger (1992),
Wegshaider (1997), Chyzak (2000), Koutschan (2010)
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Résume

v Algorithmique pour calculer des récurrence et démontrer des
identités.

v/ Manipulation des suites non pas par des récurrences, mais par
des identités de la forme

Uny,..,n — _T€S (G ’ Fill o sz) :

X1yeeesXp

(Quand F; = 1/x;, on retrouve les séries génératrices usuelles.)

v Preuves automatiques de bout en bout.

X Limité aux sommes binomiales, alors que la création
télescopique fait bien plus.
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Calcul partiel des résidus

» R(t,x1,...,x,) fraction rationnelle, avec t < x; < -+ < x,

» res R= res resR
X1,---Xn X1yeeesXisersXn Xi
——

fraction rationnelle ?

v

Parfois oui, parfois non

v

Quand c’est le cas, on peut parfois le détecter
Exemple —x1 < ... <x; <y <xjy1 <+ <Xp

res ﬂ _ a(x) simt(b) <y

vy y—b(x) 0 simt(b) >y
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Calcul partiel des résidus

» R(x,y) = alXY) fraction rationnelle

fxy)
> Par la décomposition en éléments simples, on peut supposer f
irréductible.

» AN > 0 tel que f(x,y) soit scindé dans C((x,ll/N)) e ((x}/N)) [y].
Soit A I'ensemble des racines.
Trois possibilités :

> mt(a) > y pour tout o € A, dans ce cas res, R = 0;
> mt(a) < y pour tout o € A, dans ce cas res, R = res. rat. R;

y=0o0

> ni l'un, ni Pautre, on ne peut rien dire.
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Déemo!
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