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Équivalence entre diagonales et sommes binomiales

Représentations intégrales

Démonstration du théorème
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Sommes binomiales multiples
Exemples

2n∑
k=0

(−1)k
(
2n

k

)3
= (−1)n (3n)!

(n!)3
(Dixon)

n∑
k=0

(
n

k

)2 (
n + k

k

)2
=

∑
k=0

(
n

k

) (
n + k

k

) k∑
j=0

(
k

j

)3
(Strehl)

n∑
i=0

n∑
j=0

(
i + j

i

)2 (
4n − 2i − 2j
2n − 2i

)
= (2n + 1)

(
2n

n

)2
∑
r⩾0

∑
s⩾0

(−1)n+r+s
(
n
r

) (
n
s

) (
n+s
s

) (
n+r
r

) (
2n−r−s

n

)
=

∑
k⩾0

(
n
k

)4
But — Calculer, c’est-à-dire prouver automatiquement ce type
d’identités et des récurences.
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Définition

▶ δ : Z→ C est une somme binomiale. (δ0 = 1 et δn = 0 si n , 0)
▶ n ∈ Z 7→ an ∈ C est une somme binomiale pour tout a ∈ C×.
▶ (n,k) ∈ Z2 7→

(
n
k

)
∈ C est une somme binomiale.

▶ Si u,v : Zp → C sont des s.b., alors u +v et uv sont des s.b.
▶ Si u : Zp → C est une s.b. et λ : Zp → Zq une application

affine, alors u ◦ λ est une s.b.
▶ Si u : Zp → C est une s.b., alors

(n1, . . . ,np) ∈ Zp 7→
n1∑
k=0

uk,n2, ...,np ∈ C

est une s.b.
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Diagonale d’une série formelle
Définition

▶ f =
∑

i1, ...,in ∈Nn
ai1, ...,inx

i1
1 · · · x

in
n ∈ C⟦x1, . . . ,xn⟧

▶ diag f def
=

∑
i⩾0

ai, ...,it
i

Exemples

(Produit d’Hadamard)
∑
i⩾0

aibit
i = diag *,

(∑
i

aix
i
) (∑

i

biy
i
)+-

(Produit de diagonales) (diag f (x1, . . . ,xn)) (diagд(y1, . . . ,ym)) =
diag (f (x1y2 · · ·ym ,x2, . . . ,xn)д(x1 . . . ,xn ,y2, . . . ,ym))
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Diagonale d’une série rationnelle
Propriétés

▶ Diagonale de série rationnelle : diag f , avec f ∈ C⟦x⟧ ∩ C(x)

Théorème (Christol, Lipshitz) — La diagonale d’une série
rationnelle est solution d’une équa. diff. linéaire à coefficients
polynomiaux.
Théorème (Furstenberg) — Si

∑
ant

n est une série algébrique,
alors c’est la diagonale d’une fraction rationnelle.
Théorème (Furstenberg) — Si

∑
ant

n est la diagonale d’une série
rationnelle, alors c’est une série algébrique modulo p.
Conjecture (Christol) — Si

∑
ant

n est une série à coefficients
entiers, de rayon de convergence > 0, et solution d’une équation
différentielle linéaire à coefficients polynomiaux, alors c’est la
diagonale d’une fraction rationnelle.
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Théorème de Furstenberg
Exemple

f =
∑
n

(3n)!

n!3
t3 = diag

(
1

1 − x − y − z

)

▶ f ≡ (1 + t)−
1
4 mod 5

▶ f ≡
(
1 − t − t2

)− 1
6 mod 7

▶ f ≡
(
1 + 6t + 2t2 + 8t3

)− 1
10 mod 11

▶ …

Par ailleurs, (
27t2 − t

)
f ′′ + (54t − 1)f ′ + 6f = 0.
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Diagonales et sommes binomiales

Théorème (Bostan, Lairez, Salvy) — Une suite (un)n⩾0 est une
somme binomiale si et seulement si sa série génératrice

∑
unt

n est
la diagonale d’une série rationnelle.

Exemple

∑
n⩾0

*,
n∑

k=0

(
n
k

)2 (n+k
k

)2+- tn = diag
(

1
(1−x1)(1−x2)(1−x3)−x4(x1+x2x3−x1x2x3)

)
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Diagonales et sommes binomiales
Conséquences de l’équivalence

Corollaire du théorème de Christol-Lipshitz — Si (un) est une
somme binomiale, alors elle est P-récursive.

Corollaire du théorème de Furstenberg — Si
∑
unt

n est une
série algébrique, alors (un) est une somme binomiale.

Corollaire du théorème de Furstenberg — Si (un) est une
somme binomiale, alors

∑
unt

n est une série algébrique modulo p.

Reformulation de la conjecture de Christol — Si (un) est une
suite d’entiers P-récursive à croissance au plus exponentielle, alors
c’est une somme binomiale.
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Développer en série des fractions

▶ Avec une seule variable, c’est facile :

u(x)

v(x)
=

∑
n⩾−N

anx
n ∈ C((x))

▶ Avec plusieurs variables, il faut choisir : x1 ≺ · · · ≺ xn

C(x1, . . . ,xn) ⊂ C(x2, . . . ,xn)((x1)) ⊂ · · · ⊂ C((xn)) · · · ((x1))

Exemple — Avec x ≺ y,

1

x − y =
−1
y

1

1 − x
y
= −

∑
n⩾0

xn

yn+1
.
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Résidus

▶ f =
∑

k1, ...,kn

ak1, ...,knx
k1
1 · · · x

kn
n ∈ C((xn)) · · · ((x1))

▶ res
xi

f
def
=

∑
k1, ...,k̂i , ...,kn

ak1, ...,ki−1,−1,ki+1, ...,knx
k1
1 · · · x̂−1i · · · x

kn
n

▶ res
xi ,x j

def
= res

xi
◦ res

x j

Exemples — Avec x ≺ y
▶ resx 1

x−y = − resx
(∑

n⩾0
xn

yn+1

)
= 0

▶ resy 1
x−y = − resy

(∑
n⩾0

xn
yn+1

)
= −1

▶ diag f (x1, . . . ,xn) = resx2, ...,xn
(

1
x2 · · ·xn f (

x1
x2 · · ·xn ,x2, . . . ,xn)

)
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Représentations intégrales (formelles)
Nombres de Delannoy

un =
n∑

k=0

(
n

k

) (
n + k

k

)

Coefficient binomial —
(
n

k

)
= res

z

(1 + z)n

zk+1

▶ Les briques de bases sont définies par une représentation
intégrale, pas des récurrences.

Multiplication
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Représentations intégrales (formelles)
Nombres de Delannoy

un =
n∑

k=0

(
n

k

) (
n + k

k

)

Coefficient binomial —
(
n

k

)
= res

z

(1 + z)n

zk+1

▶ Les briques de bases sont définies par une représentation
intégrale, pas des récurrences.

Multiplication(
n

k

)
= res

z

(1 + z)n

zk+1
,

(
n + k

k

)
= res

z

(1 + z)n+k

zk+1



.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

Équivalence entre diagonales et sommes binomiales Représentations intégrales Démonstration du théorème

Représentations intégrales (formelles)
Nombres de Delannoy

un =
n∑

k=0

(
n

k

) (
n + k

k

)

Coefficient binomial —
(
n

k

)
= res

z

(1 + z)n

zk+1

▶ Les briques de bases sont définies par une représentation
intégrale, pas des récurrences.

Multiplication(
n

k

) (
n + k

k

)
=

(
res
z

(1 + z)n

zk+1

) (
res
z

(1 + z)n+k

zk+1

)
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Représentations intégrales (formelles)
Nombres de Delannoy

un =
n∑

k=0

(
n

k

) (
n + k

k

)

Coefficient binomial —
(
n

k

)
= res

z

(1 + z)n

zk+1

▶ Les briques de bases sont définies par une représentation
intégrale, pas des récurrences.

Multiplication(
n

k

) (
n + k

k

)
=

(
res
x

(1 + x)n

xk+1

) (
res
y

(1 + y)n+k

yk+1

)
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Représentations intégrales (formelles)
Nombres de Delannoy

un =
n∑

k=0

(
n

k

) (
n + k

k

)

Coefficient binomial —
(
n

k

)
= res

z

(1 + z)n

zk+1

▶ Les briques de bases sont définies par une représentation
intégrale, pas des récurrences.

Multiplication(
n

k

) (
n + k

k

)
= res

x,y

(1 + x)n(1 + y)n+k

xk+1yk+1
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Représentations intégrale (formelles)
Nombres de Delannoy
Sommation
n∑

k=0

(
n

k

) (
n + k

k

)
= res

x,y

n∑
k=0

(1 + x)n(1 + y)n+k

xk+1yk+1

Série génératice

▶ Pas d’équivalence entre suite et séries génératrices. Les s.g.
sont des sommes infinies commes les autres dont on
s’attachera à montrer la convergence (formelle).
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Représentations intégrale (formelles)
Nombres de Delannoy
Sommation
n∑

k=0

(
n

k

) (
n + k

k

)
= res

x,y

1

xy

n∑
k=0

((1+x)(1+y))n
(
1+y
xy

)k
Série génératice

▶ Pas d’équivalence entre suite et séries génératrices. Les s.g.
sont des sommes infinies commes les autres dont on
s’attachera à montrer la convergence (formelle).
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Représentations intégrale (formelles)
Nombres de Delannoy
Sommation
n∑

k=0

(
n

k

) (
n + k

k

)
= res

x,y

(
(1+x)n(1+y)2n+1

(1+y−xy)(xy)n+1 − (1+x)n(1+y)n

1+y−xy

)
Série génératice

▶ Pas d’équivalence entre suite et séries génératrices. Les s.g.
sont des sommes infinies commes les autres dont on
s’attachera à montrer la convergence (formelle).
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Représentations intégrale (formelles)
Nombres de Delannoy
Sommation
n∑

k=0

(
n

k

) (
n + k

k

)
= res

x,y

(
(1+x)n(1+y)2n+1

(1+y−xy)(xy)n+1 − (1+x)n(1+y)n

1+y−xy

)
Série génératice
∞∑

n=0

unt
n = res

x,y

∞∑
n=0

(
(1+x)n(1+y)2n+1

(1+y−xy)(xy)n+1 − (1+x)n(1+y)n

1+y−xy

)
tn ,

▶ Pas d’équivalence entre suite et séries génératrices. Les s.g.
sont des sommes infinies commes les autres dont on
s’attachera à montrer la convergence (formelle).
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Représentations intégrale (formelles)
Nombres de Delannoy
Sommation
n∑

k=0

(
n

k

) (
n + k

k

)
= res

x,y

(
(1+x)n(1+y)2n+1

(1+y−xy)(xy)n+1 − (1+x)n(1+y)n

1+y−xy

)
Série génératice
∞∑

n=0

unt
n = res

x,y

1

(xy − t(1 + x)(1 + y)2) (1 − t(1 + x)(1 + y))

▶ avec t ≺ x ,y, pour que la somme converge

▶ Pas d’équivalence entre suite et séries génératrices. Les s.g.
sont des sommes infinies commes les autres dont on
s’attachera à montrer la convergence (formelle).
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Représentations intégrale (formelles)
Nombres de Delannoy
Sommation
n∑

k=0

(
n

k

) (
n + k

k

)
= res

x,y

(
(1+x)n(1+y)2n+1

(1+y−xy)(xy)n+1 − (1+x)n(1+y)n

1+y−xy

)
Série génératice
∞∑

n=0

unt
n = res

x,y

1

(xy − t(1 + x)(1 + y)2) (1 − t(1 + x)(1 + y))

▶ avec t ≺ x ,y, pour que la somme converge

▶ Pas d’équivalence entre suite et séries génératrices. Les s.g.
sont des sommes infinies commes les autres dont on
s’attachera à montrer la convergence (formelle).
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Sommes binomiales et résidus

Proposition — Si u : Zn → C est une somme binomiale, alors il
existe des fractions rationnelles R0, . . . ,Rn ∈ C(x1, . . . ,xr ) telles que

uk1, ...,kn = res
x1, ...,xr

(
R0R

k1
1 · · · R

kn
n

)
.

Corollaire — Si u : Z→ C est une somme binomiale, alors il existe
une fraction rationnelle R(t ,x1, . . . ,xr ) telle que

∞∑
n=0

unt
n = res

x1, ...,xr
R(t ,x1, . . . ,xr ),

avec t ≺ x1 ≺ · · · ≺ xr .

Bibliographie — Egorychev (1984)
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Cacul des résidus
Intégration

▶ R(t ,x1, . . . ,xn) fraction rationnelle, avec t ≺ x1 ≺ · · · ≺ xn
▶ f (t) = res

x1, ...,xn
R(t ,x1, . . . ,xn)

▶ On cherche une équation différentielle vérifiée par f

Principe — Touver L(t , ∂t ) tel que

L(R) =
n∑

i=1

∂Ci

∂xi
et par suite L(f ) = res

x1, ...,xn
L(R) = 0

Mots clefs — Équations de Picard-Fuchs, création télescopique,
intégration des fonctions holonomes, algorithme de Chyzak,
algorithme de Koutschan, algorithme de Lairez, etc.
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Sommation sur un polyèdre rationnel

Proposition
▶ u : Zd+e → C une somme binomiale
▶ Γ ⊂ Rd+e un polyèdre rationnel

Si ∀n ∈ Zd , #
{
m ∈ Ze ��� (n,m) ∈ Γ

}
< ∞ alors

v : n ∈ Zd 7→
∑
m∈Ze

un,m1Γ(n,m)

est une somme binomiale.



.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

Équivalence entre diagonales et sommes binomiales Représentations intégrales Démonstration du théorème

Diagonale→ somme binomiale

▶ Soit R ∈ C(x1, . . . ,xn) une série entière rationnelle avec un
monôme au numérateur.

▶ On peut écrire R = S(xm0 , . . . ,xmr ) avec

S =
y0

1 + a1y1 + · · ·+ aryr
= y0

∑
k ∈Nr

(
k1 + · · ·+ kr
k1, . . . ,kr

)
ak11 · · ·a

kr
r︸                            ︷︷                            ︸

Ck

yk11 · · ·y
kr
r .

▶ [xn1 · · · xnd ]R =
∑
k ∈Ze

Ck1Γ(n,k) où

Γ =
(n,k) ∈ R ×Re

+

������ m0 +
e∑

i=1

kimi = (n, . . . ,n)
 .
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(Somme binomiale→) résidu→ diagonale

un = [yn ]R(x ,y) [x2nyn ]R(x ,x2y)

[x2ny2n ]R(x ,x2y2)
1
2 [x

2ny2n ](R(x ,x2y2)+

R(−x ,x2y2))
1
2 [x

nyn ](R(
√
x ,xy)+

R(−
√
x ,xy))
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Questions ?
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Calcul partiel des résidus

▶ R(t ,x1, . . . ,xn) fraction rationnelle, avec t ≺ x1 ≺ · · · ≺ xn
▶ res

x1, ...,xn
R = res

x1, ...,x̂i , ...,xn
res
xi

R︸︷︷︸
fraction rationnelle ?

▶ Parfois oui, parfois non
▶ Quand c’est le cas, on peut parfois le détecter

Exemple — x1 ≺ . . . ≺ xi ≺ y ≺ xi+1 ≺ · · · ≺ xn

res
y

a(x)

y − b(x) =
a(x) si mt(b) ≺ y
0 si mt(b) ≻ y
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Calcul partiel des résidus

▶ R(x ,y) = a(x,y)
f (x,y) fraction rationnelle

▶ Par la décomposition en éléments simples, on peut supposer f
irréductible.

▶ ∃N > 0 tel que f (x ,y) soit scindé dans C((x1/Nn )) · · · ((x1/N1 ))[y].
Soit A l’ensemble des racines.

▶ R =
∑
α∈A

uα
y − α + ∂

∂y (· · · )

Trois possibilités :
▶ mt(α) ≻ y pour tout α ∈ A, dans ce cas resy R = 0 ;
▶ mt(α) ≺ y pour tout α ∈ A, dans ce cas resy R = res. rat.

y=∞
R ;

▶ ni l’un, ni l’autre, on ne peut rien dire.
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Démo !
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