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Sommes binomiales multiples

Exemples

2n 3
Z(—1)’<(2k”) LI (Dixon)

" (Z 2(n : k)2 - Z (Z)(n Z k) Zk: (Ij)3 (Strehl)

k=0 k=0 j=0
SR 1+]24n—21 2j _ 2n\?
120 [ ey BCEE W
(_1)n+r+s (;l) (rsz) (n—si—s) (n—ri-r) (2n—nr—s) _ Z (2)4
r=0 s>0 k>0

But — Calculer, c’est-a-dire prouver automatiquement ce type
d’identités et des récurences.
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Définition

v

§ : Z — C est une somme binomiale. (g = 1 et d, = 0sin # 0)

» ne Zw a" € C est une somme binomiale pour tout a € C*.

v

(n,k) € 7% (Z) € C est une somme binomiale.

» Siu,v: ZP — C sont des s.b., alors u + v et uv sont des s.b.

\{

Siu:ZP — Cestunes.b.etA: ZP — Z7 une application
affine, alors u o A\ est une s.b.

v

Siu: ZP — C est une s.b., alors
ny
(n1,...,np) € 2P > Z Uk,ny,...n, € C
k=0

est une s.b.
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Diagonale d’une série formelle
Définition

> f= Z iy, igXy X € Cllxy,. .., xn]]

i1,...,in €N

. f ;
> dlagfdze Zai,...,itl

i>0

Exemples
(Produit d’Hadamard) Z a;bit' = diag (( Z aixi) ( Z biyi))
i>0 i i
(Produit de diagonales) (diag f(x1,...,x,)) (diagg(y1,...,ym)) =
diag (f(x1y2 - YmsX2s- - s Xn)g(X1 + s X0 Y25+ - 5 Ym))
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Diagonale d’une série rationnelle

Propriétés

» Diagonale de série rationnelle : diag f, avec f € C[x] N C(x)

Théoreme (Christol, Lipshitz) — La diagonale d’une série
rationnelle est solution d’une équa. diff. linéaire a coefficients
polynomiaux.

Théoreme (Furstenberg) — Si 3 a,t" est une série algébrique,
alors c’est la diagonale d’une fraction rationnelle.

Théoreme (Furstenberg) — Si ) a,t" est la diagonale d’une série
rationnelle, alors c’est une série algébrique modulo p.
Conjecture (Christol) — Si 3 a,t™ est une série a coefficients
entiers, de rayon de convergence > 0, et solution d’une équation
différentielle linéaire a coefficients polynomiaux, alors c’est la
diagonale d’une fraction rationnelle.
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Théoréme de Furstenberg
Exemple

f=> (i?g)! t* = diag (—1 )

- l-x-y-=z

N

C =
> fE(l—t—t2)_% mod 7

mod 5

_1
> f=(14+6t+22485) " mod 11

> cee

Par ailleurs,

(2762 —t) 7 + (54t = 1) f" + 6 = 0.
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Diagonales et sommes binomiales

Théoreme (Bostan, Lairez, Salvy) — Une suite (uy,)n>0 est une
somme binomiale si et seulement si sa série génératrice ), u,t" est
la diagonale d’une série rationnelle.

Exemple

n

n\2 (n+k\2\ n .
Z Z (k) ( _I'c_k) "= dlag((l—xl)(l—xg)(1—xg)—1x4(X1+X2X3—X1XQX3))

n>0 \k=0
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Diagonales et sommes binomiales

Conséquences de I’équivalence

Corollaire du théoréme de Christol-Lipshitz — Si (u,) est une
somme binomiale, alors elle est P-récursive.

Corollaire du théoreme de Furstenberg — Si 3 u,t" est une
série algébrique, alors (u,,) est une somme binomiale.

Corollaire du théoréme de Furstenberg — Si (u,) est une
somme binomiale, alors ), u,t" est une série algébrique modulo p.

Reformulation de la conjecture de Christol — Si (u,) est une
suite d’entiers P-récursive a croissance au plus exponentielle, alors
c’est une somme binomiale.
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Développer en série des fractions

» Avec une seule variable, c’est facile :

M9~ at i)

U(x) n>-N
> Avec plusieurs variables, il faut choisir: x; < --- < x,

C(x15.-+,%n) C C(x2,...,x5)(x1)) € -+ € C((xn)) -+~ (1))
Exemple — Avec x < y,

1 x"

1 -1 _
- 7 - n+1"°

X-y

_ X
1 y n>0y
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Résidus
S f= D) g e Cxa) - ()
def 3
> resf ! Z ak1,...,kifl,—l,k,url,...,knxlfl R e

def
> res = resores
Xi,Xj Xi Xj

Exemples — Avec x < y

_ x" )
= —Iesy (Zn?O yn+1) =0

|H

> res,

T
<«

|H

> res, = —res (Zn>0 n+1) =-1

y
> diag f(x1,...,%,) = 1S5, 5, (xz--l-xnf(ﬁ’x%' . ,x,,))

=
£S
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Représentations intégrales (formelles)

Nombres de Delannoy
=20

- . . n (1+2)"
Coefficient binomial — (k) = rezzs ZkT

> Les briques de bases sont définies par une représentation
intégrale, pas des récurrences.

Multiplication
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Représentations intégrales (formelles)
Nombres de Delannoy

w2 (04

- . . n (1+2)"
Coefficient binomial — (k) = rezzs ZkT

> Les briques de bases sont définies par une représentation
intégrale, pas des récurrences.
Multiplication

(n) (12" (n+k) e (14 z)m+k

= res
k z Zk+1 k Zk+1
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Représentations intégrales (formelles)

Nombres de Delannoy
=20

- . . n (1+2)"
Coefficient binomial — (k) = rezzs ZkT

> Les briques de bases sont définies par une représentation
intégrale, pas des récurrences.

Multiplication

(Z) (n : k) _ (rSS (12;21)”) (rSS (1 :ki)ln+k)
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Représentations intégrales (formelles)

Nombres de Delannoy
=20

- . . n (1+2)"
Coefficient binomial — (k) = rezzs ZkT

> Les briques de bases sont définies par une représentation
intégrale, pas des récurrences.

Multiplication

01 ) 2
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Représentations intégrales (formelles)

Nombres de Delannoy
=20

- . . n (1+2)"
Coefficient binomial — (k) = rezzs ZkT

> Les briques de bases sont définies par une représentation
intégrale, pas des récurrences.

Multiplication

n\ (k) (L4 x)"(1 )"t
k k —Eceg xk+1yk+1
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Représentations intégrale (formelles)
Nombres de Delannoy

Sommation

G () (n+k 5 (L4 x)" (1 y)mtE
Z S L KFSZ K1y k1
k=0 Y=o Y

Série génératice
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Représentations intégrale (formelles)
Nombres de Delannoy

Sommation

= (n\(n+k 1 v n k
S~ S e (52)
k=0 VXY 0

Série génératice



Equivalence entre diagonales et sommes binomiales Représentations intégrales Démonstration du théoréme
0000000 000e00 [e]e]e)

Représentations intégrale (formelles)
Nombres de Delannoy

Sommation
Z": n\(n+k _res((1+x)"(1+y)2"+l 3 (1+x)"(1+y)")
Zi\k/\ K oy \(Hy=—xy)(xy)m I+y-xy

Série génératice
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Représentations intégrale (formelles)
Nombres de Delannoy

Sommation
Z": n\(n+k _res((1+x)"(1+y)2"+1 3 (1+x)"(1+y)”)
Zi\k/\ K oy \(Hy=—xy)(xy)m I+y-xy

Série génératice

(9 (o)

n_ (4+x)"(14y)>" ! (14x0)"(1+y)" \ .n
Z unt™ = ae; Z_:A) ((lJrz,f—xy)(xy)’“r1 T+y-xy £
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Représentations intégrale (formelles)
Nombres de Delannoy

Sommation
Z": n\(n+k _res((1+x)"(1+y)2"+1 3 (1+x)"(1+y)”)
Zi\k/\ K oy \(Hy=—xy)(xy)m I+y-xy

Série génératice
(9

Z u,t" = res 1
! xy (xy —t(1+x)(1+9)?) (1 - (1 +x)(1 +y))

> avect < x,y, pour que la somme converge
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Représentations intégrale (formelles)
Nombres de Delannoy

Sommation
Z": n\(n+k\ _ res ((1+x>"(1+y)2n+1 ~ (1+x)"(1+y)n)
Zi\k/\ K xy \ (1+y=xy)(xy)"+1 I+y-xy

Série génératice

iunt" = res 1
2t S ey 0 1 ) (-t T 01+ 9)

> avect < x,y, pour que la somme converge

» Pas d’équivalence entre suite et séries génératrices. Les s.g.
sont des sommes infinies commes les autres dont on
s’attachera a montrer la convergence (formelle).
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Sommes binomiales et résidus

Proposition — Siu : Z" — C est une somme binomiale, alors il
existe des fractions rationnelles Ry,...,R, € C(x1,...,x,) telles que

Uky,....k, — T€S (R()Rll<1 . ‘szn) .

X1seees Xy

Corollaire — Siu : Z — C est une somme binomiale, alors il existe
une fraction rationnelle R(,x1,. . .,x,) telle que

Zunt": res R(t,x1,...,x),

X1geuesXp
avect < x1 < - < Xp.

Bibliographie — Egorychev (1984)
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Cacul des résidus

Intégration

» R(t,x1,...,x,) fraction rationnelle, avec t < x; < -+ < x,
» f(t)= res R(t,x1,...,xn)
X1,y..0Xn

> On cherche une équation différentielle vérifiée par f

Principe — Touver L(t,9;) tel que

X15--sXn

L(R) = Z ?)Sc:l et par suite L(f) = res L(R)=0
i=1 1

Mots clefs — Equations de Picard-Fuchs, création télescopique,
intégration des fonctions holonomes, algorithme de Chyzak,
algorithme de Koutschan, algorithme de Lairez, etc.



Equivalence entre diagonales et sommes binomiales Représentations intégrales Démonstration du théoréme
0000000 000000 000

Sommation sur un polyédre rationnel

Proposition
» u: Z9%¢ — C une somme binomiale
» T' ¢ R¥"¢ un polyédre rationnel

Sivnezd, #{me z°

(n,m) € I‘} < oo alors

v:ineE Zd = Z ug,mﬂf(ﬂ’m)

meZzZe

est une somme binomiale.



Equivalence entre diagonales et sommes binomiales Représentations intégrales
0000000 000000

Diagonale — somme binomiale

Démonstration du théoréme
o] o)

» Soit R € C(x1,...,x,) une série entiére rationnelle avec un

mondme au numérateur.

» On peut écrire R = S(x™o,...,x™r) avec

_ Yo - Z (kl-i— +kr)ak1‘“
14+aiy1 + -+ ary, ki,....k, |1

keN”

> [xP xR = Celr(nk) ob
keze

[={(nk) e RxRS | my+ > kim, = (n,...

,1)
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(Somme binomiale — ) résidu — diagonale

O O0OO0OO0OO0OO0OOo

[x

O O O
o

[ee]
[ee]
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0 000 00
OO0 O0OO0OO0OO0OO0
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un = [y"|R(x,y)

OO0 OO0 eO0Oo

O OO e®O0O0O0Oo

Oe®@O0OO00O0OO0O0

OO0O0O0O00O0O0

2n_2n
Y

JR(x,x%y?)

O
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o [¢]
o [ ]
[ ] o

O

O

O

O

O

® OO O0OOO0O0
OO0 O0OO0OO0OO0OO0

=
[\

O
s RGPy + 1
R(-x,x°y?))

2
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[¢]
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=
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"y | (R(Vx, xy)+
R(=Vx,xy))

<
=
<
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Questions ?
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Calcul partiel des résidus

» R(t,x1,...,x,) fraction rationnelle, avec t < x; < -+ < x,

» res R= res resR
X1,---Xn X1yeeesXisersXn Xi
——

fraction rationnelle ?

v

Parfois oui, parfois non

v

Quand c’est le cas, on peut parfois le détecter
Exemple —x1 < ... <x; <y <xjy1 <+ <Xp

res ﬂ _ a(x) simt(b) <y

vy y—b(x) 0 simt(b) >y
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Calcul partiel des résidus

» R(x,y) = alXY) fraction rationnelle

fxy)
> Par la décomposition en éléments simples, on peut supposer f
irréductible.

» AN > 0 tel que f(x,y) soit scindé dans C((x,ll/N)) e ((x}/N)) [y].
Soit A I'ensemble des racines.
Trois possibilités :

> mt(a) > y pour tout o € A, dans ce cas res, R = 0;
> mt(a) < y pour tout o € A, dans ce cas res, R = res. rat. R;

y=0o0

> ni l'un, ni Pautre, on ne peut rien dire.
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